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上 内容 简 介 


本 闻 主 要 介绍 电子 计算 礼 上 常用 的 和 有 效 的 数值 计算 方法 。 全 书 内 容 包 括 : 
插值 ,数值 积分 . 谐 波 分 析 `\ 曲 线 报 合 与 经 委 公 式 、 回 归 分 析 、 时 间 序 列 分 析 、 蒙 特 卡 
沙 态 法 、 续 性 代 效 力 程 诅 的 丈 介 解法 、 北 线性 方程 和 非 线性 方程 组 的 解法 、 代 数 特 
征 值 问题 的 解法 、 常 徽 分 方 得 割 值 问题 数值 解法 、 仿 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 、 
仿 答 分 方程 边 估 问题 数 倘 鲜 法、 有 限 元 法 等 十 四 章 。 有 些 基本 算法 附 有 用 BCY 语 
吝 编 制 的 佐 订 。 在 附 邓 由 给 出 了 算法 读 言 BOY 篇 介 , 以 供 会 考 。 
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随 着 我 国 社会 主义 建设 事业 的 也 速 发 展 , 电子 计算 本 的 应 用 日 益 扩 大 , 从 而 对 于 计算 机 
上 使 用 的 数学 方法 也 握 出 了 更 为 迫切 的 要 求 。 
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SL1 引 言 


在 生产 实践 的 许多 领域 里 , 例如 机 械 工业 、 造 船 、 汽 车 制造 , 常常 有 这 样 的 问题 : 给 了 一 
批 离散 样 点 , 要 求 作出 一 条 光滑 曲线 (乃至 于 曲面 ), 使 其 通过 或 尽 可 能 地 克 近 这 些 样 点 ， 以 
便 满足 设计 要 求 或 者 据 此 进行 机 械 加 工 。 在 过 去 , 这 种 放样 工作 大 都 是 用 人 工 方式 进行 的 。 
为 了 提高 劳动 生产 率 、 提 高 设计 质量 , 日 益 需 要 在 计算 机 的 协助 下 , 用 数学 的 方法 自动 进行 。 
这 就 是 所 谓 数学 放样 以 及 曲线 ,曲面 的 自动 产生 的 问题 。 

另外 , 在 使 用 计算 机 解 题 时 , 由 于 机 器 只 能 执行 算术 的 和 逻辑 的 操作 , 因此 , 任何 涉及 连 
续 变 量 的 计算 问题 都 需要 经 过 离散 化 以 后 才能 解 算 。 例如 计算 积分 时 , 采用 离散 点 函数 值 
累加 ， 即 数值 积分 的 方法 , 计算 微分 用 差 商 即 数值 微分 的 方法 , 解 微分 方程 用 格 网 即 差分 方 
法 , 以 及 有 限 元 方法 等 等 , 也 都 直接 或 间接 地 要 用 到 在 离散 数据 的 基础 上 补 插 出 连续 函数 的 
思想 和 方法 。 





图 1.1 1.2 


与 此 相关 的 一 类 数学 问题 是 播 值 问题 , 即 当 原始 数据 (zo，%y) ，(z，o)，…，(cu， go) 是 
精确 的 或 者 可 医 度 较 高 时 , 要 求 定 出 一 个 便于 计算 的 “初等 "的 函数 或 曲线 9 一 互 (z) (例如 多 
项 式 , 或 者 分 段 多 项 式 等 等 ) 通 过 给 定 的 离散 祥 点 

有 (co) =-%， 古 (zi) 一 加 ， …， (zi) 一 久 
如 图 工 1。 这 时 待定 函数 的 自由 度 ， 即 待定 参数 (例如 多 项 式 的 系数 ) 的 个 数 与 给 定 的 插值 
条 件 个 数 相当 。 这 就 是 本 章 的 主题 。 

另 一 类 是 最 优 拟 合 或 最 小 偏差 问题 , 即 当 原始 数据 本 身 含 有 “噪音 ”, 即 含有 不 可 和 避免 的 
误差 时 , 要 求 定 出 一 个 初等 的 函数 冯 (z), 不 是 要 求 严格 地 通过 样 点 , 而 是 要 求 最 优 地 靠近 样 
点 , 即 在 某 种 意义 下 总 的 偏差 为 最 小 (图 1.2) 。 这 时 待定 函数 的 自由 度 恒 小 于 、 甚 至 于 远 小 
于 样 点 个 数 , 从 而 可 以 达到 滤 去 噪音 的 目的 。 这 将 在 81.6 和 第 四 章 中 讨论 。 


41L2 多 项 式 插值 
为 了 讨论 的 方便 , 统一 约定 一 些 记 号 和 名 词 如 下 : 恒 设 有 某 个 原 函 数 .了 (z), 它 在 一 些 节 
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点 Z 一 Zo，24，… 处 的 值 为 庆 = 太 xzo， 广 = 太 coD，…。 必要 时 还 引用 导数 值 j= 户 (zo)， 亡 ~ 
厂 (cm),，…。 命 万 (2) 为 适当 的 插值 多 项 式 。 原 函 数 与 播 值 函数 的 差 (vc) 一 下 (zz) 也 叫做 插 
值 余 项 。 符号 [zo，zi,， 表示 食 有 点 zo，w，… 的 最 小 区 间 ， 也 就 是 以 maxz(zo，z …) 和 
min (wo，24，…) 为 端点 的 区 间 。 


1.2.1 最 简单 的 播 值 公式 
介绍 几 种 简单 常用 的 捅 值 公式 。 它们 可 以 启示 一 般 捅 值 (.2.2 节 ) 的 作法 ， 也 是 分 段 
插值 ( 江 .3) 的 基础 。 为 了 方便 ,在 各 个 公式 后 都 附 列 余 项 估计 , 但 不 加 证 明 。 
(一 ) 一 点 零 次 一 一 水 平 插值 
过 样 点 (zo，jo 作 水 平 线 ( 图 1.3), 即 
万 (= 访 v1.2.3 
Jo) 一 下 (2) 一 广 (的 (C 一 加 )，EE [zo， 2] (二 .2 .27 
这 是 零 次 擂 值 , 对 于 函数 值 在 播 点 邻近 有 一 阶 精度 , 但 对 于 导数 则 没有 盘 近 性 。 
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图 1.3 1 .4 


(二 ) 两 点 一 次 一 一线 性 播 值 
过 两 个 样 点 (zu Jo)，(cu 方 ) 作 直线 (图 工 . 邹 ， 即 





卫 (z) 一 人 方 (1.2.3) 
jg -Fo) = 去 疡 的 CoC-o)eE[mm 人 (2 过 


这 是 一 次 插值 , 对 于 函数 值 有 二 阶 精 度 , 同时 对 于 导数 也 有 了 逼近 性 。: 
为 了 分 析 的 方便 , 可 以 命 





io -2 二 ， 人 一 之- 包 Ga 司 
显然 有 
1o(z) 十 王 (Z) 三 工 
1o(xo) = 工人 (ci) =0， 玉 (oo) 一 0，R() 一 二 
而 线性 播 值 可 以 表 为 


卫 (Z) 一 ojo(o) 十 万 (Z) ”4.2.6) 
函数 jn(z), 5 (z) 可 以 称 为 线性 播 值 的 基 函 数 。 





(三 ) 三 点 二 次 一 一 抛物 插值 
过 三 个 样 点 (ze，jo)， (23， 7)， (zo， ja) 作 抛物 线 (图 1.5)，, 在 解析 上 可 以 表 为 
也 (Z) 一 Jojo(z) 十 六 1 (2z) 十 fs(z) ( 工 .2 .人 
这 里 插值 基 函 数 是 
一 人 4 \ 攻 一 0 一 40 \ 和 一 03 一 《Z 一 0Xo 人 \ 弛 一 
(1.2.8) 
而 播 值 余 项 为 
j 人 下 = 六 (mo 人,EEfzo mm 可 2.9) 
很 容易 验证 
1o(zo) =1，jo(o) 一 0， (ca) 一 0 
fa 人 co) 一 0， 站 (oa) =1， 瑟 (zs) =0 
la(eo) =0，P(m) =0，Bja(za) = 工 
因此 函数 ( 工 .2.7) 确 实 满足 揪 值 条 件 
互 (oo) 一 fo 三 (oO) 一 广 , 王 (za) 一 记 
从 图 .5 以 及 余 项 估 式 (1L.2.9) 可 以 看 出 ,这 里 逼近 程度 又 提高 了 。 天 数 值 有 三 阶 精度 , 并 
且 直 到 二 阶 导 数 都 有 有 逼 近 性 。 
以 上 几 种 都 是 以 节点 的 函数 值 .名 , 六 … 为 基础 的 插值 ， 即 所 谓 拉 格 朗 日 (Lagrange) 播 
. 值 。 当 在 节点 上 除了 函数 值 jo, 六， … 外 还 掌握 导数 值 及, 彤 , … 时 , 则 还 可 以 采用 带 导 数 的 
播 值 ， 即 所 谓 埃 尔 米 特 (Hermite) 插值 。 除了 “过 点 ”外 还 要 求 “ 相 切 , 密 合 程度 就 会 更 好 些 。 
举 出 两 种 最 简单 的 情况 ; 





X1 
图 1.5 


和 次 带 导数 插值 
万 (2Z) 一 o+ (zz 一 Zo)jo (1.2.10) 


(Go) -了 (0) 一 子 尹 Ge 一 oo)2 5E [ao 车 
这 就 是 切线 插值 (图 1.6)。 显 然 式 (1.2.10) 满 足 插值 条 件 
厂 (2Zo) 一 太 oo 本 (2o) 一 儿 0 0 
(五 ) 两 点 三 次 带 导 数 氮 值 
要 求 作 三 次 多 项 式 





厂 (2) 一 0o 十 02 十 Cs02 十 C308 _ 侍 > 志 》 


满足 (图 工 .7) 

下 (oo) = 记 ， 丽 (co) 一 用， 万 (on) 一 户 ， 瑟 (wm) 一 由 (二 .2.12) 

利用 这 四 个 条 件 可 以 解 出 四 个 系数 m，a，aa， os， 它们 都 线性 地 依赖 于 九 , 态 , 户 , 疡 。 这 

? 里 演算 是 初等 的 , 但 比较 繁琐 , 故 从 略 , 而 直接 给 出 最 终 表 达 
3 一 帮 x 式 


人 / 
和 





基 的 十 疝 国 的 大 国生 六 而 
(I.2.13) 


这 里 播 值 函 数 m, ,可 以 通过 两 点 线性 揪 值 的 基 函 数 (1.2.5) 


jz) 一 


乡 一 21 纪 一 00 
3? [ 4/ 二 
2 一 信 1 全 一 0o 上 (1.2.14) 


加 (2) 十 请 (2 王 工 





图 工 7 表达 如 下 ; 
ao(Z) 一 在 代 十 20) 一 384 一 2 有 4 
oa (Z) 一 下 (十 210) 一 3 王 一 2 下 


Bo 一 NB 一 ( 胡 一 一 (1.2.15) 
= 一 PN= 一 j 六 (全 一 到 
玫 一 人 一 20 


由 于 代 .2.14) 以 及 
及 (ro) 一 而 (cg) 一 一 于， 玉 Coo) -到 (zc 一 工 
不 难看 出 
oo(2o) 于 ， ol(2o) 一 0，au(z 一 0，um(2) 一 0 
Bo(zo =0， (xzo = oo 一 0，po(2) 一 0 
aa(zo) 一 0， olt(zo) 一 0， ad(oai) 一 贡 ， 叹 (zu) 一 0 
Bi(zo) 一 0， Bo 一 0，pB (zi) 一 0， Bi (oa) 一 工 
六 此 ( 仁 .2.13) 确 实 满足 插值 条 件 (1.2.12), 它 就 是 所 要 求 的 三 次 插值 函数 , 而 余 项 估计 财 为 


7 的 -了 G- 击 Jo 人 的 G-m?e-o5EE[m mu 加 (人 2.19) 


比 以 前 几 种 又 提高 了 精度 , 具有 直到 三 阶 导数 的 和 逼 近 性 。 
表达 式 侍 .2. 熙 ) 还 可 以 换个 写法 , 命 
a(z) = (一 Zo) (2Z 一 01) 


于 是 


Oo'(zo) 一 (oo 一 2)， oo) = (人 一 四 ， Oo) 一 w ca) 一 2 


攻 3 中 让) 国 
ao 一 Go) 人 [1 7 到 | (4L.2.17) 





包 
pe) = GO) cz 一，0 
这 种 形式 便于 推广 到 高 次 埃 尔 米 特 揪 值 (1.2.2 节 )， 而 形式 (1.2. 巧 ) 则 便于 推广 到 分 段 埃 
尔 米 特 播 值 (1.3. 工 节 )。 


生生 有 二 4 和 过 ae 才 >9o19e 抽 pgIE 久 rige im rirggVrgg9 2 Repeggicir me our 





I.2.2 一 般 的 多 项 式 插值 和 误差 


首先 讨论 拉 格 朗 日 插值 。 对 于 m% 二 工 个 节点 z，…， wu 的 函数 值 fa， …， 户 要 求 作 呈 次 
多 项 式 





下 (2) 一 0 十 0 十 .十 Go04 ( 代 .2.18) 
使 得 . 
万 (z) 一 九 ， 4 一 0， 工 ， 六 (1L.2.19) 
根据 工 .2.1 节 中 式 (人 .2.3) 的 启发 ,可 以 作 mw 十 工 个 基 范 数 | 
1(O= 让 2 和 -0.1 (1.2.20) 
0 
显然 可 见 
OA | 淄 (4.2.21) 
Wo -to 当 记 
因此 晴 二 汪 本 区 
FO- 习 7@ (2.22) 
满足 插值 条 件 (1.2.19), 它 就 是 所 要 求 的 多 项 式 。 也 可 以 命 四 
OO(Z) 一 区 ec- 人 (1.2.23) 
不 难 验证 RE 
wf' (oO 一 上 (好 一 2z) ( 革 .2.24) 


因此 , 基 画 数 (1.2.20) 也 可 以 表 成 


oo) 
6) 一 TCD， 4 一 0, |， 亿 .2.28) 


人 ， 次 拉 必 插值 的 余 项 可 以 玫 为 
GOD) 一 下 (O) 一 0 JeorD(o(， Eco oo 如 .2.26) 
1.2. 工 节 中 式 人 1.2.3) 的 余 项 都 是 此 式 的 特例 。 命 帮 为 区 间 [zo …, 加 ] 的 宽度 ， 了 rz 为 
| et 在 这 个 区 间 上 的 极 大 值 , 则 还 可 证 明 ;, 函数 连同 导数 有 如 下 的 估计 式 : 
| 7) -7 人 |<-T Meri-，0<D<o ELco …，o] (2.27) 
据 此 , 对 于 (1L.2.3) 各 式 的 导数 逼近 性 可 以 得 出 相当 的 结论 。 
埃 尔 米 特 播 值 也 可 以 推广 到 一 般 的 情况 。 对 于 mw%+I 个 节点 zo， ”3 必 上 的 画 数值 
刀 ，…, 访 及 一 阶 导数 值 用，…， 及 ， 根 据 2(n 十 世 个 插值 条 件 
奋 (o) 一 六 ， 瑟 (oO 一 月 ，《 一 0 工作 (1.2.28) 
可 以 唯一 地 定 出 2n 十 夺 次 的 播 值 多 项 式 瑟 CD)。 在 工 .2.1 节 中 式 (1.2.1)、(.2.17) 的 启 
发 下 , 可 以 取 2(n 十 也 个 基 函 数 
out(z) 一 (Ri(z)) |1 一 人 (Z 一 -o | 


pz) 一 (2))2 (Z 一 2 ， 《一 0， 1 0 
这 里 &(z)，ow(o) 由 式 (1.2.20)，(1.2.23) 给 出 。 不 难 验证 





(1.2.29) 





wo(0) 一 05， ou (20)=0 


Bi(o)=0， oO) = 
因 丝 


Fo) - 袜 [fai(o) +RBto] (1.2.30) 


确实 满足 插值 条 件 (1.2.28) ， 它 就 是 所 要 求 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 。 类 似 于 式 (1.2.26)， 
《1.2.27) 有余 项 估计 





7 一 FOD) - 直人) Emo 加 (3.3 
1 四 一 Ps 天 FTMaroir 0s<p<2attb Emo 


(1.2.32) 
埃 尔 米 特 播 值 还 可 以 推广 到 包含 更 高 阶 导 数 以 及 各 节点 包含 的 导数 阶 不 均等 的 情况 ， 
这 里 就 不 效 述 了 。 


关于 插值 过 程 的 稳定 性 


根据 余 项 估计 (1.2.26) 、 侍 .2.31)， 似 乎 会 认为 插值 的 次 数 愈 高 愈 好 ,但 并 不 尽 然 。 实 
际 上 , 在 揪 值 过 程 中 误差 有 两 种 来 源 : 一 是 由 原 函 数 fc) 被 代 以 播 值 函 数 王 (2) 引 起 的 ， 这 
就 是 上 面 说 到 的 余 项 ， 即 截断 误差 ; 另 一 是 由 节点 数据 户 本 身 的 误差 所 引起 的 。 通 常 由 于 
实验 的 误差 , 或 者 计算 过 程 中 的 含 入 等 等 , 总 会 带 来 数据 误 盖 , 这 种 误差 在 揪 值 过 程 中 可 能 
被 扩散 和 放大 , 这 就 是 揪 值 的 稳定 性 问题 。 

以 拉 氏 插值 为 例 ， 设 真 值 户 被 代 以 含 误差 的 户 = 六 一 3j 命 环 (2) 为 以 …, 广 为 基 
础 的 插值 多 项 式 , 于 是 最 终 的 误差 是 

jz) 一 下 (z) = [7(z) 一 下 (oO)] 十 [F(z) 一 下 ()] 

右 端 第 一 项 就 是 余 项 , 根据 式 (1.2.22) 第 二 项 表 为 

不 (z) 一 (z) -六 090i(z) 8 
因此 , 在 节点 愉 上 的 数据 误差 8 是 通过 该 点 的 播 值 基 函 数 4(Z) 而 全 面 扩 散 帮 至 放大 的 。 
六 此 ， 揪 值 基 画 数 也 就 是 数据 误差 的 影响 函 数 "。 图 1.8 表示 一 个 Kiw， 它 在 基本 区 间 
[zo, …，z] 内 ， 即 内 揪 时 作 波动 状 ; 在 基本 区 间 之 外 则 按 距 离 的 m“ 次 者 放大 。 因此 当 m 趋 
大 时 , 播 值 过 程 对 于 样 点 的 数据 误差 非常 敏感 , 这 就 是 说 高 次 插值 具有 数值 不 稳定 性 。 

(0) 











1.2.3 关于 多 项 式 插 值 的 运用 


单纯 的 多 项 式 捅 值 是 简单 而 通用 的 方法 , 但 是 它 也 有 其 弱点 , 即 具 有 上 面 所 说 的 高 次 时 
的 数值 不 稳定 性 。 因 此 , 在 实际 运用 时 不 可 谨 目 使 用 , 否则 会 导致 严重 的 差错 。 

(一 ) 提 高 精度 的 问题 

比较 图 1.5~ 图 1.9 可 以 看 出 , 当 插值 的 次 数 提升 时 , 逼近 程度 也 逐步 改善 。 例 如 二 次 
插值 在 小 范围 内 就 有 很 好 的 密 合 。 事实 上 ， 当 函数 f (c) 在 整个 实数 轴 一 co<z< co 上 为 解 
析 函 数 ， 并 且 作为 复 变 函 数 j (在 整个 > 平面 上 为 解析 ， 则 可 以 证 明 ， 在 实 轴 的 任意 区 间 
2<z</ 上 采用 等 距 节 点 , 并 且 逐 次 加 密 的 播 值 过 程 收敛 于 原 函 数 jz) , 在 这 种 情况 下 精确 
度 是 随 次 数 升 高 而 提高 的 。 

对 于 不 光滑 的 函数 情况 就 不 相同 了 。 例如 取 j(z) = |z|， 它 在 >=0 处 有 导数 间断 , 可 
以 证 明 在 区 间 |*| < 工 上 逐次 加 密 的 等 距 插值 过 程 是 发 散 的 。 更 有 甚 者 , 如 取 函 数 
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《图 工 .9), 它 在 整个 实 轴 上 解析 , 因此 是 高 光滑 度 的 函数 。 但 是 , 可 以 证 明 , 在 区 间 |z| <5 上 
逐次 加 密 的 等 距 播 值 过 程 是 发 散 的 。 这 一 事实 与 前 引 结果 并 不 矛盾 ,因为 fj(z) 在 复数 平面 


内 的 延 拓 了 () -于 二 在 虚 轴 上 有 两 个 奇 点 *= 士 发 散人 性 正 是 由 这 两 个 "隐藏 "的 奇 点 引 


起 的 。 图 1.10 中 的 实 线 表 示 一 个 通过 十 个 点 的 九 次 播 值 ,在 区 间 的 两 端 出 现 大 幅度 的 波动 
扭 拐 , 显然 是 “多 余 ” 的 , 不 合理 的 。 
由 于 上 述 原因 ,盲目 地 提高 揪 值 次 数 是 不 可 取 的 ,甚至 会 导致 极 坏 的 后 果 。 实 践 中 , 括 
值 次 数 高 于 6、7 次 就 很 少 了 。 一 般 是 采用 分 段 低 次 的 插值 来 提高 精度 。 图 1.10 中 的 虚线 
是 用 分 段 三 次 , 即 所 谓 样 条 插值 的 结果 , 比 单纯 的 九 次 插值 有 显著 改进 (参考 81.3) 。 
(=) 外 播 的 问题 
当 计算 点 落 在 捅 值 基 本 区 间 之 内 时 叫做 内 插 ， 否则 叫做 外 揪 。 有 时 人 们 仅 在 变量 的 一 





FOOD 


F(x) | 








jf (x) = 二 














狗 1.9 加 1.1 











定 范围 之 内 掌握 数据 和 规律 , 需要 据 此 外 推 在 该 范围 以 外 的 行为 , 这 就 要 用 外 搬 。 
. 据 工 .2.2 节 记述 , 一 个 节点 上 的 误差 的 影响 , 当 传 出 了 基本 区 闻 之 外 后 , 就 会 按 揪 值 次 
数 色 的 等 次 而 无 穷 增 长 。 因 此 外 捅 , 特别 当 次 数 较 高 和 距离 较 远 时 是 很 不 可 靠 的 。 
临 边 节 点 的 布局 也 影响 到 外 播 的 可 靠 性 。 例如 用 三 点 和 一 0, 妈 =0， 0<I< 寺 2a= 工 
外 播 到 z=I.5 及 “= 一 2。 设 在 节点 w 处 函数 值 户 有 误差 3= 土 了 二 则 它 在 各 点 的 影响 , 即 放 


大 因子 为 羡 (z) 一 于 = 攻 < 。 图 并 .1 表示 对 不 同 的 时 的 误差 耐 线 。 当 =0.9 或 0.1 


时 玫 (1.5) 一 于 8.33， 0 于 22.2。 就 好 像 不 等 展 的 杠杆 , 在 得 臂 端 接 下 一 点 点 ,在 长 臂 端 
就 四 起 很 多 。 这 种 现象 在 外 插 是 常常 出 现 的 (图 1.1lc)。 如 取 c=0.5 则 情况 改善 ， 得 
5 (1.9) 一 二 3( 图 1.10。 如 果 索 性 闻 弃 za 改 用 xzo, 的 线性 插值 , 则 在 心 处 的 单位 误 关 


影响 为 环 (z) = 二， 仍 取 一 0.9， 则 人 情况 进一步 改善 ,得 五 人 .5) 一 士 1.7( 图 工 .1lo)。 间 距 的 


不 均匀 性 ,外 播 点 的 距离 以 及 播 值 次 数 的 这 些 影 响 ， 可 以 从 图 1. 工 (o 2 、(O 看 出 。 因 此 
进行 外 揪 时 应 该 依据 对 具体 问题 及 插值 规律 的 了 解 而 什 重 处 理 。 


Cax) 人 hx) 











图 1.11 


(三 ) 含 有 间断 性 的 问题 

多 项 式 是 一 种 “初等 ”的 解析 函数 , 本 身 具 有 最 高 度 的 光滑 性 , 因此 在 本 质 上 只 适应 于 高 
光滑 函数 的 播 值 。 当 原 函数 自身 或 其 某 阶 导数 有 间断 时 ， 次 数 高 于 间断 阶 的 多 项 式 插值 是 
不 适应 的 。 

图 .12 中 的 间断 曲线 ( 实 线 ) 表示 在 正 态 压 力 下 单位 质量 的 水 Ha0O 的 热 容量 C 随 温度 

用 的 变化 率 。 它 有 两 个 间断 点 ， 即 冰点 下 = 0"C 及 沸点 下 一 100"0。 间 断 点 的 牙 值 分 别 相应 
于 熔化 热 及 汽化 热 。 曲 线 的 斜率 就 是 比 热 。 如 果 在 固 、 液 . 气 三 相 各 取 一 个 代表 点 作 二 次 播 
值 , 如 图 中 虚线 所 示 , 则 显然 是 相当 牌 曲 了 真相 的 。 如 果 同 样 取 这 三 个 样 点 , 但 是 分 别 在 三 
” 相 , 那 么 ,即使 作 0 次 ( 即 水平 ) 插 值 , 它 就 大 有 改进 了 。 

当 函 数 连续 而 导数 间断 时 , 情况 也 类 似 。 例 如 : 在 区 间 一 1<z<1 上 , 取 j(c) =1 一 !z|， 
用 z= 一 也 0, 工 用 三 个 样 点 作 抛物 线 ,， 如 图 二 .13 中 的 虚线 ,其 情况 显然 不 好 。 如 果 逐 次 等 
距 加 密 节 点 作 高 次 插值 , 则 可 以 证 明 必 以 发 散 告 终 。 但 如 果 仍 取 z=- 一 1，0, 1 为 节点 ,分 段 
作 线 性 插值 , 则 恰好 准确 地 得 到 原 函 数 。 这 虽然 是 个 极端 的 例子 , 但 也 足以 说 明 对 于 插值 应 
该 看 对 象 灵活 运用 , 而 不 要 陷于 盲目 性 。 








图 1.13 


81.3 片段 多 项 式 插值 


我 们 知道 ， 多 项 式 插值 在 低 次 时 是 简单 方便 的 ， 在 高 次 时 则 有 数值 不 稳定 的 缺点 。 因 
此 , 当 节 点 数 很 多 时 ,自然 设想 分 段 用 低 次 插值 , 而 在 分 点 处 保证 一 定 的 连续 性 。 这 类 方法 
通常 有 较 好 的 收敛 性 和 稳定 性 , 算法 也 简单 。 大 致 可 以 分 为 两 种 类 型 : 一 种 是 局 部 化 的 分 段 
插值 (1.3.1 节 ), 这 是 简单 的 低 次 插值 公式 的 直接 推广 。 另 一 种 是 非 局 部 化 的 分 段 值 插 , 即 
毛 谓 样 条 插值 (1.3.2 节 ), 构成 稍 繁 , 但 光滑 度 较 高 。 

统一 约定 在 区 闻 [w, 如上 给 了 节点 

& 一 Co0<01< 必 <2 1<0 一 D (1.3.1) 
它们 把 [c， 人 幻 放 分 为 子 区 间 
[wu mr]， 间距 ,3 一 wa 一 m i 一 0，1，…，m% 一 工 (3.2 


设 给 定 了 某 原 函 数 了 (o) 在 各 节点 必 的 值 六 必要 时 还 考虑 导数 值 灵 ， 要 求 作 分 段 插值 多 项 
式 卫 (oz 即 古 (2) 在 每 个 子 区 间 [z， zisz] 上 是 多 项 式 , 但 在 不 同 子 区 间 上 可 以 是 不 同 的 多 项 
式 ， 而 在 各 连接 点 保证 函数 式 一 定 阶 导 数 的 连续 性 。 必要 时 还 引用 半点 ( 即 各 子 区 间 的 
中 点 ) 


计 了 于 


-总 (ceTeu)， 2 一 0， 工 ， 和 儿 一 荆 (1.3.3) 
作为 揪 值 节点 或 作为 多 项 式 的 分 段 点 。 


I3.1 简单 的 片段 多 项 式 插值 


十 2. 他 的 几 种 简单 低 次 插值 都 可 以 推广 为 分 段 插值 如 下 : 
(一 ) 分 段 零 次 合 阶 状 播 值 
厂 (O) 一 万 当 w1 <z<zij， 4 一 0 了 醋 ，，…， 儿 (1.3.4) 
(约定 4 一， 2 下 一 On) 。 这 就 是 在 每 个 子 区 间 区 _3， 4 呈 ] 作 水 平 擂 值 ， 综合 成 为 台 
阶 状 (如 图 工 .14) ,在 半点 二 3 有 间断 。 这 虽然 是 比较 粗糙 的 方法 ， 但 适合 于 有 间断 或 有 些 
不 规则 的 情况 。 这 种 插值 函数 也 可 用 基 函 数 来 表达 , 为 此 , 对 im 1 …, mm 合 


1， 当 2 SO 1 
ort(&) 一 0 它 处 3 吉 





(1.3.5) 
如 图 工 .二 ,于 是 
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严 (%) 








卫 (z) = -Je 人 ay) (4.3.6) 
也 可 以 把 样 点 值 给 在 半点 上 思 ， 亡 守 ，…， 轧 二 。 于 是 台阶 状 插值 为 
了 (z) 一 一 1 ， 当 ws2z 和 oil 4 一 0， 王 ， 2 狗 一 荆 ( 工 .3.4)7 
这 时 基 函 数 取 为 
mi 人 )-- 当 VSYSZil (1.3.5)， 
0， 它 处 
于 是 . 
开 (oO 一 帮 二 mr 人) (1.3.6)/ 


(二 ) 分 眉 线 性 一 一 折线 插值 
过 样 点 (co fo)，…，(zw 思 ) 作 折线 相连 (图 .16)， 
(一 人 Ji 二 Xi 一作 
ee 幻 上 连续 , 但 在 wx 处 导数 有 间断 。 它 也 可 以 用 基 函 数 来 表达 . 
为 此 ,对 于 40, 二 …， 罗 俞 


jms<z<oit， 70 1 01 (3.7) 








2 一 2 ， 当 wsZ< 和 
人 一 人 一 
和 Ni(Z) 一 4 0 一 0 当 ER (1.3.8) 
好 一 OH1 
0， 它 处 
(约定 -xi 一 Zo， w+ 一 0。 显然 ls(2) 是 分 段 一 次 的 连续 函数 并 满足 
和 (CO) 一 65 人 (1.3.9) 
如 图 于.17 所 示 , 于 是 
Fa) =- 宝 ，a<a<8 (L.3.10) 
(三 ) 分 段 二 次 播 值 


在 每 个 子 区 间 [zw ms] 上 作 三 点 二 次 捅 值 ， 即 过 三 个 样 点 (ze 用， 人， )， 
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入 (2 
N(x) 
X 
0 Xi-1 6 Xi41 
工 .16 图 1.17 
(Ci+ly 人 作 抛物 线 (图 工 .18) ， 
了 (zc) = 0 人 一 人 CC 一 oO (一 oa) 
(全 一 it (一 2 了 1 人 一 二 (Zi 了 一 or 休 李 
(2 一 0 (2 一 亿 4 ，) 
(1.3.11) 


(Zai 一 0 (Ze 一 4; 了 ja 
WiSV 委 0 4 一 0，1，…，% 一 工 
这 是 分 段 二 次 ,总 体 为 连续 , 但 在 wm 处 导数 有 间 晰 。 这 种 插值 也 可 以 用 基 函 数 来 表达 , 即 
Hz) 一 2 人 2 一 入 
六 (2) 一 4 和 isl | 
如 图 1.19， 这 里 和 一 和 ua(2) 为 分 段 线性 撒 值 的 基 函 数 ( 革 .3.8) 。 注意 内 在 区 间 [ze-:，w+ 可 以 
外 恒 为 0， 人 在 区 间 [wm，zisdi] 以 外 恒 为 0。 不 难 验证 


Hi(O) 一 25 Ha(o5) 一 0 | 


(1.3.12) 











1.3.13 
忆 4 (oj) 一 0， 久生 (oj =0 
因此 
， 用 愉 一 荆 
了 (z) 一 ) Je(2) 十 立 帮 了 见证 工 (o) 全 .3.14) 
4=0 1=0 2 2 
R(xz) 
严 (x》 bi) AH) 
1 ] 
| | 
| | 
| 【 
| | 
[ j 
| 1 
| | 
1 | 玫 
0 xX0 Xi X2 X3 2 - 
图 1.18 图 工 蕊 


(四 ) 分 段 三 次 埃 尔 米 特 播 信 
在 每 个 子 区 间 [ze zs 用 其 两 端点 的 函数 值 及 导数 值 疡 疡 ,fa js 作 三 次 埃 尔 米 
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特 揪 值 。 因 此 是 分 段 三 次 , 总 体 地 直至 一 阶 导 数 连 续 , 但 二 阶 导数 在 处 有 间断 (图 I.20)。 
根据 式 ( 工 .2.1 功 取 插 值 基 函 数 人 一 0, 1， …， 由 
ai(z) 一 3 和 一 2 az 
一 太 1 AQ<2S04 


pi(z) -| .3.15) 


包 ， 工 ， 必 芭 2 二 


下 (>) 





0x0 四 1 E Bi(x) 


图 1.20 图 1.2 


这 里 入 一 和 (2) 就 是 分 段 线性 揪 值 的 基 函 数 (1.3.8) 。 注 意 w B 在 区 间 [z- zi 以 外 恒 
为 0( 图 工 .2 也。 不 难 验证 


mu(o)=35， wd(o) =0，pB(o)=0，pBD = (1.3.16) 
因此 所 要 求 插值 函数 可 以 表 为 
了 (O) 一 jos(z) 十 户 8i(z) 二 Fiosri(2) 十 Foa(z) (1.3.17) 
| 0 和 0ixl) 4 一 0， 工 ， 人 多 一 荆 
或 者 
FG) -~ 宫 [fai(o +RRCD]，o<cs8 (1.3:18) 
关于 稳定 性 和 收敛 性 


上 述 几 种 播 值 法 有 一 些 共 同 之 点 。 它 们 都 是 用 一 些 低 次 播 值 多 项 式 装配 ”或 拼凑 起 来 
的 ,在 拼接 点 有 一 定 连续 性 或 光滑 性 。 此 外 , 在 每 个 子 区 间 上 的 播 值 函数 只 依赖 于 本 区 段 上 
的 一 些 特定 节点 值 ， 而 与 其 外 的 节点 值 无 关 。 因 此, 都 是 “局 部 化 "的 。 这 也 表现 在 基 项 数 
上 , 每 个 基 函 数 只 在 一 个 局 部 范围 内 不 为 0, 出 了 这 个 范围 就 恒 为 0。 这样 每 个 节点 值 只 影 
响 到 直接 衔接 的 一 两 个 区 段 而 不 及 以 远 。 因 此 ， 节 点 的 数据 误差 基本 上 不 扩散 、 不 放大 ， 从 
而 保证 了 当 节 点 数 % 递增 时 插值 过 程 的 数值 稳定 性 。 

通常 称 一 个 函数 为 紧 姿 的 ， 指 它 在 某 个 有 界 区 间 以 外 恒 为 0。 紧凑 函数 只 在 有 限 的 范 
国内 活跃 。 以 上 所 述 的 分 县 低 次 多 项 式 播 值 的 基 函 数 都 是 紧凑 的 。 由 于 播 值 基 函 数 就 是 数 
所 误差 的 影响 函数 , 因此 , 这 种 紧 姿 性 就 保证 了 分 段 插值 过 程 的 稳定 性 。 与 此 相反 ,在 1.2.2 
节 中 的 高 次 拉 格 朗 日 插值 的 基 函 数 84(2) 则 不 是 紧凑 的 , 从 而 带 来 了 插值 的 不 稳定 性 。 

关于 收 伍 性 , 也 可 以 统一 地 论证 。 上 述 四 种 情况 ,分 别 是 分 段 色 次 插值 , 放 =0, 1， 2,，3。 
号 一 0 时 ,函数 万 (Z) 本 身 有 间断 ; 妈 >0 时 , 卫 (z) 直至 (一 已 阶 导 数 为 连续 , 命 
Mi 一 max 7 (| 人工.3.19) 


“和 1 下 站 和 二 entr8 人 全 
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丸 _ 1) (1.3.20) 
2 


”于 是 将 余 项 估计 (1.2.27) (1.2.32) 分 别 运用 于 每 个 子 区 间 , 并 汇总 , 这 样 就 得 到 
Joe) -Zoo)1< jnr 《3.2) 


用 一 Diax (有 ， 胸 
2 


让 
C<2 委 0，0 委 0D 魏 和， 和 一 0 1，2，3 

因此 , 当 j->0 时 , 相应 的 插值 函数 瑟 (z) 连同 其 导数 也 色 ， 一 致 收敛 于 原 函 数 f(z) 及 其 导数 
fo 0<p<mm=0, 1 2, 3。 正 如 在 1.2.3 节 中 指出 的 ,一般 以 整体 的 解析 函数 为 基 
础 的 播 值 方法 中 , 当 节点 加 密 时 , 插值 过 程 可 以 不 收敛 , 这 就 是 说 , 插值 与 逐次 逼近 往往 是 两 
码 事 。 但 是 在 这 里 的 分 段 搬 值 法 中 , 收敛 性 得 到 充分 保证 。 当 节点 加 密 时 的 分 段 插值 过 程 ， 
同时 也 就 是 逼近 过 程 , 两 者 是 统一 的 。 

还 应 指出 ,在 上 述 方法 中 ， 由于 分 朋 采 用 低 次 多 项 式 ， 所 以 公式 简单 ,并且 避免 了 计算 机 
上 作 高 次 乘 宕 时 常 遇 到 的 上 溢 和 下 溢 的 困难 , 从 而 这 也 是 有 利 的 。 

上 面 几 种 分 段 揪 值 法 的 总 体 光滑 度 都 不 高 , 这 对 于 某 些 应 用 是 有 缺陷 的 。 在 这 种 局 部 
化 的 方法 中 , 要 增高 光滑 度 就 得 采用 更 高 阶 的 导数 值 , 次 数 也 相应 提高 。 为 了 只 用 函数 值 本 
身 , 并 在 尽 可 能 低 的 次 数 下 达到 较 高 的 光滑 度 ， 可 以 采用 所 谓 样 条 (spline) 插值 方法 , 详 见 
下 节 。 


1.83.2 三 次 样 条 插值 


给 定 一 组 节点 zeo< zi<<…<zn-i< 和 及 节点 值 fo 户 ， …， 六 -5 记 ， 可 以 提出 这 样 的 阿 
题 : 要 求 作 一 个 播 值 函数 下 (2) , 它 在 每 个 子 区 间 [zo，z]，[zo oa ，…，[z- 世上 分 别 都 
是 三 次 多 项 式 , 而 在 整个 区 间 [zo，z] 上 直至 二 阶 导 数 为 连续 , 并 且 满 足 捅 值 条 件 

厂 (zo) 一 (ZnD 二 户 , …， 了 了 (zw 一 户 (1.3.22) 
这 里 共有 吨 个 区 段 , 每 段 三 次 多 项 式 有 四 个 系数 , 共有 4 个 参数 待定 。 为 了 保证 下 (z) 在 整 
”区 间 [zo, zx 上 直至 二 阶 导数 连续 ， 只 需要 求 王 (z)， 灭 (五 四 在 内 节点 mm …，zr- 连 
续 , 即 
五 (zi 一 0) = 三 (o 上 TO， 及 (ww 一 0) = 有 (2 二 0)， 
首 1(o 一 0) = 下 (0 十 0) ，4 王 二， 由 一 王 
这 有 3(n 一 轧 个 条 件 , 连同 播 值 条 件 (1.3.22)m 十 工 个 ， 共 可 列 出 3 一 居 十 9 十 一 各 一 2 个 
条 件 。 为 了 定 出 4 个 参数 , 还 缺 两 个 条 件 。 因 此 , 还 需 在 左右 两 端 各 给 一 个 “边界 条 件 ”, 例 
如 给 定 端点 的 一 阶 或 二 阶 导 数值 , 如 
刀 (xzo) 一 7 ， 互 (on) 一 户 
或 
(oo 一 帮 ， 盏 (zw 一 大 

或 其 种 种 组 合 等 。 这 样 ,在 增补 了 两 个 边界 条 件 后 , 问题 可 以 唯一 定 解 。 这 种 播 值 叫做 样 条 
插值 ， 导 源 于 生产 实践 中 用 于 放样 的 “ 样 条 "。 当 函 数 为 分 段 序 次 多 项 式 ， 在 分 段 点 直至 
和 一 工 阶 导数 为 连续 时 ， 通 称 为 om 次 样 条 函数 ， 简 称 为 样 条 。 这 里 说 的 是 三 次 样 条 ， 而 在 
1.3.1 节 中 所 说 的 台阶 状 函数 和 折线 状 函数 , 则 分 别 是 零 次 和 一 次 样 条 。  “、 

为 了 作 三 次 样 条 搬 值 ， 取 玖 '(zo = Mi 4i=0, 1，…,%% 作 为 待定 参数 比较 方便 。 由 于 
下 (zz) 为 分 段 三 次 多 项 式 , 所 以 五" (2) 为 分 段 线性 , 因此 





?4 





一 二 Ma (1.3.23) 


太一 0 一 和 AS0 生 0， 一 0 了 …，% 一 工 
在 每 个 区 间 [zw，zs] 上 对 此 积分 两 次 , 利用 两 端 条 件 玉 (z) = 户 ， 瑟 (csa) = 放 a 
即 得 
五 ( 轨 一 一 1 二- 开 tai 
(AM FM 
CC 
万 (2z) 本 MT 4eaT (wii 一 2) ( 作 - 全 
十 (Z 一 加 ( 业 - 生 所 )， 《1.3.25) 


这 时 过 点 条 件 (1.83.22) , 以 及 函数 本 身 和 二 阶 导数 的 连续 均 已 保证 了 ， 还 需要 求 在 交接 处 
io 41 0 一 二 从 左 [oi ab 加 及 右 [c， zi] 的 一 阶 导数 连续 ， 

即 玉 ( 人 一 0) = 到 (w 二 0) 

于 是 , 可 以 排出 %-- 工 个 方程 


MT20 二 同 了 Nesa=6|- 丰 守 丰 2 一 瞩 一 | 8 
宝 Ai-i 9. 
WE 
为 了 定 出 w+ 工 个 未 知 数 Mo， Mai，…，J， 还 需 附 加 两 个 条 件 。 


附加 条 件 的 给 法 可 以 多 种 多 样 , 通常 是 在 两 个 端点 co，z, 各 给 一 个 边界 条 件 。 例 如 ， 
人 给 定 导数 值 妨 (zo) = 坊 或 已 (zw) 一 太 . 


了 2 有 /0 人 人 jh 万 op 直 
即 j 了。 ( 寻 钱 ( 肿 6 ) (1.3.27) 
， 左 端 zo: 2hoWo+joa0: 一 6| -远志 一 六 | 
六 (1.3.28) 
右 端 Qnr: 思 -1 十 2 1， 一 6 | 及 - 下 二 = | 





Re 可 以 采用 这 种 边界 条 件 。 例如 当 端点 是 一 个 局 部 极 什 
点 , 这 时 应 有 水 平 斜 率 , 则 可 给 万 一 
(2) 给 定 二 阶 导数 值 (ou) 及 '() =- 太 
左 端 zo: 2o=j 和 
右 喘 二 1 一 久 | (1L.3.29) 
当 曲 线 在 端点 的 行为 近似 于 反 折 点 , 即 产 =0， 则 可 给 下 =0 及 2 一 0。 
(3) 一 般 的 边界 条 件 可 以 表 成 
4fio=aoMWi 十 Bo 
到 , 一 on | 
也 就 是 适当 选取 常数 wo，pBo 及 mw，8,， 使 它 它们 与 曲线 在 端点 的 趋向 相 协调 。 一 般 当 无 其 它 
动机 时 , 可 取 Mo= Mi， 玉 = 下- 这 相当 于 端点 的 户 "=0。 
也 可 以 给 出 所 谓 周期 性 边界 条 件 , 即 认为 函数 瑟 (z) 在 [zo, mw] 向 两 端 周期 性 延 拓 , 而 保 
持 直 到 二 阶 导数 的 连续 性 。 为 此 , 自然 有 一 户 。 并 命 :一 六 -1 M,=Mo， 从 而 除 方程 组 


(1.3.30) 





人 .3.26) 外 , 增加 一 个 方程 ,表示 丽 (zo 一 0) = 态 (ze 十 0)， 即 
2(0p -十 jo) MeioMi 二 和 -一 6[- 大 二 下 一 四] 4.3.30 
这 样 ,连同 式 (1.3.26) 共有 郊 个 方程, 以 解 几 个 未 知 数 Wo，202 …， Mn 
周期 性 边界 条 件 , 可 用 于 封闭 曲线 的 插值。 























| po co 0 | Wo To 
CT 0 C1 Li 必 
: |=| : (1.3.32) 
an 1 Ci 好 1 Cn_i 
0 Cn 六 | | 1 汪 家 人 
其 中 

ac 5 一 2 十 癌 ， ea 天 di-6( 帮 一 帮 (3.33) 

汪 一 工 

4 一 1 2，…， wm 一 革 
端点 条 件 类 别 列 表 如 下 : 
表 1.1 

工 2 3 

2o0 27p0 工 1 

去 端 C0 加 0 一 0 

一 轴 

ao 2 元 及) 思 Bo 

属 PR 1 0 一 CQ 

右 冰 20 27 1 工 

， 一 
8 (Ce 7 1 ) Bn 











这 是 对 角 元 占 优势 的 三 对 角 线 带 状 矩阵 ， 可 以 用 消 元 法 ， 即 追赶 算法 ( 详 见 第 八 章 ) 求 解 如 
下 : 


命 0-1 一 0，2U_i=0，c=0 
对 于 有 一 0 工 ， 用 
人 rr 一 CEOz-1 十 罗 
G@x 一 一 Ce/ Zr (1.3.3d4) 


作 一 《人 一 Gzip-1) AZ 
这 是 正 消 过 程 。 然 后 进行 “ 回 代 ”， 
有 一 加 
对 于 下 一 m 一 1 09 一 2，…， 1 0 
4 一 0 十 雇 (1.3.35) 


110759” 





1B 


对 于 周期 性 边界 条 件 ， 由 于 oo 一 1 可 以 Jh， 二 寻 ， 为 未 知 数 而 得 方程 组 


枉 记 CI 0 站 全 0 0 .LN 品 心 国 

2 bs C2 0 2 0 fs 0 

0 日 时 (1.3.36) 
Cr-1 Di Cn 于 1 0 -i 


0 0 加 


这 里 w，2，c (= 二 2，…， 细 均 由 公式 ( 代 .3.33) 给 出 ,其 中 要 用 到 
加 一 刀 ， jj 一 户 
这 是 循环 型 的 三 对 角 线 带 状 和 矩阵 。 同 样 , 可 采用 消去 法 。 当 正 向 消去 % 一 工 步 后 得 到 等 价 于 
式 代 .3.36) 中 前 m 一 工 个 方程 的 方程 组 
hz 一 0 十 Si 十 您 ， 大 一， 2，…， 光一 荆 
比 式 (1.3.35) 多 出 一 项 sf,。 视 M。 为 参数 , 则 上 式 又 可 表 为 


hh 一 灵 有 ,十 中 天 一 有 一 工 ,一 2，…) 工 (1.3.37) 
系数 gr， 妈 以 及 加 全 分别 满足 正 反 递 推 关系 
从 00o 一 0， 一 0,， so 一 工 
对 于 存 一 ，2，…， 锡 一 工 
2x 一 ak9xz_1 十 引 
9xz 一 一 Cr/ Dr 
仿 一 (@ 一 Ga -i) VD 0 
8 一 一 CSK-H/ 人 
偷 灰 一 1，2 一 0 
对 于 用 一 % 一 于 0 一 2，…， 
困 一 dk 如 HL 十 吕 
2 一 GOEHLT 十 2 
参数 M, 则 可 用 方程 组 代 .3.36) 中 第 吨 个 方程 
chi 二 af TI 十 1 一 0 
来 定 , 即 
Ci 十 oa 十 Oo) 十 DA 一心 
因此 
= (gd 一 o 妇 一 CrO0 1) 7 (ce 碳 十 go 加 -十 Do) ( 代 .3.39) 


然后 用 式 代 .3.37) 计 算 MWx。 这 样 , 完整 的 计算 公式 依次 是 人 .3.38)，(1.3.39)，(1.3.37)。 


1.3.3 参数 表达 的 样 条 插值 


当 昌 线 的 函数 g=j(z) 有 奇异 性 时 , 用 自 变量 z 的 多 项 式 形式 的 样 条 插值 就 不 甚 适应 。 
但 是 ,应 该 注意 到 , 有 时 这 种 奇异 性 是 由 自 变 量 的 选取 所 引起 的 而 不 是 曲线 固有 的 。 例 如 单 
位 加 

022 十 色 一 工 
本 身 并 不 具有 任何 奇异 性 , 但 将 它 表 为 





4 下 z) 一 土 VIL- 妇 ， 一 1 息 xz 入 1 
则 首先 它 已 经 不 是 单 信 冰 雪 ， 而 且 在 = 士 处 有 导数 奇 点 9 一 土 co， 这 就 带 来 了 插值 处 理 
的 困难 。 一 般 当 然 是 可 以 解决 的 , 例如 在 插值 函数 中 引进 足以 反映 奇 点 行为 的 成 分 , 但 方法 
上 复杂 化 了 。 但 是 如 果 用 极 坐标 ”, 六 来 表达 , 则 友 为 
2 一 人 (0O) 三 工 
或 者 用 参数 表达 
人 
LO=sinDO 
就 可 以 避免 上 述 困难 。 为 了 面向 一 般 的 问题 ; 我 们 讨论 参数 表达 的 平面 曲线 ; 
2 一 2(a)，4 一 (oa) (1.3.40) 
特别 有 利 的 是 以 弧 长 作为 参数 c， 因 为 这 是 曲线 自身 的 内 在 坐标 。 
设 待 播 曲线 的 样 点 为 
信 一 (0 人) ， 4 一 0， 工 。…， 几 
由 于 攻 长 本 身 还 是 不 知道 的 , 因此 可 以 采用 “ 积 
累 艾 长 ”: 
命 s=0 
8 一 8 十 人 (0 一 0 2 十 ( 伏 - 一 久 7 
4 一 于，2，.…， 名 (1 .3.41) 
设想 以 积累 弦 长 * 为 自 变量 ， 于 是 两 个 函数 图 1.22 
zt9) 及 9y(9) 在 节点 s 一 ss 的 样 点 值 为 (图 1.22) 
0 (1.3.42) 
gs0=h 
在 区 间 s 委 s 科 s% 上 分 别 作 样 条 插值 函数 开 (s), 二 (s)， 即 得 过 点 插值 划 线 
了 (3) 一 ( 瑟 ( (人 s)) 
对 于 封闭 曲线 ， 则 命 (zo， yo) = (z，g) 而 采用 周期 性 边界 条 件 ( 图 工 . 23)。 例如 对 单位 圆 
好 十 多 一 [ 取 等 分 节点 (图 工 .24) 的 计算 结果 如 下 ; 








计算 所 得 半径 的 最 大 误差 
<<0.01 
扫 0.0C112 
<0.000165 











图 1.23 ， 图 1.34 
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这 个 方法 的 优点 是 , 它 采用 了 某 种 内 在 的 坐标 , 因而 不 依赖 于 曲线 的 形状 走向 。 它 不 仅 
对 于 封闭 曲线 ， 而 且 对 于 更 一 般 的 如 自 相 交 曲 线 ( 图 1.25) 也 适用 ， 因 此 有 很 大 的 通用 性 。 
通常 工程 绘图 用 的 曲线 板 廊 含 的 几何 信息 ,用 约 30 个 节点 值 就 足以 表达 。 这 个 方法 显然 很 


容易 推广 到 空间 曲线 
Y 一 入 (8) ，0 一 外 (3) ，2 一 28) 
的 插值 。 


1.3.4 样 条 插值 的 物理 背景 


样 条 揪 值 直接 导 源 于 生产 实践 , 它 有 明确 的 物理 背景 。 

以 一 些 集中 力作 用 于 张 紧 的 弦 线 , 则 相 邻 着 力 点 之 间 形 成 直线 , 仅 坡度 有 间断 。 因 此 勤 
过 一 些 样 点 的 张 紧 弦 线 , 就 自动 形成 了 折线 , 即 一 次 样 条 揪 值 木工 用 时 斗 墨 绳 ， 成 衣 工 人 用 
粉 袋 弹 线 以 进行 放样 ,就 是 这 个 原理 。 从 数学 上 看 , 在 小 变形 时 ,弹性 弦 的 平衡 方程 是 多 一 Yo 
4 一 4y(z) 为 弹性 变形 ; "一 9(z2) 为 载荷 分 布 。 当 载荷 为 作用 于 节点 zo, zc， …， 的 集中 力 时 ， 

gr =- 袜 v3G-m，5C 一 宫 
为 集中 于 点 z=m 的 “脉冲 函数 ”, 即 8 函数 ( 见 第 三 章 83.2) 。 于 是 
Wo) -~ 妆 0 (1.3.33) 

因此 , 在 相 邻 着 力 点 之 间 , ws<zs<zaa g(z) 三 0 即 9 为 一 次 多 项 式 。 在 着 力 点 z 一 上 哆 
为 脉冲 状 间 断 ， 即 Y 为 台 阶 状 间断 而 y 本 身 连续 。 因此 整体 地 y(z) 为 一 次 样 条 ， 即 折线 函 
数 。 

类 似 地 ,以 一 些 集 中 力作 用 弹性 薄 条 (可 以 看 成 弹性 梁 ,， 则 该 条 自动 弯曲 形成 光滑 的 则 


线 , 仅 在 着 力 点 有 三 阶 导数 的 间断 ， 而 坡度 、 曲 率 都 是 连续 的 。 这 是 因为 小 变形 时 的 弹性 梁 
的 平衡 方程 为 V4= 一 0 而 当 9 为 作用 于 节点 ze， 2 ,和 的 集中 力 时 , 则 成 为 


(2) -六 dB(x 一 2) ( 工 .3.499) 


与 式 (1.3.43) 相仿 ,只 是 左 端 二 阶 导数 代 成 四 阶 导数 。 这 时 , 在 相 邻 着 力 点 之 间 ws<vz<xzirn 
we(z) 反 0， 即 y 为 三 次 多 项 式 。 而 在 着 力 点 z 一 w 上 ，%) 为 脉冲 状 间断 ， 即 9%2) 为 台阶 状 
间断 ,ya)，ya， 9 就 都 连续 , 因此 y(z) 为 三 次 样 条 函数 。 在 实践 中 就 有 这 种 情况 , 如 用 木 条 
或 薄 钢 条 或 其 它 弹性 材料 做 “ 样 条 ”, 并 用 压 铁 压 住 , 以 强 使 它 通过 一 些 样 点 而 自动 形成 光 顺 
的 插值 曲线 。 机 械 工人 就 是 运用 这 一 科学 原理 来 进行 放样 的 。 数 学 上 的 样 条 插值 方法 正 是 
模拟 这 一 原理 而 发 展 起 来 的 。 全 了 

当 弹 性 体 达 到 弹性 平衡 时 , 应 变 能 必定 达到 极 小 , 反之 亦 然 , 这 就 是 所 谓 最 小 势能 原理 。 


在 小 变形 时 ,弹性 玫 和 梁 的 应 变 能 分 别 表 为 | (y)2az，| (wy )2az。 既然 一 次 及 三 次 样 条 


是 与 弦 及 梁 连 系 着 的 , 则 它们 也 必然 具有 相应 的 极 值 性 质 。 
可 以 证 明 , 在 区 间 we 和 z 和 cz, 上 ,在 一 切 满足 
而 (ol) 一 记 ， 1 一 0 1 (1.3.45) 


的 连续 函数 中 , 使 得 积分 | ”(Z"(z)) "az 达到 极 小 的 画 数 就 是 以 式 (1.3.45) 为 条 件 的 一 次 
样 条 (折线 ) 插值 函数 。 类 似 地 ,在 一 切 满足 式 (1.3.45) 并 且 具有 连续 一 阶 导数 的 函数 中 , 使 





分 | CP"(o))>az 达到 极 小 的 函数 就 是 在 式 (1.3.45) 连 同 边界 条 件 
丽 "(zo) 一 丽 '(c) =0 


下 的 三 次 样 条 搬 值 函数 。 在 这 个 意义 下 ， 三 次 样 条 插值 可 以 说 是 在 各 种 可 能 的 插值 中 使 
得 均 方 曲率 (曲率 一 9 (二 92- 二 久 ， 当 检 二 0 时 ) 为 最 小 即 在 一 定 意义 下 最 为 “ 光 顺 ”。 

样 条 揪 值 也 有 良好 的 收敛 性 。 关于 一 次 样 条 问题 已 由 式 (1.3.21) 说 明 。 关 于 三 次 样 
条 , 当 原 函数 jz) 足够 光滑 , 例如 ， 具 有 连续 的 四 阶 导 数 时 ， 则 可 以 证 明 , 当 最 长 间距 >0 
时 ,五 (oO 以 及 互 (人 轨 均 以 O( 罗 的 速度 一 致 收 伍 于 oO 及 户 (z) ,而 户 (以 OO 的 速度 一 
致 收敛 于 j 万 (wz)。 由 于 这 种 带 导数 的 一 ee 因此 三 次 样 条 播 值 也 可 
以 作为 数值 微分 的 工具 ( 见 江 . 约 。 


1.3.5 方法 比较 


样 条 插值 对 比 于 其 它 的 分 段 插值 的 主要 优点 是 , 保证 了 直到 二 阶 导数 的 连续 性 , 因此 光 
滑 庶 较 高 。 直 观 地 看 , 一 条 曲线 如 有 间断 或 坡度 的 间断 则 是 很 显眼 的 , 对 于 此 率 的 间断 则 要 
仔细 打量 后 才能 察觉 。 至 于 三 阶 导数 的 间断 , 则 肉眼 就 很 难 辩 认 了 。 样 条 插值 比 其 他 的 片 
段 插值 提高 了 光滑 度 , 因为 它 达到 了 二 阶 导 歼 连 续 , 仅 在 节点 处 有 三 阶 导数 的 间断 。 这 是 样 
条 插值 法 的 主要 优点 。 

前 面 介绍 的 那 兰 较 低 阶 的 片 有 插值 都 是 局 都 化 的 ， 即 每 个 节点 只 影响 到 附近 少数 所 个 
间 虑 , 从 而 带 来 了 计算 上 的 方便 ,可 以 步 进 地 进行 , 即 从 一 端 开始 按 显 式 一 步 一 步 地 插 过 去 。 
同时 也 带 来 了 内 在 的 高 度 稳定 性 。 

样 条 插值 则 不 是 局 部 化 的 ,每 个 节点 影响 到 全 局 。 
因此 计算 不 方便 。 它 是 隐 式 的 ， 即 需要 联 解 一 个 代数 
方程 , 在 样 点 数量 很 大 时 很 不 利 。 与 此 同时 , 稳定 性 也 
就 较 差 于 那些 局 部 化 的 方法 。 但 是 ， 样 条 节点 的 影响 
是 随 着 远离 该 点 而 衰退 的 ， 因 此 它 的 稳定 性 对 比 于 高 
次 多 项 式 插值 要 好 得 多 , 但 比 低 阶 片段 插值 为 差 。 但 是 
由 于 存在 着 误差 的 远 距 离 的 扩散 ， 使 得 样 条 持 值 也 会 
有 多余" 的 波动 ， 特 别 在 间距 不 均匀 以 及 其 它 一 些 特 
丈 场 合 更 为 显著 。 图 1.26 表示 一 个 不 利 的 情况 ， 样 0 
点 从 0 至 7 指数 状 单调 上 升 ， 从 点 7 起 取 常 值 。 样 条 插值 的 结果 在 点 7 至 8 之 间 出 现 不 合 
型 的 隆起 。 





8$14 数 值 微分 
` 设 给 定 了 某 个 变量 / 力 的 一 批 样 点 值 尹 = 让 (to) ， 广 = 太 二)，…， 譬如 说 某 移动 目标 的 
锡 测 值 , 要 求 据 此 推算 一 阶 `、 二 阶 导数 户 仿 ， 刀 的 在 各 个 时 刻 的 对 即 是 速度 、 加 速度 , 这 就 
是 数值 微分 的 问题 。 
.4.1 数值 微分 公式 


在 微 积分 里 , 微 商 是 极限 的 概念 
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记 太 
7 轩 -ma je 二 -1 um 7 四 -fc -and 人 到 7 人- 到 


jn”0 一 0 


显然 , 取 其 达到 极限 以 前 的 形式 就 得 到 微 商 的 差 商 近似 


玫 帮 
户 @JREH 朋 -fo) =- 了) 二 7 一 月 _7 (e+ 副 一 /Ce- 瑟 ) (1.4.2) 
天 宰 瑟 8 





从 几何 上 看 就 相当 于 用 绝 段 的 内 接 弦 的 斜率 代替 切 
线 的 斜率 (图 1.27)。 


用 节点 值 来 表示 时 : 
三 (om (1.4.3) 
二 -> ci) (二 .4.4) 


了 人) (1.4.5) 
1 人 
本 +113 一 可 (2 十 041 


从 几何 上 看 ， 弧 盘 的 内 接 弦 前 斜率 与 切线 斜率 的 





图 工 .27 平行 程度 在 中 点 优 于 两 端点 (图 1. 鸣 )。 也 可 以 分 别 在 

0i， 人 ta NT/3 0 与 微 商 之 差 
站 户 的 <0 全 (1.4.3); 
-|- 伴 疡 的 =00 (1.4.4)/ 
Ai2 en ES 3 7 
和 于 鸭 <0( 赔 (1.4.5) 

因此 , 用 两 点 差分 作为 其 中 点 处 的 导数 值 , 即 公式 

下 在- 在- om， 盏 -0( 风 (4.6) 
精度 最 好 , 它 提 高 了 一 阶 。 这 是 数值 微分 的 基本 公式 , 据 此 可 以 推出 绝 大 多 数 实用 的 数值 微 


分 公式 。 
对 于 等 距 节 点 ， 如 果 要 求 不 是 在 半点 上 而 是 在 整 点 上 的 导数 值 ， 则 可 以 按 基 本 公式 
(1.4.6) 求 出 mtye， isrl19 处 导数 值 后 再 线性 播 到 必得 - 


jaD = 于 (用 aa 才 ia = 计 (2 下 + )- 帮 宁 丰 也 -0() 


(1.4.7) 
事实 上 也 可 以 直接 从 基本 公式 人.4.6) 得 到 ,只 是 把 间距 扩大 一 们 。 
对 于 二 阶 导 数 则 有 

和 


jc 馆 ja 一 2 二 于 罗 生 本 有 > = 二 (fa 一 27+TFD， 五 =00) 


(1.4.8) 


Ooargi0R 本 ni 了 汪 en 和 类 二 间作 rr 罗 shamemmevec is rtte ren re 一 
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类 似 地 , 可 得 
Cos/ 忆 亏 (fos 一 31 二 3j 一 F)， 五 =0(02) (1.4.9) 


狐 的 = 二 (Js 一 4 十 6 大 一 4 十 Fa) ， 五 =O() (1.4.10) 


0 原则 上 先 作 相应 节点 的 插值 多 项 式 , 对 此 作 解 析 的 微分 ， 
即 可 得 到 所 需 点 的 各 阶 导数 值 。 设 有 一 列 节点 
< TI1< <0Hmr 
方 = 太 oh) 7 一 六 4 二 二 入 








作 mm 次 揪 值 多 项 式 
RO- 芝 故人 ， WO- 轩 生生 4 功 
于 是 在 点 “一 上 处 的 % 阶 (fn< 由 数值 答 商 即 差 商 公 趟 就 是 
HS 的 = 区 JP) (1.4.12) 
特别 当 私 一 m 时 
下 (2) 后 站 二 一 of (1.4.13) 
为 常数 , 因 得 和 阶 数值 微 商 公式 
Jo 的 = 着 ww 而 (1.4.14) 
这 时 , 不论 为 何 , 结 果 是 相同 的 , 但 以 & 取 在 节点 zw，…， zsm 的 中 点 时 比较 精确 ,于 是 
Ja = 芝 o 广 (4.15) 


当 杰 27 一 个 数 时 ,wa 一 ore 当即 一 29 十 1 一 奇数 时 ,me 一 rut3 了 解 为 "半点 "了 (ca 二 





iof1)o 
如 果 命 
wo 一 区 一 o ( 代 .4.16) 
则 有 ( 见 1.2.2 节 ) 
Oo (zi) 一 下 ( 必 一 和 2) - (1.4.17) 
天 学 必 
于 是 my 可 :以 表 为 
mi (.4.18) 
不 难 验证 ,在 等 间距 ws 一 ,s 天 时 
| (一 了 )m- 3 所 一 1 
Ci 一 7 -0g， DR (.4.19) 
因此 
全 志 宝 (- 力 ”O2 Fa 人 (1.4.20) 


当 放 一 贡 2， 3， 4 时 前 面 已 经 导出 。 
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1.4.2 数据 误差 对 于 微分 的 影响 
从 数值 微分 的 截 差 公式 看 来 , 间距 九 愈 小 , 精度 愈 高 。 但 是 在 实际 计算 时 问题 远 不 是 那 
样 简单 。 例 如 取 五 位 指数 函数 f(z) =e 表 ( 表 1.2) 包 , 用 中 心 差 商 刀 2 丰 :来 计算 六 GD， 


其 真 值 为 e=2.7183。 分别 取 =0.2, 0.1 及 0.01 的 结果 及 误差 列 在 表 工 .3。 可 以 看 到 ， 
当 刀 从 0.2 缩 小 到 0.1 时 确实 得 到 改进 ， 但 九 进一步 缩 至 0.01 时 ， 则 结果 反而 恶化 。 按 


击 (CFea 一 呈 二 7) 计算 户 (D) ( 真 值 也 是 e=2.7183) 时 ， 用 同样 三 种 步 长 的 结果 列 在 才 


1.4 其 情况 就 更 为 突出 。 当 太 从 0.1 缩 至 0.01 时 , 不 仅 没有 提高 精度 , 反而 把 有 效 数字 委 
光 , 连 最 高 位 数字 也 不 对 (参考 [四 ,第 五 章 )。 

















表 工 .2 表 1I.3 

红 人 GO= 区 误差 
0.00 1.0000 : 1.0 ， 3.1946 一 0.4736 

: ， 0.1 2.723 一 0.00 好 
0.90 2.4596 0.01 2.71 一 0.0083 
0.599 3.6912 表 了 工 .4 
1.00 2.7183 ， 
1.01 2.7456 大 四 一 有 (CQ 二 人 一 270D) 十 7 一条 ) 

1.0 2.93525 0.2342 
1.10 3.0042 0.1 2.72 0.0017 
2.00 7.3891 0.01 2 一 0.7183 


问题 的 根源 在 于 , 截断 误差 只 是 计算 误差 的 一 个 部 分 , 另 一 个 部 分 是 由 原始 数据 的 误差 
带 来 的 。 原始 数据 含有 售 入 误差 或 其 它 来 源 的 误差 是 不 可 避免 的 ,而 差 商 的 运算 恰恰 对 此 
特别 敏感 , 它 随 太 的 缩小 而 增 大 , 即 具 有 不 稳定 性 。 例 如 , 各 个 样 点 数据 的 最 大 误差 为 。， 而 


且 由 于 随机 性 在 相 邻 点 可 以 反 号 ， 从 而 对 于 差 商业- 二 Xi-: 带 来 的 误差 在 不 利 的 情况 下 就 


达到 -2 = . 花 。 因 此 ,误差 随 矿 的 缩小 而 被 放大 。 对 于 二 阶 差 商 a 一 下 二 jc: 则 带 


来 误 莽 -二 5 二 22 ~ 将 ， 正 如 已 经 看 到 的 , 误 卷 放大 更 其 。 为 了 对 比 ， 可 看 看 下 述 情况 





在 数值 积分 时 ， 例 如 | jan<j[ 思 十 户 十 …]， 其 个 别 节 点 误 卷 。 的 影响 为 秃 .e， 这 说 明 其 影 


响 被 缩小 了 , 因此 是 稳定 的 。 因 为 微分 计算 误差 是 截断 误差 和 数据 误差 两 项 的 迭 加 , 当 步 长 
缩减 时 前 者 减 小 , 后 者 增 大 , 因此 , 要 缩小 误差 的 影响 ， 并 不 是 一 味 缩小 步 长 所 能 奏效 的 ， 这 
里 有 一 个 最 优 步 长 选取 的 问题 。 
我 们 将 对 数值 微 商 中 数据 误差 (主要 考虑 含 和 人 误差) 和 截断 误差 与 步 长 之 间 的 关系 作 初 
. 步 的 分 析 , 并 试图 估计 最 优 步 长 。 命 真 值 fc 一 户 户 (co = 六， 疡 (o 一 Fi 并 命 户 为 太 带 
有 合 入 的 实际 表达 值 。 对 于 含 入 , 最 好 用 相对 误差 来 表示 , 因此 将 妨 表 为 
上 = 六 (1L+00 一 户 二 0 (1.4.21) 
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设 相对 误差 的 界限 为 5，|8| <8。 当 取 * 位 有 效 数字 ( 即 字 长 取 * 位 ) 时 510。 命 2 表 
示 jj | 在 有 关 区 段 上 的 上 界 ，|j 科 Wo | | 入 Wor 
数值 微 商 实 际 上 是 对 广 进行 的 。 以 一 阶 中 心 差 离 为 例 , 总 的 误差 是 


As 一 户 - 一 方 [ 志 (isi 一 广 -1) -及 | 十 [过 (sai0lsr 一 0) ( 工 .4.22) 
右 端 两 项 分 别 就 是 截断 和 含 入 误差 。 对 于 裁 差 ,利用 香 次 展开 得 到 
| 过 Ca 一 7 二 放 | 这 和 灵 的 < 2 = 囊 ( 肌 
ee 
( 记 sa8， i4 了 一 Ja16， 二 < 误 元 《| ai 一 | 六 -0 |) 2 -二 af。 3 三 各 一 五 (办 











志 专 
于 是 


疡 (7 一 及 D- 玫 二 全 + - 丽 作 + 愉 -五 凡人 .4.29) 


右 端 五 (多 虽 只 是 误差 的 上 界 , 但 由 于 售 入 误差 在 数值 上 和 符号 上 的 随机 人 性， 这 个 界 眼 是 可 
以 达到 的 。 因 此 ,函数 五 ( 刀 基 本 上 能 反映 误差 的 规律 性 。 当 j>0 时 ,五 ( 科 一 ce， 其 舍 入 
误差 为 主导 ; 当 j>coe 时 五 ( 仿 一 co， 其 截断 误 善 为 主导 ; 在 0~ ce 中 间 ， 环 (入 有 一 个 极 小 


点 有 和 er。 为 此 只 需 解 方程 一 已 几 瑟 和 5 -0, 从 而 得 到 


训 ( 束 ) se oo (4.2 


当 步 长 九 取 为 大 时 ,数值 微 商 的 误差 为 最 小 , 如 取 有 < je 由 则 由 于 含 入 的 影响 而 误差 反面 增 
大 , 因此 入 可 以 作为 步 长 选取 的 下 界 。 
ee 类 似 可 以 得 到 估计 式 





高 (天 一 嘎 + 站 -及 二 委 拓 十 的 全 一 玖 内 十 本 (内 一 五 内 (4.5 
/148Mo 二， 
7 -( 人 (2 ) 020(9 和 (4.4.26) 


再 回 到 前 面 举 的 实例 。 对 表 1.2 取 五 位 数字 , 末 位 上 有 含 入 , 故 6=~10-5 太 = 儿 = 太 = 
… 一 6 故 可 取 Wo/ Na = 一 oa=I1。 根据 式 代 .4.24) 和 (.4.26) 可 以 估 贡 

一 阶 差 商 : 和 re 之 3810- 了 0.07 

二 阶 差 商 : jer 人 (48) 科 0 一 0. 匡 
与 表 工 .3、 表 二 .4 的 实况 相近 。 

另 一 个 较为 直观 的 方法 , 是 认为 截断 误差 五; 与 售 入 误差 五 * 达到 相同 量 级 

忆 : (7 己 五 s( 用 ) 

时 给 出 最 优 的 即 临 界 步 长 巡 。 据 此 , 对 于 二 阶 中 心 差 商 而 言 ,得 结果 与 式 亿 .4.24) 同 ; 对 一 
阶 中 心 差 商 而 言 , 则 得 





其 结果 与 民 .4.26) 基 本 一 致 。 





宝 


微分 和 积分 运算 在 稳定 性 上 的 原则 差别 ; 从 下 面 的 解析 例子 (参考 [的 第 二 章 ) 可 以 更 
清楚 地 看 到 。 
设 f( 四 在 图 二 .28 中 是 实 线 ，: 迭 加 了 初始 误差 后 ， 在 图 中 如 虚线 所 示 。 其 积分 9 (z) 一 


| GDaz 及 微分 户 (分 别 如 图 1.29 及 图 1.30 所 示 。 其 中 , 实 线 表 示 本 来 的 函数 ,虚线 表 


示 迭 加 了 误差 的 结果 。 
可 以 见 到 , 初始 的 误差 在 积分 过 程 中 基本 上 上 被 “吸收 ”, 而 在 微分 过 程 中 被 恶性 放大 。 


jx) 
9(x) 











图 1.28 图 1.29 


在 上 面 所 举 的 微分 计算 实例 中 , 原始 数据 是 数学 函数 表 , 只 有 含 入 误差 , 而 且 被 控制 在 
第 五 位 。 这 还 是 比较 有 利 的 情况 。 在 一 般 的 情况 下 , 特别 当初 始 数据 是 从 实验 得 来 时 ,数据 
误差 达到 更 高 的 基准 ， 数 值 微分 也 就 更 困难 。 
由 于 数值 微分 的 不 可 靠 性 , 因此 , 一 个 处 理 原则 
是 尽 可 能 地 避免 它 。 例如 ,， 杆 件 的 弹性 纵 振动 
可 以 表 为 下 列 二 阶 导数 波动 方程 

10 共 二 WOrz 
式 中 必 为 弹性 位 移 ae 为 应 力 。 数 值 解 出 波动 
方程 , 得 出 在 离散 节点 上 的 w。 为 了 求 应 力 如 ，， 
则 需 进行 数值 微分 。 也 可 以 改变 问题 提 法 ， 例 
如 引进 函数 《一 ,2 一 i， 而 得 含 一 阶 导 数 的 
波动 方程 组 








| 一 罗 
图 1 30 1 
直接 解 出 在 节点 上 的 这 就 是 所 要 求 的 应 力 , 而 无 需 作 数值 微分 。 这 在 相当 的 计算 代价 下 
可 以 得 到 更 为 可 靠 的 结果 。 

当 离散 数据 来 自 实 验 或 观测 时 ,不 可 避免 含有 随机 性 误差 , 并 服从 一 定 的 概率 分 布 。 这 
时 数值 微分 的 处 理 原则 是 , 应 该 考虑 到 数据 的 整体 ， 即 必须 经 过 平滑 化 以 滤 去 随机 性 误差， 
然后 在 这 个 基础 上 进行 微分 。 一 个 处 理 方法 是 , 先 用 最 小 二 -乘法 拟 合 一 个 较 低 次 的 逼近 多 
项 式 (网 二 光 多 ,然后 对 此 微分 。 

此 外 , 样 条 插值 也 可 以 作为 数值 微分 的 “工具 ”这 是 因为 ， 样 条 插值 除了 函数 的 收敛 性 
( 当 步 长 缩小 时 ) 外 , 还 保证 导数 的 收敛 性 , 并 且 这 种 插值 在 每 一 点 的 值 还 用 到 了 数据 的 整体 





的 , 含有 平滑 化 的 因素 。 为 了 求 微分 ,可 以 先 作 样 条 插值 (32.2)， 然 后 按 公 式 \1.3.24) 给 出 
导数 值 。 对 于 二 阶 导数 , 则 可 以 先 通过 样 条 插值 取得 一 阶 导数 , 然后 对 此 一 阶 导数 作 样 条 揪 
值 , 再 取 其 一 阶 导数 作为 原 函 数 的 二 阶 导数 。 


$ 1.5 一 般 样 条 和 基 样 条 


上 面 看 到 ， 分 段 多 项 式 由 于 它 的 灵活 性 和 稳定 性 ， 用 处 很 大 。 当 分 段 多 项 式 每 段 次 数 
sp， 在 分 段 点 即 节点 上 直至 2 一 工 阶 导数 连续 时 叫做 2 次 样 条 , 这 时 也 阶 导数 可 能 有 间断 。 
零 次 样 条 是 指 分 段 为 常数 的 函数 ,函数 本 身 可 能 有 间断 。 这 就 是 .3. 工 节 中 的 分 段 零 次 插 
值 , 即 台阶 状 函 数 。 在 1.3.1 节 中 的 分 段 线性 捅 值 即 折线 状 函数 便 是 一 次 样 条 。 对 这 两 种 
情况 给 出 一 些 特定 的 样 条 作为 基 函 数 mw(2)， 使 得 同 次 的 样 条 都 可 以 表 为 它们 的 线性 组 合 
2wg:(c)。 在 计 .3.1 中 所 述 的 分 段 二 次 多 项 式 ,在 节点 上 函数 连续 , 一 阶 导数 有 间断 , 按照 
这 里 的 意义 不 是 严格 的 二 次 样 条 。 在 81.3.2 中 给 出 了 三 次 样 条 的 播 值 法 ， 但 没有 给 出 基 
函数 的 表达 式 。 本 节 中 将 讨论 一 般 的 汪 次 样 条 , 并 给 出 几 种 基 函 数 的 表达 方式 , 使 得 一 般 样 
条 可 以 用 基 样 条 为 “元 件 ” 装 配 "起 来 。 这 对 于 揪 值 和 拟 合 都 是 有 利 的 。- 


1.5.1 一 些 简单 的 样 条 函 数 


样 条 函数 的 特点 是 光滑 和 灵活 。 2 次 样 条 直至 2 一 工 阶 导 数 连 续 ， 这 保证 了 它 的 光滑 
性 ; 而 2 阶 导 数 的 间断 则 使 样 条 有 了 转折 自如 的 灵活 性 。 一 般 的 2 次 多 项 式 也 是 一 种 2 次 
样 条 。 但 其 2 阶 导数 连续 (是 常数 )， 因 此 它 还 只 是 名 义 上 的 样 条 。 把 2 次 宪 妇 切 去 z<0 
的 半 枝 得 到 所 谓 “ 截断 窜 ” 
o | 0,，z<0 
| 2p，2>0 
这 种 手术 在 原点 2 一 0 造成 了 阶 导 数 间 断 , 但 仍 保持 其 下 各 阶 导 数 连续 ,这 就 得 到 最 简单 的 
“真正 ?的 2 次 样 条 。 


(1.5.1) 


零 次 截断 寡 就 是 单位 台阶 函数 
0, 2<0 
4 一 1 
! 工 ,和 >0 
在 z 一 0 处 间断 , 牙 值 @@ 为 1。 一 次 截断 竺 
和 j ， | 0, z<0 
加 0 z>0” 人 -| | 


函数 连续 , 导数 在 z= 一 0 处 间断 , 牙 值 为 1 一 般 地 ， 
(8) 一 Po， (0) ”一 玉 ( 人 一 了 全 (23) 可 因 一 人 1 人 (23) 9 一 人 2 
故 到 直至 2 一 工 阶 导数 连续 ，2 阶 导数 在 z=0 处 间断 ,， 牙 值 为 B!。2=0, 1, 2, 3 的 曲线 见 
图 1.31 的 上 列 。 
类 似 地 , 也 可 以 把 2 次 赛 妇 的 在 <<0 的 半 枝 翻 个 身 , 得 到 所 谓 “ 反 转 每 ” 
， 「 一 oz 2<0 了 _1lzl?sign wz, 2 一 侦 数 
| 2>0 | sgnc- ls 2 一 奇数 


全 当 函 数 ,yc) 在 一 2 处 间断 时 , 该 点 的 跃 值 是 指 从 左 和 从 右 极限 值 的 差 数 7(a+0) 一 7(a-0) , 也 记 作 [ 刀 -=-。。 当 
函数 在 该 点 连续 时 , 跃 值 为 0。 


(1.5.2) 








x 


2 x3 
| E 开 7 
0 0 0 


X25ignx 


人 
区 革 
1 人 0 


图 1.31 


这 种 手术 也 在 原点 “=0 造成 2 阶 导 数 间 中 而 保持 其 下 各 阶 导 数 的 连续 性 , 这 也 是 真正 的 了 
次 样 条 。 零 次 反 转 震 就 是 符号 函数 





民 Z<<0 
0 一 Sign 纪 一 
.| 十 1,，Z>0 


函数 在 z=0 处 间断 , 跃 值 为 2。 一 次 反 转 医 就 是 绝对 值 
一 2，0<0 


--1 z<0 
2 


T 工 Z>>0 
函数 连续 , 导数 在 “= 0 处 间断 , 跃 值 为 2。-- 般 地 . 
(人 一 Do， (0 一作 ( 帮 一 二 侣 人 (2 一 Do (2 一 有 2 
好 直至 D 一 I 阶 导数 连续 , p 阶 导数 在 ==-0 处 间断 ， 跃 值 为 2p!1, pD 一 0, 1, 2,， 3 的 曲线 见 图 
1.31 的 下 列 。 
不 难 验 证 
旭 一 于 人 o 十 o) (1.5.3) 
妇 一 28 十 (一 1)2( 一 交 ) 下 (1.5.4) 
样 条 函数 经 过 一 些 初等 变换 后 仍 保持 为 拌 条 。 例如 , 设 F(z) 为 六 次 样 条 , 节点 为 mo 
mm， …, 将 了 (z) 平 移 一 个 距离 a 得 函数 f(z--o)， 则 后 者 显然 还 是 了 次 样 条 ， 其 节点 移 至 
zo 十 @, 四 十 o, …。 如 对 (zc) 作 尺度 变换 而 变 为 了 (oz)， 则 它 也 是 次 样 条 ， 但 节点 变 为 


志 ， 志 ,…。 设 gz) 是 另 一 个 卫 次 样 条 ，o 为 常数 ， 则 线性 组 合 cf (z) 十 6g (z) 也 是 刀 


Q 
次 样 条 ， 其 节点 为 fo) 的 节点 加 上 9(o) 的 记 点 。 卫 次 样 条 j( 思 的 导数 刀 ( 四 是 2 一 次 样 
条 , 节点 相同 。 利用 这 些 性 质 可 以 从 一 些 最 简单 的 样 条 如 截断 宕 或 反 转 雪 出 发 构成 一 系列 
新 的 样 条 。 特 别 是 从 和 截断 宕 或 反 转 确 通 过 差分 构造 出 具有 紧凑 特点 的 所 谓 山 丘 形 样 
条 。 
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定义 一 阶 差 分 本 
do) - 广 (c 二 可 可 )- j (zc 一) (1.5.5) 
它 是 把 函数 f(z) 左 、 右 移 亏 再 相 减 而 成 的 。 显然 ， 当 jw) 为 了 次 样 条 时 ， 沾 fc) 也 是 史 次 
样 条 , 不 过 节点 有 所 不 同 。 
取 0 次 截断 寡人 好 的 一 阶 差 分 ， 





工 
L1 一 Tu 


这 是 矩形 的 台阶 状 函 数 (1.3. 节 )， 是 0 次 样 条 ,节点 在 “一 土豆 。 注 意 ; 它 在 区 朵 (一 去 
部) 以 外 恒 为 0, 见 图 1.32 上 列 。 也 可 以 取 0 次 反 转 徘 必 =signz 的 一 阶 关 分 ， 其 时 站 
相同 ， 


| (-D-(-D-o zs<- 瑟 


mt-sign (zc+ 于 )- -sign(z- 吉 )- 4 工 一 (一 1) 一 2， -于 <z< 亏 
二 工 
人 到 < 
因此 


工 


dx4. 一 豆 dx 一 了 disignz 


对 工 次 截断 宕 好 作 二 阶 差分 , 后 者 定义 为 
何人 四 -人 4) -下 (7(o+ 订 ) 一 Hz- 到 )-… 


2 2 
-jz+HT 一 2 人 二 Fa- 
于 是 
0 一 2.0 十 0=0， 2Z 委 一 二 
2 十 1 一 2.0 十 0=T+z， 一 1 和 z 和 0 
小 ol 一 (Z 士 切 + 一 204 十 (z 一 了 + 一 2 二 IT 一 20 上 0= 工 一 0， 0 委 z 扩 1 
Z 十 1 一 20 十 Z 一 = 一 0， 工 和 xz 
也 不 难 验证 


1 I 
4z+ 一 于 人 mr 一 可 d42|z| 


这 是 三 角形 的 折线 函数 (1.3. 工 节 ) 是 一 次 样 条 , 节点 在 2=0, 士 十 它 在 区 间 ( 一 也 二 以 外 
恒 为 0。 
对 二 次 截断 医 好 或 必 作 三 阶 差 分 
4jo 一 下 (47GD)) 一 下 (1zT 蕊 一 27(G) +FCC+ID) 一 


-Cr 二 


2 
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可 以 得 到 


0， Zs -- 立 
人 人 让 (- 和 -计生 
0， 写 <z 
ee dx 一 也 dazasign 2 
这 是 二 次 样 条 , 节 皮 在 5= 土豆 , 土 二 ， 它 在 区 间 (一 这 ， 习 ) 以 外 便 为 0。 


对 三 次 截断 寡人 妈 或 驹 人 
4 人 0 一 个 (1 (0) 一 人 kf (e+) 一 一 3 (e+ 于 )+3 (c- 可 )--/ (e- 吉 ))-… 
一 了 zz 十 2) 一 4f(z 二 HT 十 6f(z) 一 4F(z 一 1 十 Fc+2) 





则 有 
0， 2 委 一 2 
(2 十 7)3， 一 2 入 zZ 委 一 工 
(2 二 2z)3 一 4 和 (十 7)38， 一 TI<xzs 和 0 


一 (2 十 2)3 一 季 (2 十 了 3 十 6z3 一 和 (一 症 3 一 2)3 一 
(Z 十 幼 + 一 和 2 十 巧 + 十 6 寻 一 和 (一 芒 计 十 (Z 一 2 于 1]@ as_4aas 0<z<1l 


| (2 一 c)a， 1<z<2 
0， 2 和 2 
4 中 -于 4- 
文 是 三 次 样 条 , 节点 在 w%=0， 士 1,， 士 2, 它 在 区 闻 (一 2，2) 以 外 人 恒 为 0。 
以 上 四 个 样 条 人 xz4，4 04， 4 ov 4x+ 的 共同 特点 是 具有 紧凑 性 , 即 在 有 界 的 区 间 以 外 
恒 为 0。 此 外 , 它们 在 不 等 于 0 之 处 都 取 正 值 , 中 有 高 峰 ， es 成 对 称 的 出 


丘 形 状 ,这 里 ,不 护 称 之 为 山 丘 形 样 条 。 4o3，4o4， 村 43， 车 44 的 井 线 形状 见 图 


1.32。 
以 上 结果 显然 可 以 推广 到 一 般 的 呈 次 。 为 此 ， 这 地 定义 ml 阶 盖 分 
dj) 下 04))mm2 3,， 


工 
5 


企 |Zls 


不 难 验 证 

人 rr- 遇 CWcry 人生 - 六 GT 
取 岂 的 2 十 工 阶 盖 分 
htm= 匀 (一 TO8H (e+2 二 -要 (1.5.6) 
2<4 的 情况 一 一 也 是 实用 上 最 重要 的 情况 一 一 上 面 已 经 有 了 。 这 是 少 次 山 丘 形 样 条 ,节点 
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Alxo 1 4 


“1 0 工 





Asxs 
21 
3 
4 
2 区 
2 ”人 
1.33 
5 一 2 一 | (1.5.7) 


当 允 为 偶数 时 , 节点 是 “半点 ”2 为 奇数 时 ,节点 为 整 点 , 都 是 等 间距 的 ,间距 为 1。 可 以 证 
明 
=0 当 |z|> 2 
人 洗 0 1.5.8 

|>o 当 lol<2 工 
峰 点 在 < 一 0, 对 称 地 向 两 端 单调 递 降 至 0。 当 也 增 大 时 ， 愈 来 愈 光 顺 “基底 " 愈 来 愈 宽 。 这 
从 图 工 .32 也 可 以 看 出 。 

工 

2 


截断 圭 中 ， 或 反 转 朝 好 ， 或 其 差分 即 山 丘 形 样 条 ora 三 于 个 ce 可 以 作为 了 次 样 


条 的 基 , 这 就 是 说 ,任意 忆 次 样 条 都 可 以 表 为 这 些 特 殊 样 条 及 其 位 移 的 线性 组 合 。 特 别 重要 
的 是 出 丘 形 样 条 ， 它 们 具有 紧 姿 性 和 计算 稳定 的 优点 (1.3. 江 节 )。 以 上 有 关 事实 的 论证 及 
其 对 于 不 等 间距 的 推广 见 1.8.2 节 。 关于 等 间距 出 丘 形 样 条 的 性 质 还 可 会 考 第 四 章 84.3， 


那里 函数 六 4ptao 记 为 Mta(z)。 


.5.2 分 节 区 间 上 的 一 般 样 条 


在 z 轴 上 取 节 点 

加 < 上 < < 必 轴 -1 必 加 (1.5.9) 

分 节 区 间 [io, 息 …， 上 的 汪 次 样 条 ， 是 指 在 各 段 [如 幻 ，…，[ 志 -雪上 分 别 为 次 数 <2 

的 多 项 式 ， 它 在 内 节点 如 …， 如 :上 直至 2 一 工 阶 导数 连续 。 这 种 了 次 样 条 组 成 一 个 函数 

类 , 记 作 Bo[i, 去 …,， 缮 , 简 记 作 8。ASoe 就 是 分 段 常 数 的 函数 类 。 [所 …， 志 有 个 分 

段 ,每 个 分 段 上 刀 次 多 项 式 有 2 十 1 个 系数 ,共有 "2 二 力 个 系数 。 它们 不 是 互相 独立 的 ， 在 
每 个 内 节点 要 满足 2 个 连续 条 件 





30 
太 ( 丰 一 0) 一 让 ( 丰 十 0) (不 一 0) 一 六 ( 友 十 0) 79( 丰 一 0) 一人 ( 友 十 0) 
1 一 2 mi 一 工 (1.5.10) 
共计 (一 蕊 p 个 条 什 , 这 些 条 件 都 是 互相 独立 的 , 因此 8$* 内 的 函数 的 自由 度 是 
% (7 十 二 ) 一 (多 一 卫 作 一 多 十 力 
这 就 是 说 , 需要 ”二 2 个 条 件 才能 唯一 决定 [如 , 二 ，…， 纪 上 的 一 个 卫 次 样 条 。 
对 2=0, 1 8 的 情况 ,事实 上 在 半 .3 中 已 经 讨论 过 了 。 


当 了 =-0 时 ,需要 ” 个 条 件 ,例如 取 了 在 半点 夫 3 一 豆 全 十 的 值 记 ,3 6 一 0， 卫 
nm 一 1。 当 2 一 工时 需要 w+I 个 条 件 ， 例 如 取 整 点 二 的 函数 值 户 5-0, 1 ,me 当 pS 
时 ,nm 十 3 个 条 件 可 取 为 疡 让 0, 了 …， 以 及 已 ,及 或 者 天天。 

对 于 一 般 的 2 一 29 十 1 一 奇数 ,需要 w+D=m% 二 IT 十 29 个 条 件 ,可 以 取 户 , 户 , … 户 以 及 
两 端 各 4 个 “边界 条 件 ”， 如 及，…， 拘 ， 儿 JP。 对 于 0 一 29 一 偶数 ,需要 n+D-n 二 2 
个 条 件 。 它们 可 以 取 ， 例 如 个 半点 值 户 ， 户 3， …， 刻 -] 以 及 两 端 各 9 个 边界 条 件 


及 天 7 也 可 以 取 并 个 整 点 值 疡 3; 记 以 及 天， 7 用 Fe 
(或 用 7 加 …， Je)。 不 过 , 稍为 别扭 些 。 
截断 寡人 一 0，1，…， 由 
{0， 了 < 丰 
co eay 2 
显然 是 [to, 二， …， 雪上 的 了 次 样 条 , 即 属于 So 其 靖 阶 导数 在 “= 上 处 间断 , 妈 值 为 p!。 注 
意 ; (z 一 如 3 在 [zy 妇 上 全 为 0, 不 起 作用 。 此 外 ,1 2z，…，22 当然 也 是 了 次 样 条 , 属于 S。 
不 难看 到 ,在 [to, 加 …， 妇 上 的 任意 的 了 次 样 条 jz) 可 以 唯一 地 表 为 


(1.5.11) 


及 一 工 
j 四 = 人 ae 一句 计 加 Bot。 tosast (4.5.13) 

因此 , “十 交 个 函数 
(一 切 ) 了 3 2 (2 一 如-1， 于 ，2， ””， 2 (1.5.13) 


构成 8[to 三， …， 妇 的 基 。 
为 了 证 明 , 任 取 ES 依次 在 内 节点 z 一 加 …， 加 -: 取 其 刀 阶 导 数 的 路 值得 [7]。-s， 
的 [Leo 作 函 数 


gG) -7 一 号 mtz 一 切 ma- 末 [Jo 4 一 了 | (5.]1) 


氏 


显然 ，g(z) 与 jz) 一 样 ， 也 是 [to, 加 …， 刀 上 的 了 次 样 条 ， 即 g (z) 为 分 段 了 次 多 项 式 ,而 
9 9 …，g9- 在 分 点 四 …， 加 -1 连续 。 试 在 分 点 z 一 如 取 ge) 的 路 值 。 由 于 (一 妃 ? 的 2 
阶 导数 在 < 一 所 处 的 跃 值 为 p!1， 而 其 它 (z 一 巧 3，…，( 人 一 多 0 的 2 阶 导数 在 “= 搓 处 连 
续 , 跃 值 为 0， 因此 

[9 一 [Fo 站 2 一 aa21 一 0a"0 一 … 一 an-i*"0 一 0 
”类似 地 可 知 [g@]s-a 一 … 一 [go 一 0 因此 ,go9) 在 分 点 妃 …, 加 -1 连续 。 由 于 g() 为 
分 段 了 次 多 项 式 并 且 直 到 2 阶 导数 为 连续 ， 因 此 它 在 [fo, 二 …, 如上 是 “真正 ”的 了 次 多 项 


式 ， 故 必 可 表 为 9 人 = 六 per 连 系 到 式 (1.5.14) 可 知 ， 表 达 式 (4.5.12) 戌 立 。 至 于 崔 一 
性 , 假如 除 式 (1.5.12) 外 f(z) 还 可 表 为 





7 四- 呈 wCc- 避 3 六 Br 
两 式 相 减 
0= 训 (一 q) (一 03+ 鸭 (8t 一 Bo， sa 


依次 在 分 点 “一 志 …， 加 -1 计算 上 式 两 端的 2 阶 导 数 的 牙 值 , 由 与 上 述 相同 的 推理 , 并 考虑 
到 2 的 色 阶 导数 恒 连 续 ， 可 以 得 到 0 一 i 一 o， 人 0 一 -1 一 ao-D 因此 


0= 立 (8 一 Do tosast 
因此 B 一 扰 一 0, …， 一 励 =-0, 唯一 性 得 证 , 并 且 系数 m 必 为 
“= 南 Uol+O -foG-9]4- ar1 


上 述 卫 次 样 条 的 基 人 .5.13) 含 有 两 种 成 分 (z 一 切 # 和 邓 , 形式 上 不 统一 ,但 可 以 把 它们 
统一 起 来 。 为 此 , 引进 “界外 ”的 节点 


<< 轩 1< 加 ， 页 反 页 41 必 页 349< ( 工 .5.15) 
除了 这 个 条 件 外 , 其 它 为 任意 , 但 一 次 取 定 。 考 虑 wm 二?p 个 样 条 
二 (1.5.16) 


当 ? 一 一 D， 一 2 十 二 0 时，(z 一 妇 4 在 区 间 [ti, 二 ，…， 妇 实质 上 就 是 “真正 ?的 多 项 式 
(Z 一 说 2。 不 难 证 明 ， 它们 在 [z， 妨 ， 人 纪 上 是 互相 独立 的 。 因此 多 项 式 > pz 可 以 唯一 
地 表 为 它们 的 线性 组 合 。 因 此 式 人 .5.16) 也 构成 Su[i 二 …, 雪 的 基 。 

相同 的 道理 ，Sp[zo, 六 …， 缮 的 基 也 可 以 取 “ 反 转 寡 ”的 形式 , 从 而 得 出 类 似 于 (1.5.13) 
的 形式 
- (2 一 在) 划一 四 ) 有 0 (Z 一 机) 时 工 w，.…，22 (1.5.17) 
或 类 似 于 (1.5.16) 的 形式 

(Z 一 胡 虽 4 一 一 0， 一 人 0 十 1 ，0，…, 网 一 工 ( 革 .5.18) 
1.5.3 山 丘 形 基 样 条 


在 .3. 工 节 中 片段 零 次 插值 的 基 函 数 是 矩形 函数 , 片段 线性 插值 的 基 函 数 是 三 角形 的 。 
零 次 样 条 





0，7Z 一 翅 
(2) -| 二 <z<NT (一 0， 1，…，m% 一 了 (1.5.19)》 
0， 丰 1 
构成 So[to, 二 …， 坷 的 基 。 一 次 样 条 
0， Z< 委 上 -1 
化 一 如 1 
下 在-1 委 人 纱 魏 和 而 
Nu(z) 一 人 G 一 0，1，…， 似 ) (1.5.20)》 
扯 和 ，e<e<tn 
0， 1 


构成 [加 ， 娘 ， ”5 如 ] 的 基 。 


Treoggrg 人 7 :Re 全 4990 on ear Viriiseerr Arerai mree 
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这 两 种 样 条 的 重要 特征 在 于 ， 它 们 都 是 紧凑 函数 ( 见 叶 .3), 即 在 少数 几 个 节 距 以 外 恒 
为 零 。 因 此 ,数据 误差 只 影响 到 很 局 部 的 范围 ， 基 本 上 不 扩散 ， 不 放大 , 具有 计算 稳定 的 优 
点 。 反 之 , 样 条 (一 要 ?和 (z 一 妇 ? 不 为 零 的 范围 是 (ico) 和 (一 co，co) ,都 是 无 限 的 ,它们 
都 不 是 紧凑 函数 , 数据 误差 按 了 次 寡 传 播 到 无 穷 远 , 有 一 定 的 不 稳定 性 , 它 不 利于 数值 计算 。 
在 1.5.1 节 中 ， 用 差分 的 方法 从 地 或 刀 构 造 了 紧凑 的 山 丘 形 样 条 。 显然 可 以 推广 到 目前 
的 场合 , 只 需 把 等 距 差分 改 为 不 等 距 差 商 ， 就 可 以 从 (z 一 切 ? 或 (z 一 名 ?构造 出 紧凑 的 基 样 
条 来 , 包括 作为 特例 的 my 和 和 


零 次 样 条 ， 作 (2 一 Re 阶 差 商 





各 一 一 二 二 [(z 一 姑 切 + 一 (2 一 名 归 一 寺 二 [一 要 一 (一 妈 D9 
一 Be(z 一 志 了 十 Bai(Z 一 丰 划 4 (1.5.21) 
二 二 二、 1: 
8 人 At 一 
不 难 验证 
0， V< 直 
_ 工 

册 os(z) 一 元， 丰 <2 必 有 1 二 人 4 (z) (人 (4.5.22) 

0， 丰 H1< 仑 


这 里 的 所 谓 差 商 ， 实质 上 是 取 两 个 变量 2, 才 的 函数 (z 一 芒 4, 对 变量 上 取 节 点 夺 如 如 的 善 
商 。 取 反 号 只 是 为 了 保证 结果 得 正 值 。 
一 次 样 条 : 作 (& 一 幻 + 的 二 阶 差 商 
吕 02) 一 Bi(Z 一 起 1)+ 十 Be 一 坷 + 十 Ba 一 寻 切 + (4.5.23) 
2 2 2 
(1 一世 (-1 一 如 1 ” 人 (在 一 在 (在 一 在 “ 人 (ia 一直 1 (一 友 
不 难 验证 ， 





<_1 
2 四-T 委 和 < 安 妈 

人 ， 一 二 N(z) (4.5.24) 
CC cn| ct 

ts 


了 次 样 条 : 对 于 一 般 的 2=0， 了 二 2， … 取 两 个 变量 化 一 志 的 函数 (z 一 芒 ?， 作对 于 变量 引 
以 绾 如 寻 5 …，esi 为 节点 的 2 十 工 阶 差 商 ( 当 2 为 偶数 时 约定 取 反 号 ， 以 保证 结果 得 正 
信 ) 

寻 p1 
yoe(z) 一 名 Br(z 一 切 邓 (1.5.25) 
此 处 了 
pw 一 (一 防 红 42 十 1 1 ( 幼 

oo ( 思 (人 一夫 人 (一直 1 …. ( 一 9411) | | (1.5.26) 
过 (区 ) 一 仙 一 胡 ( 直 一 在 (在 一 厅 2) (在 一 直 f) (在 一 丰 +p+1) 
这 就 是 2+T 阶 数值 微 商 ( 乘 以 符号 (一 ?1 的 系数 , 见 工 .5.4 节 。 





aa 
显然 , 对 于 任意 整数 多 和 :EC So[io 加 …， 志 。W 如 :的 一 个 重要 性 质 是 紧 姿 性 , 它 在 子 
区 间 ( 思 #+o+ruy 以 外 恒 为 0, 即 


oz2) 生 0， 当 z 委 友 或 2 如 oa 人 (1.5.27) 
事实 上 , 根据 截断 客 的 定义 (5.1 
0， < 魏 志 


爷 一 一 汉 4 十 荆 4 十 0 十 
人 二 一 LC- 帮 )2， GZ 在:941 ， 


因此 , 当 zs< 吉 时 ， pr(2) 三 三 0; 而 当 z 妈 pid 时 ， yoi 人 (2) 为 t 的 2 次 多 项 式 (2 一 力 ? 以 
一 不 。…， 丰 +9+1 

为 节点 的 2 二 1 阶 差 商 (或 反 号 ), 也 恒 等 于 0。 

此 外 , 还 可 以 证 明 ,在 开 区 间 (二 如 zt) 上 加 :人 恒 为 正 , 即 

赂 ie) >0， 当 4<z< 直 oa (1.5.28) 

并 且 有 一 个 唯一 的 极 大 点 。 因 此 如 ,: 是 单 峰 式 的 山 丘 形 函 数 ( 仅 当 2=0 时 是 平 顶 的 ); 当 2 
增 大 时 , 光滑 度 递增 , 而 “基底 ” 即 函 数 不 为 零 的 范围 变 宽 。 

也 可 以 取 “ 反 转 宕 "代替 “截断 寡 "来 作 差 商 , 结果 只 差 一 个 常数 倍 (2 倍 ) 。 事 实 上 , 由 于 
式 (4.5.25) , (1.5.3) 


= 到 BC 一切 + 到 六 Bi 一 切 ? 
右 端 第 二 项 是 # 的 也 次 多 项 式 (z 一 访 ? 对 上 的 2 二 IT 阶 差 商 , 恒 为 0, 因此 


了 计 p1 


1 ed1 训 pi|z 一 引 "signtz 一 塌 ，2 一 偶数 
Wo) 一 可 2 ii (2 一 切 3 一 1 tedtl (.5.29) 
| 计 名 Rssilz 一 吉 昌 2 一 奇数 


当 罗 一 奇数 时 用 这 个 公式 来 计算 如 是 比较 方便 的 。 
根据 性 质 (1.5.27)，(1.5.28)， 当 4 色 一 (2 十 芒 或 4>m 时 ， 样 条 几 , 在 区 间 [f， 如 上 恒 
为 0, 不 起 作用 ; 在 [ji, 纪 不 恒 为 0 的 只 有 下 列 ee 
赂 ie(Z)，4 一 一 D， 一 0 十 1，…， 0， 二 (1.5.30) 
可 以 证 明 ( 证 略 ), 它们 在 区 间 [ha， 人 上 是 线性 无 关 的 ， 加 上 成 汪 启 …， 旭 的 基 , 即 任 
意 的 jc) ES 可 以 唯一 地 表 为 


j 四 一 号 whos)，b<a< (1.5.31) 


这 里 基 样 条 都 是 紧 姿 的 , 有 利于 数值 计算 。 
当 2= 一 0, 工时 是 已 知 的 情况 ( 见 工 .3. 工 节 )， 人 
的 值 来 表达 ， 
0 aa 4 一 0, 二 ,mw (1.5.32) 


AR au 一 于 (fa 一 雪 faa WE 人 4.5.33) 


但 在 2>>2 时 , 则 ww 没有 这 样 简单 的 表达 式 , 需要 利 用 定 解 条 件 来 联 解 一 个 线 代数 方 人 
确定 系数 mw。 现 举 2=3 为 例 来 加 以 说 明 , 其 它 情况 是 类 似 的 。 
对 于 [io, 加 …， 妇 上 的 三 次 样 条 , 可 以 取 , 比方 说 ,下 列 ”二 3 个 定 解 条 件 
太一 ji) 一 扣 ， 丰 一 太一 大 .5.34) 
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于 是 得 到 线 代数 方程 组 
中 ago - 玉 


号 oj 押 ) 一 太一 0 二 (1.5.35) 


室 aiko =- 忆 
未 知 数 是 CQ-3，Q- 353， 0 Cn 一 1 系数 及 右 端 项 都 是 已 知 的 ， 这 里 为 了 简便 ， 命 由 = 器 oo 
根据 性 质 (1.5.27 以 及 2 次 样 条 ?一 工 阶 以 下 导数 的 连续 性 , 可 得 

内 一 蚊 人 的 一 …… 一 明和 (的 一 0 当 J<4 或 和 > 和 2 二 (1.5.36) 
因此 对 =3 有 加 
册 的 ) 一 由 ( 夫 = 旷 ( 雪 =0 当 Js 或 了 4 二 4 (1.5.37) 
于 是 方程 组 (1.5.35) 中 每 个 方程 至 多 有 三 个 系数 不 为 0, 即 . 
a-_aj-s (加 ) 十 oa 太 s(o) 十 ac ito) 一 已 3 
oa (四 ) 十 oj 过 (十 os( 坝 一 六 天 一 0 1 (1.5.38) 
O0 3 人 (页 ) 十 00a-s( 太 ) 十 oa 人 页 ) 一 大 

当 取 定 解 条 件 为 
万 (如 ) 一 让 旨 一 FF( 拉 一 记 大 ( 坷 一 户 .5.39) 





时 则 得 方程 组 、 
C_3 反 3( 人 加) 十 aas( 轴 ) 十 oa 所 (加 ) 一 访 
02 ay-s (加 ) 十 az-aj-s( 厅 ) 十 ax-tyz-: (加 ) 一 太一 0， 1 (1.5.40) 
-3 网 -3 (页 ) 十 an-ay-s (页 ) 十 on 加) 一 户 
所 谓 [to, 刁 ，…， 姻 上 的 周期 样 条 , 就 是 以 区 闻 [ti, 纪 的 长 度 加 一 加 为 周期 拓 至 一 cc<z 
< 上 的 了 次 样 条 。 这 时 ,节点 如 , 妃 …， 所 也 应 以 周期 二 一 名 周期 地 拓 至 “界外 ”， 应 该 
尼 
i 一 友 十 (加 一 加 ) (1.5.41) 
由 于 寡 样 条 w(z) = (2 一 幻 # 具有 平移 不 变性 
Viarn(2) 一 02 一 (加 一 如 ) ) 
并 且 它 们 的 差 商 基 样 条 央 ( 人 四 也 具有 平移 不 变性 
Wi (2) 一 山 (Z 一 (加 一 如 ) ) 
因此 
Wi 一 让 ( 考 - (1.5.42) 
这 样 , [&, 二 …。 雪上 的 周期 3 次 样 条 的 系数 m(i= -3，…, nm 一 了 虽 然 还 是 n+3 个 ,但 清 
足 周期 性 条 件 


OH 一 0 (1.5.43) 
故 只 有 名 个 是 独立 的 ， 例如 取 为 CQ-31， oo， “0 一 30 定 解 条 件 也 只 需 名 个 ， 例如 取 为 
三) 一 廊 ， 了 (ta) 一 …， j( 加 ) 一 太 (.5.44) 


于 是 -1，…，c-s 满足 方程 组 





oo 直人 ) 十 虽 () 十 ooja 的 ) 一方 
0Ox- 3 下 ts (所 ) 十 ogg-sds( 厅 ) 十 axz_iyx ai( 丰 ) 一 疡 下 一 2，…， 名 一 荆 (1.5. 人 5) 
-sy -3 (如 ) 十 oo as (加 ) 十 C-i-i (加 ) 一 几 


0Q-3 寺 On -3，C-3 一 0 一 2，0Cr-1 一 Cl ( 王 .5.46) 
以 上 三 种 情况 的 方程 组 基本 上 是 三 对 角 线 带 状 的 。 当 节 点 距离 没有 什么 突变 时 ,系数 
阵 的 对 角 线 元 占 优势 , 因此 是 比较 容易 解 的 (比较 工 .3.2 节 以 及 以 下 等 距 的 情况 )。 
1.5.4 等 间距 的 基 样 条 
当 节点 为 等 距 如 1 一 上 s 关 时 ,不 难 验证 系数 85 就 是 二 项 系数 





(一 工 2(D 二 二 ) 一 大 2 (十 1 1! 了 
,， 外 大 汪 宇 3 了 CT 下 (1.5.47) 

这 时 , p 同 而 ;不 同 的 几 .; 之 间 , 彼此 只 差 一 个 平移 , 即 
可 tZ) 二 oo(Z 一 久 ) (I.5.498) 


dz) 对 称 于 区 间 [如 o 可 揭 中 丰 避 襄 ( 人 (2 二 也， 当 了 一 偶数 时 这 
点 , 当 0= 奇数 时 这 是 整 点 。 当 p= 0， I，2， 0 :| 
2 一 0: Wo 天 [Ge 一 妇 4 一 (一 培 切 4] 8 (1.5.49) 


了 一 十， 由 高 5[G- 多 + 一 2 人 c- 丰 +1) 1 十 (zctaa (1.5.50) 
2 一 2，y 一 床 [e- 人 3(- 643 一 La ( 工 .5.51) 


2 一 3，v， Ne 4G- Fa 一 名 94 一 4 一 加 3)+ 十 人 丰 4 《5.52) 
其 形状 大 致 如 图 工 . 2 只 是 比例 尺度 的 不 同 。 
对 于 2 一 3， 命 Joic 四， . 
几 ( 本 一 0 由 了， 由 (本 一 公 ， 丰 ( 丰 3) -天 ， 态 人 (人 一 0 


出 (要 一 0， 朵 人 =- 瑟 ， 由 (to) 一 0， 展 (tsa) - 王 彤 (td) 一 0 


贸 的 -0 月 一 让 ， 骨 人 鸭 = 一 其 ， 必 Ga= 商 ， 展 Gs=0 


取 ( 二 .5， 人 5.38) 成 为 





二 

下 二 xs | | 1 

上 ci | | 好 
| 人 下 (1.5.53) 

1 4 1 On | 屎 太 

二 2 LN 





各 


”6 地 | 三 as 
T 4 1 0_9 
工 4 革 C 一 T 
1 41|| om 
虽 12 6 | | ai 
取 (1.5.39) 为 定 解 条 件 时 方程 组 (1.5.40) 成 为 
6 -12 6 
工 4 工 
工 生 工 
1 41 
二 6 一 4 6 
等 价 于 
0 36 了 厂 a_a 
工 4 工 CQ -3 
于 生 工 CI 
二 | 下 Cr- 
36 人 | Cn- _| 
将 ac-s 与 c-s，am-s 与 wm- 对 调 得 
36 0 CQ-93 
系 5 于 工 W-3 
工 生 工 C_1 
1 41 as 
汪汪 系 Cn 一 1 
_ 0 36 On 一 3 
对 周期 样 条 , 条 件 ( 工 .5.43) 与 方程 仁 .5. 和 丝 ) 成 为 
4 工 工 CT 
1 4 LI co 
1 4 Taw。 
工 工 4 os 


(3jo 一 po 
玫 Fo 
久 

: (1.5.54) 


jj 
_ (3j 十 jio) 


je 玫 
思 
太太 

(1.5. 匠 ) 


到 记 
7 天 


Con 一 9 


Cn 一 j| 


8(6jo 一 及 Jo) 
7 
下方 


六 
HA(6 记 一 和 fo) 


(6Fo 一 态 7) 
用 帮 ， 
用户 

(1.5.56) 
帮 太 华 一 芋 
7 六 
(6 六 一 归 j) 


六 大方 
用 户 


(L.5.57) 


ARf_i 
“及 
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8$1.6 多 项 式 和 样 条 的 最 小 二 乘法 
1.6.1 最 小 二 乘 问题 


设 有 一 组 节点 必 <za<…<znw 以 及 相应 的 实验 值 户 , 户 … jm。 把 样 点 (co 思 )， 
(ca，Ja)，…，(zm， 思 ) 视 为 z-y 平面 上 的 一 组 点 ， 要 求 用 一 条 比较 简单 的 曲线 9 一 互 (2)， 
例如 多 项 式 曲线 去 逼近 这 组 点 。 当 数据 量 m 较 大 时 ， 要 求 作 “ 过 点 "的 , 即 通 过 所 有 样 点 的 
多 项 式 插 值 是 不 现实 的 , 因为 多 项 式 擂 值 在 高 次 时 不 稳定 ; 同时 , 这 种 过 点 的 情况 也 是 不 
可 取 的 , 因为 实验 数据 总 含有 误差 (不 妨 称 之 为 噪音 ), 所 以 无 须要 求 完全 密 合 , 相反 地 还 需 
要 进行 平滑 以 滤 去 噪音 。 因 此 , 通常 希望 作 低 次 的 多 项 式 , 它 的 次 数 常 远 小 于 mw, 使 得 它 在 
一 定 的 意义 下 最 优 地 逼近 于 原始 数据 。 

逼近 的 度量 可 以 有 种 种 取 法 。 人 种 是 取 记 谓 方差， 即 各 点 信 
差 的 平方 和 


刍 ECo -加 (1.6.T 
有 时 , 由 于 各 点 数据 的 可 靠 性 不 一 致 , 故 可 以 权衡 轻重 而 引进 权 数 , 即 比 重 @, da …, do>0。 
对 于 较 可 靠 的 点 赋 以 较 大 的 比重 , 从 而 引用 加 了 权 的 方差 
衬 w[FGa -了 (.6.2) 
作为 逼近 的 度量 。 
所 谓 最 小 二 乘 或 最 小 平 差 问题 是 指 万 (人 取 在 某 特 定 的 函数 类 中 , 要 求 定 出 一 个 使 得 方 
差 代 .6.2) 达 到 极 小 的 函数 。 一 定 次 数 ( 例 如 %- 工 次 ) 的 多 项 式 
人 一 号 ap: (1.6.3) 


的 最 小 二 乘 问题 就 是 要 定 出 系数 m，au，…，w-: 使 方差 (1.6. 史 为 极 小 。 一 般 地 说 , 选 定 m 
个 函数 
Ooa(2)， (0) ( 革 .6.4) 


叫做 基本 数 , 考虑 它们 的 线性 组 合 
7 办- 礼 sp 人 6 

要 求 定 出 其 中 之 一 即 定 出 系数 wu，…， un 使 方差 (1.6. 允 达到 极 小 。 这 时 全 
qu 一 0j(Oa) ， 有 一 二 ， 1 ?7 一 二， …， 纹 人.6.6) 


连同 户 ， 3 jn， 号 ， 四 om 都 是 已 知 量 。 于 是 方 关 ( 代 .6.2) 显然 是 2 tn 的 二 次 函数 ， 
命 之 为 


JI-7IGo re 同 = 久 四 [Fa - 癌 和 六 四 [ 福 wp(o- 问 ， 


- 习 i[ 习 oo- 问 ， (4.6. 人 
眼 据 微 积分 中 的 极 值 原理 , 使 / 达到 极 小 的 ，…， tw 必 满 足下 列 方程 组 
3- 》 4 一 寺 ， 人 (1.6.8) 


不 难 算出 





天 -2 总 和 (站 ou 一 衣 m=2[ 家 (局 oao)u 一 六 ou 有 

因此 , 命 

ER (1.6.9) 

区 衬 ouasj 0 .6.10) 
则 内 ，，， 包 满足 下 列 线 代数 方程 组 , 叫做 法 方程 组 

翌 wm- 0 1 (1.6.11) 
引用 记号 cp，95， 方差 函数 ( 革 .6.7) 可 以 表 为 

7T-7TG 加- 凡 w 写 om- 玉 wg+ 呈 2 6. 芭 


因此 , 当 迪 ，…， xu 为 问题 的 解 即 满足 (1.6.11) 时 所 达到 的 方差 最 小 值 是 
Juan= 一 习 ugi 十 褚 及 (1.6.13) 


法 抢 隆 C- fc] 是 见 阶 对 称 方 阵 。 可 以 证 明 ， 当 基 画 数 Po，…: (2) 在 节点 集合 
{zi， …， 2Z 叶 上 具有 一 定 的 独立 性 时 ,法 矩阵 C 是 正定 的 。 这 样 ,最 小 二 乘 问题 归结 于 求解 
法 方程 组 (1.6.11) 的 问题 , 数值 解法 见 第 八 章 。 

用 和 拖 阵 记号 时 , 式 (1.6.9~1.6.13) 可 以 表 为 


C= 4zD4 06. 功 

g-4Df .6. 巧 ) 

BE (1.6.16) 
J=yJdD =xrcu 一 2urg+frpj (1.6.17) 
Ju _wrg 上 FrDj (1.6.18) 


这 里 & 一 [xd], 9 一 [9 是 于 阶 列 阵 ，7 一 [六 是 痉 阶 列 阵 ，4= [cg] 是 品行 m 列 长 方 阵 , 妃 
是 以 中 ，…，dm 为 对 角 元 的 对 角 阵 ，C= [c 相 是 骨 阶 对 称 方 阵 。 上 标 卫 表示 矩阵 的 转 置 。 


1.6.2 多 项 式 的 最 小 二 乘法 


考虑 多 项 式 的 情况 。 这 相当 于 取 
0j(T) 一 0， 了 一 二 人 (1.6.19) 
CQ 一同 (加 ) 一 悦 ， 一 二 (1.6.20) 
连同 式 (1.6. 革 ), 表面 看 来 这 是 一 个 比较 简单 的 计算 问题 。 实 践 表 明 , 事情 远 非 如 此 。 事 实 
上 , 当 mw<4 或 5 时 情况 是 正常 的 , 但 当 m6 或 7 时 开始 出 现 反 常 , 法 方程 组 很 “ 难 解 "有效 
数位 的 丢失 很 严重 。 
为 了 分 析 这 一 情况 , 取 wza，…，2zm 为 区 间 [0, 二 上 的 等 距 节 点 


zi 一 0，…， 他 一 





一 (1.6.21) 


并 取 中 一 … 一 0 一 寺 于 是 





0 一 局 Guigzi 一 局 Zr1x 信 1 一 疡 宏和 








1 
二 2 
(一 D 一 袜 中 久 《〈 人 一 十) 人 人 7 一 
于 是 当 mm 一 ce 时 渐 近 地 CC 一 Cu= (mm 一 1) 玖 

加 工 1 

1 互 硬 
工 工 二 此 
万 -| 本 瑟 记 二 (1.6.22) 

< *_ 演 

mV ”2 


通常 叫做 Hilbert 阵 。 它 是 对 称 正 定 的 , 并 且 知 道 它 的 道 和 矩阵 玉 : 的 明显 表达 式 。 互 ”的 
模 量 最 大 与 最 小 元 素 的 比值 是 


3n -IN 1 ， sf/ma 一 TAN] 
[Ge) 州 [5 -] 
对 于 7<m< 芋 ,这 个 比值 的 量 级 = T)"。 当 方程 组 (1.6.10) 的 右 项 某 个 名 有 误差 上 就 会 导 
致 解 的 误差 达 10"， 有 巨 量 的 放大 ! 笼统 地 说 , 字 长 为 十 进 制 m 位 的 机 器 上 能 解 的 阶 数 限度 
是 w。 显然 这 并 不 是 由 具体 解 算 方法 带 来 的 ， 而 是 由 于 方程 的 解 对 于 右 项 的 扰动 异常 敏 
感 。 
通常 ， 对 于 这 一 类 计算 问题 ， 当 解 题 所 要 费 的 劲 远 超 过 从 问题 的 简单 外 表 所 能 设想 的 
程度 时 , 称 之 为 病态 的 。 上 述 法 方程 组 的 问题 可 以 说 是 病态 的 。 
对 称 正定 矩阵 的 最 大 与 最 小 本 征 值 的 比值 叫做 状态 煞 或 条 件数 ， 可 以 作为 矩阵 病态 
程度 的 衡量 。? 值 愈 大 , 病态 愈 甚 。 对 于 瓦 ,可 以 证 明 
0( 丽 ,) 忆 E859 (.6.23) 
即 状态 数 随 ” 作 指数 状 增长 。 这 是 典型 的 病态 矩阵 (参看 第 八 章 )。 
上 述 法 方程 组 的 病态 问题 可 以 通过 更 换 基 函数 而 得 到 改善 。 仍 以 等 距 节点 (1.6.24) 为 
例 。 我 们 知道 ,任意 的 mw- 工 次 多 项 式 不 (z) 可 以 唯一 地 为 
FFO= 咏 Bipto) GL.6. 鸣 
这 里 mr(z) 是 区 间 [0, 圈 上 的 宇 次 正 交 多 项 式 , 即 勒 让 德 多 项 式 。 它 满足 
1 _，_| 0， 当 人 
由 ampwe-as-|1 当 记 
( 见 第 二 章 或 参考 资料 [ 辕 )。 因 此 , 作 ”二 次 多 项 式 的 最 小 二 汪汪 可 取 基 函 数 
os(O) 一 Di(O)， 一 2，… (1.6.26) 





(1.6.2 


以 代 规 (人 1.6.19) 。 这 时 
一 全 (2z) 一 Di-1(ZN， 大 一 二 3 了 一 工 和 人 (1.6.27) 
于 是 
0 一 双 Zi-i (caDi-1(ob 二 (也 一 十) 、 Wi-i (四 pi (z)dz 一 (和 一 贡 3y 
即 C=Cs= (m 一切 ， 记 为 环 阶 单位 阵 。 因 此 法 方程 组 是 良 态 的 。 这 个 例子 说 明了 ， 在 局 


rr 
pp , rarer ver ， -rore rm ore 人 iron 全 rmirroreTI 9 下 和 “eg 0 
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一 函数 类 中 更 换 基 函数 , 法 方程 组 的 稳定 性 可 有 很 大 变化 。 
应 该 指出 ， 上 述 最 小 二 乘 间 题 也 可 以 看 作 和 矛盾 线 性 代数 方程 组 


习 am 一 广 ， 4 一 二 00 Cj 一 地 


在 最 小 二 滋 的 意义 下 定 解 的 问题。 当 汉 >m 时 ,方程 组 一 般 无 解 , 因此 叫做 矛盾 方程 组 。 但 
是 , 可 以 要 求 定 出 内 , …， 名 使 得 误差 平方 和 或 加 权 误 差 平方 和 达到 极 小 


Jo ~ 立 册 侣 ows 一 用 和 极 小 


前 面 列 出 的 法 方程 组 只 是 问题 的 一 种 等 价 形式 而 并 非 解 题 必 经 之 路 。 事实 上 , 对 于 这 类 问 
题 存在 不 经 由 法 方程 组 的 , 直接 与 原始 的 长 方 阵 4= [ooj 打 交道 的 比较 稳定 的 解法 ( 详 见 第 
八 章 )。 对 于 多 项 式 最 小 二 乘 问题 , 宜 于 采用 那里 所 指出 的 数值 解法 。 

一 般 说 来 ， 对 于 多 项 式 平 差 问题 , 和 对 于 多 项 式 揪 值 问题 一 样 ， 不 宜 言 目地 追求 高 次 。 
这 是 因为 , 高 次 多 项 式 是 解析 函数 , 它 在 极 小 范围 内 的 性 质 足 以 决定 其 全 局 的 行为 , 因此 , 总 
是 比较 " 别 捏 " 的 , 它 缺 乏 灵活 适应 的 能 力 。 当 次 数 提高 时 , 虽然 在 控制 点 即 样 点 上 压低 了 平 
差 , 但 在 这 些 控制 点 之 间或 其 外 则 往往 出 现 不 合理 的 波动 扭 接 。 以 下 将 介绍 另 一 种 途径 , 即 
分 段 多 项 式 的 途径 , 它 可 以 基本 上 克服 上 述 困 难 。 


1.6.3 样 条 的 最 小 二 乘法 


在 有 些 问题 中 ， 数 据 列 (cu 户 )，…，(cr, 7m) 反映 一 个 比较 “长 "时间 上 或 空间 上 ) 的 
过 程 。 除 了 实验 误差 外 , 本 身 含有 许多 波动 起 伏 转折 。 这 种 特点 是 不 能 随 着 噪音 一 起 被 滤 
掉 , 而 是 要 保留 和 复原 的 。 这 就 是 多 自由 度 的 数据 拟 合 问题 。 它 要 求 待定 参数 的 个 数 ” 比 
较 大 (虽然 仍 有 %<m) 。 如 上 所 述 ,采用 提高 多 项 式 次 数 的 办 法 是 不 合适 的 。 但 是 分 段 多 项 
式 , 包括 样 条 在 内 , 具有 较 好 的 灵活 性 和 稳定 性 , 在 本 质 上 是 适应 于 这 一 类 问题 的 。 特 别 是 
三 次 样 条 , 具备 了 一 般 说 来 足够 的 光滑 度 , 而 且 比较 简单 , 对 于 许多 拟 合 问题 是 适用 的 。 以 
下 主要 谈 三 次 样 条 的 平 差 ,推广 到 一 般 了 次 样 条 也 是 不 难 的 。 

适当 地 选取 分 段 节点 

3 秋 太 3 才 夺 1 二 可 二 < 有 < 办 H1< 
考虑 分 节 区 间 [t, 如 …， 刀 上 的 三 次 样 条 函数 类 8s[f, 所 …, 妇 。 应 安排 这 些 分 段 节点 
如 使 得 全 部 数据 节点 x，…，zm 都 落 在 区 间 [t, 妇 之 上 , 并 使 习 重合 或 接近 于 如 zn 重合 
或 接近 于 #。 应 注意 区 间 分 两 类 不 同 使 命 的 节点 即 原始 的 数据 节点 w 和 样 条 分 段 节点 如 
两 者 可 以 不 相 重 。 前 者 是 问题 中 给 定 的 ， 后 者 可 由 解 题 人 主动 掌握 。 我 们 将 在 样 条 类 
8s[io, 如 …， 刀 上 作 最 小 平 差 ， 它 有 自由 度 ?十 3 一 ns 有 多 种 形式 的 基 ， 如 (1.5,13)， 
(41.5.16)，(1.5.30) 等 等 。 从 计算 稳定 性 考虑 ,采用 山 丘 形 紧凑 基 样 条 (1.5.30) 


计 4 工 妈 4 
和 的 一 疡 BC 一切 1 可 启 Biz 一 直 ” 4 一 一 3， 一 2， 3 人 一 荆 人 .6.28) 


pu 二 他， oo ( 切 一 吕 (一 雪 ) (1.6.29) 
即 取 
凤 () 一 由 (CDJ， 了 一 二 2 (1.6.30) 


作为 最 小 平 差 的 基 函 数 。 





人 


二 二 妆 AR 动 宇 习 wpsrr- 人 本 (1.6.31) 
一 g( 一 左 , 和 (oo， 天 .6.32) 
以 下 就 按 标准 程式 (1.6.9~ 1.6.11) 进 行 。 站 
由 于 ys, 在 区 间 ( 妨 友 +4) 外 恒 为 0, 所 以 
yae(z) aioO) 一 0 当 14 一 让 >3 (1.6.33) 
0i(2)0j(0O)=0， 当 | 一 让 >3 (4.6.34) 
这 就 使 co， cj % 的 计算 简化 。 | 
为 了 分 析 法 抢 阵 O@= Cu 的 性 状 ， 不 妨 取 [ji 培 一 [0, 轨 , oz 取 为 [0, 刁 的 等 距 点 胡 
(.6.21)， r 三 1。 于 是 有 : 5 


mw 外 wow om-3| gu(a)gi(z)az= (wm 一 沪 呈 


因 陛 当 3 相当 大 时 CO (人 一 蕊 B， 且 ,= [bo]。 
当 ? 一 9 时 两 个 山 丘 w，9y 相 重合 , 这 时 积分 值 即 已, 的 对 角 元 


be-| ppaz 
比较 大 。 当 | 一 中 从 0 起 逐渐 增 大 时 ，9: 与 凡 逐 渐 “ 错开, 积分 值 
05 一 | IOi00 


逐步 减 小 , 直至 |4 一 放 >3 后 pgor 反 0， 积 分 值 85=0。 因 此 如 是 3 对 角 线 的 带 状 阵 , 对 角 线 
元 占 优 势 。 这 个 结论 对 于 法 抢 阵 CO 本 身 也 是 成 立 的。 不 难 证 明 , B. 和 CO, 都 是 对 称 正定 的 。 
此 外 , 可 以 证 明 对 于 一 切 w%， 8, 的 最 大 本 征 值 有 上 界 , 最 小 本 征 值 有 正 的 下 界 , 因此 如 , 的 状 
态 数 2 是 有 界 的 , 即 
2( 了 )=0O() (1.6.35) 
因此 , 环 以 及 C 是 良 态 的 , 便于 解 算 。 
顺便 指出 ,如果 采 用 “截断 才 " 如 (一切 + 或 1z 一 纪 ? 作为 平 差 的 基 函 数 ， 则 相应 的 法 矩 
阵 C 和 已 就 不 再 呈 带 状 , 也 没有 对 角 元 的 优势 ; 并 且 可 以 证 明 , 当 ->ce 时 刀 , 的 状态 数 刀 
按 吨 的 医 次 增长 
2D(Bo)O(n5) (E.6.36) 
因此 它 的 病态 程度 昌 比 多 项 式 时 的 刁 ,(1.6.23) 好 些 , 但 远 劣 于 取 山 丘 形 样 条 (1.6.35) 为 基 
的 情况 。 
最 后 说 明 一 下 在 等 间距 刀 sx 一 4 二 六 时 计算 方面 的 简化 。 这 时 基 函 数 仿 一 央 ,4 可 以 从 
同一 个 函数 用 平移 的 方法 产生 。 因 此 先 定义 一 个 标准 的 函数 
0 当 |z|>2 4.6.37) 
|z 十 2 一 4[2z 十 思 js 二 6|z|s 一 4z 一 大 3 十 |z 一 2|3 当 |z| <27 
这 是 峰 点 在 * 一 0， 间 距 为 饭 的 三 次 对 称 样 条 。 所 有 的 基 函 数 ( 略 去 一 个 非 本 质 的 公 因子 ) 
可 由 轩 ( 人 四 用 平移 产生 。 由 于 Z 一 党 ,的 峰 点 在 才 4+s= 困 as 因此 
gi(o) = 到 (zc 一 二 (1.6.38) 
0 一 全 (你 ) 一 友 (oz 一 让 3)， 一 1 1 9 一 1 (EL.6.39)》 


-| 
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0， 当 14 一 让 >3 
“| (1.6.40) 


匀 wauow， 当 | 让 <3 
注意 ， 在 (1.6.37) 和 (1.6.40) 中 各 自 的 第 一 式 在 理论 上 被 其 第 二 式 所 保证 ， 因 此 是 多 
余 的 ; 但 在 程序 中 仍 宜 加 上 第 一 式 那样 的 判断 , 以 避免 误差 和 减少 工作 量 。 
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第 二 章 数值 积分 


82.1 引 言 
定 积分 
IT-| Faz (2.1.1) 


的 计算 , 从 一 般 的 数学 基础 书籍 中 , 我 们 知道 ， 通 常 是 由 确定 被 积 函 数 .f zc) 的 原 函 数 ， 即 确 
定 一 个 具有 导数 丈 (2) = 下 (2) 的 函数 万 (z)， 然 后 计算 Fo) 在 "=a 和 zz 一 0 上 的 值 来 得 到 


它 的 量 值 ; | .7(z)az 一 (8) -了 (a)。 但 在 实际 计算 问题 中 ， 这 样 的 做 法 往往 是 行 不 通 的 。 


因为 在 大 多 数 的 问题 中 ， 被 积 函数 jc) 的 原 函数 往往 不 能 由 明显 的 表达 式 给 出 ， 有 些 即 使 
可 以 用 明显 的 式 子 表达 , 但 其 表达 式 过 于 繁复 而 不 适 于 计算 。 甚 至 在 有 些 问题 中 , 被 积 函数 
f (c) 是 不 明显 知道 的 ; 它 或 者 是 由 数 表 给 出 , 即 只 知道 它 在 若干 离散 点 上 的 量 值 , 或 者 是 定 
义 为 某 个 微分 方程 的 解 ( 而 这 个 微分 方程 是 不 能 明显 解 出 的 )。 对 于 这 样 的 问题 ， 自 然 更 无 
法 应 用 上 述 方法 了 。 因 此 在 实际 计算 中 , 我 们 就 党 常 采用 另外 一 种 途径 一 一 数值 积分 法 。 

数值 积分 法 , 是 从 近似 计算 的 角度 , 采用 某 种 数值 
过 程 来 求 出 定 职 分 的 近似 值 。 


我 们 知道 ， 定 积分 | ,7(z)dz， 当 积分 区 间 (o, 功 


是 有 限 区 间 , 被 积 函数 fj(z) 是 (o, 妨 上 的 有 界 函 数 时 ， 
在 几何 上 可 以 解释 为 在 =a 和 z-0 之 间 函 数 jz) 
图 形 下 的 面积 。 如 图 2.1 所 示 , 我 们 用 一 串 分 点 









j 帮 . 





Q 一 0，VZ1，03，，…， Or 一 六 0 
将 区 间 (c， 0 分 成 见 个 小 区 间 ; [xzo， 24]， [Lza， 29] ， 。… 1 Q 2X1 Xu 已 
[oo-3， 0]， 并 且 在 各 小 区 间 [2 -1， zi 上 任 取 一 点 ， 3.1 


设 相应 的 函数 值 为 (5， 于 是 得 到 一 组 以 为 一 w 一 ai-: 为 底 , 以 769) 为 高 的 矩形 ,其 面积 为 
jy (E)。 然 后 ,我 们 将 这 些 矩形 面积 相 加 起 来 , 便 得 到 和 式 


Te7( (2.1.3) 
设 太 是 个 小 区 间 中 的 最 大 长 度 刀 = maxfh}。 如 果 对 于 区 间 的 任何 -种 分 法 和 总 的 任何 
一 种 选择 , 当 分 点 无 限 增多 且 ->0 时 ,存在 共同 极限 
lmT=lim 袜 jj 人 的 =- 
-出 此 极限 即 是 定 积分 | 7(z)da, 且 称 F(z) 在 (o, 纺 上 是 各 曼 可 秽 的 。 


一 个 有 界 函 数 为 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 jz) 几乎 处 处 连续 。 显 然 ， 连 续 函 数 是 黎 曙 可 
积 的 。 站 
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从 定 避 分 的 定义 中 ， 我 们 显然 可 以 得 到 一 种 近似 计算 方法 。 例如 ， 我 们 可 取 分 点 为 

区 间 (z， 引 的 呈 个 等 分 点 ，wira 十 太 (A- 一生)， 并 取 扣 为 各 小 区 间 的 两 端点 之 一 ,或 者 
到 名 为 小 区 间 的 中 点 , 那 玉 我 们 就 得 到 矩形 积分 公式 (或 称 原始 积分 公式 )， 





0 一 号 J(o+ 击 (2.1.3) 
2 六 Je+ 击 (2.1.) 
世 袜 (e+( 计 到 ) 有 @15) 


其 中 公式 (2.1. 辐 又 称 中 点 积分 公式 。 
直观 地 ,如 果 我 们 不 用 多 形 而 改 用 如 图 2.2 所 示 的 杭 形 , 那 末 我 们 就 可 以 得 到 定 积分 的 


人 


工 -3 安 Tc 十 oo ] 








-| 到 7 +7GcD + 二 


(oo 二 二 7(O] 
如 此 等 等 。 总 起 来 说 ， 各 种 各 样 的 数值 积分 法 都 
是 利用 被 积 函 数值 的 一 种 线性 组 合 来 近似 积分 , 即 
图 3.2 妆 了 pw (gs| fed (2.1.6) 
此 处 0T，423， ”0 称 为 积分 坐标 点 ， 或 称 结 点 ; 了 帮 :， 克 。， ” 刺 ， 称 为 积分 系数 ， 或 称 伴随 
于 这 些 结 点 的 " 权 ”。 
如 上 记述 ,数值 积分 法 是 用 一 有 限 项 的 求 和 计算 来 代替 积分 计算 , 这 之 间 就 存在 一 定 的 


误差 。 这 误差 来 源 于 如 下 两 个 方面 : 
第 一 方面 是 产生 于 用 有 限 项 之 和 来 等 于 积分 的 近似 中 ， 这 时 


| Fae=-D+B- 六 本 JCoo+ G.1.7) 
这 个 误差 刀 称 为 截断 误差。 

第 二 方面 是 产生 于 忽 们 在 计算 和 式 研一 总 Ti7(co) 时 是 近似 地 计算 ， 而 非 精确 计算 。 
这 是 因为 计算 机 是 有 限 字 长 的 ， 在 求 和 与 机 数值 的 计算 中 带 来 了 会 入 误差 。 因此 我 们 实际 
得 到 的 是 了 R。 这 时 ， 





六 x 了 pij*(zi) 士 忆 (2.1.8) 
这 个 误差 及 称 为 含 入 误差。 
因此 ,总 的 误差 是 
| 7Goaz-T-B+B (2.1.9) 
对 于 一 种 数值 积分 法 ， 我 们 有 必要 具体 地 分 析 它 的 误差 。 因为 这 些 误差 分 析 有 助 于 我 
们 在 实际 计算 中 选 到 一 种 适宜 的 方法 。 其 次 , 对 于 选 定 的 一 种 方法 , 其 mw 的 选择 也 主要 基于 
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这 些 误差 分 析 。 

关于 舍 入 误差 的 分 析 , 本 章 不 准备 讨论 , 读者 可 参阅 参考 资料 [四 中 的 第 四 章 。 但 我 们 . 
在 此 指出 , 从 理论 分 析 和 实际 计算 表明, 含 入 误差 有 可 能 随 % 的 增长 而 增长 。 因 此, 虽然 含 入 
误差 一 般 是 比较 小 的 ， 通常 是 可 忽略 的 , 但 在 应 用 现代 高 速 计算 机 的 情况 让 和 号 中 的 ”有 
条 件 取得 很 大 , 这 时 售 入 误差 就 有 可 能 超出 可 忽略 的 范围 。 

下 而 我 们 将 介绍 几 种 常用 的 数值 积分 法 。 除 特殊 声明 外 , 我 们 一 般 将 假定 积分 区 间 
(ww 乡 是 有 限 区 间 ， 被 积 函数 f(z) 是 (%, 仿 上 的 连续 函数 , 且 它 在 (c, 纺 上 具备 所 需要 的 可 
求 导数 的 性 质 。 


8$ 2.2 梯形 求 积 公 式 
在 引言 中 已 提 到 过 这 个 方法 ， 在 此 我 们 具体 地 推导 它 的 求 积 公式 ， 并 分 析 它 的 截断 误 
差 。 人 
和 如 图 2.8 所 示 ， 对 于 定 积分 (2.1. 了 ,我们 用 一 串 
等 分 点 (也 可 以 不 是 等 分 点 , 但 其 方法 原则 上 一 样 
G= 一 0<21< Ia<…<O 1<O 一 0 
将 区 间 [w, 想 分 市 成 m 个 小 区 间 ， 
Exzo， 01] ， Fza， 2a] ， Se [za 2n] 
每 个 小 区 间 [zu 品 的 长 度 /- 一 和， 
一 0 十 饮 (一 0 1，…，9) 
在 每 个 小 区 间 [zx'-u ] 上 , 我 们 用 通过 点 (xc 人 
j(o-D)，Goo Jao) 的 直线 来 近似 函数 jz) 的 弧 线 ， 即 以 、 


六 全 三 上 区 一 ao 人 








且 以 此 梯形 面积 来 近似 小 区 间 上 的 积分 。 
不 难 求 出 这 个 禅 形 面积 为 


Ti 己 )az--Ecotea 
以 此 作为 小 区 间 上 积分 的 近似 信 ， 
人 Fao= 公 [fcD+HGo] 2 
这 就 是 榜 形 近似 公式 。 
因为 | 7(o)az= 裤 | ” 7(a)am 因此 ,将 这 些小 区 间 上 积分 的 榜 形 近似 相 加 起 来 , 便 得 
到 熟知 的 梯形 求 积 公式 : 
人 7azm [和 +- 肥 十 Fe 十 28) 十 … 十 二 (mn 一 切 内 + 区 |] (2.2.3) 


下 面 我 们 来 分 析 梯 形 积分 公式 的 截断 误差 妃 。 
如 果 J(w) 是 一 线性 函数 或 者 是 顶点 在 (cu ca ) 处 的 分 段 线性 函数 ， 则 Fe) 是 与 结 点 
在 -+ 他 处 的 线性 搬 值 多 项 式 相 一 致 , 此 即 fo) 一 PC2) =0, 于 是 其 截断 误差 


os me ein ape opiesWei er sr 1i 直人 ogg Tt 本 91 和 1 汪 P 站 汪 本 玫 的 





-人 [yj(o 一 Pi(c)ldr=0 


放 梯 形 积分 公式 对 线性 函数 ( 即 一 次 多 项 式 ) 是 准确 的 
如 果 (co) 是 一 非 线性 函数 ， 那 末 我 们 可 以 预见 梯形 积分 公式 的 薇 断 误差 是 不 为 零 的 。 
“为 此 先 分 析 在 小 区 间 上 梯形 近似 的 截断 误 关 


B- 人 | [fo) -Pad (2.2.4) 
假定 jw) 在 (c, 仿 上 存在 连续 的 二 阶 导数 , 那 示 根据 插值 多 项 式 的 余 项 公式 可 知 
j 四 一 肠 四 = 庆 C-ocG-m 户 国 (2.2. 


此 处 & 是 位 于 w-i 与 % 之 间 的 某 个 值 ， 这 个 值 是 依赖 于 z 的 ， 且 随 着 的 连续 变化 而 连续 
变化 。 因此 ， & 是 2 的 连续 函数 。 
将 式 (2.2. 细 代入 式 (2.2. 多 得 


及- 言 |”@-ocD -由 帮 国 ut .2.0) 
根据 假设 条 件 户 (z) 在 积分 区 间 上 连续 ,而 台 又 是 在 (zc-+， 2) 上 的 z 的 连续 函数 , 因此 


户 ( 约 是 (ct co 上 的 z 的 连续 函数 。 再 者 ，(z 一 cra) (5 一 加 在 所 论 区 间 上 不 变 号 ， 因 此 
根据 积分 中 值 定理 , 在 区 间 (ci-i， 刀 内 存在 一 个 , 而 有 关系 式 
癌 随 人 (CEOaz- 王 (GD | 陡 人 
因为 
| (Z 一 0-1) (Z 一 0)Qz 一 亏 (oO 一 2) - 艺 
因此 得 到 在 第 《个 小 区 间 上 梯形 近似 的 截断 误差 
及 = 一 每 (的 一 一 (8 一 (2 一 2 je) 0i_T<C<di (2.2.8) 


2 
将 这 些 误差 相 加 起 来， 便 得 到 梯形 求 积 公 式 的 截断 误差 
了 -一 行宫 刀 的 (2.2.9) 
因为 7 () 在 (o, 芒 上 是 连续 的 , 因此 在 (o, 咏 内 存在 一 总 有 
也 折 - 二 内 的 2 


代入 式 (2.2.9), 于 是 得 到 
了 -一 第 @-a1 的 =--C-9 术 国 o<e<5 2.1) 





由 此 看 出 樟 形 求 积 公式 的 截断 误差 将 按照 1 (或 说 按 - 广 ) 的 下 降 速度 下 降 。 不 难 证 
明 , 只 要 jz) 在 (o, 态 上 有 界 且 黎 曼 可 积 , 那 末 当 分 点 无 限 增多 wyco 时 ,， 棉 形 求 积 公式 将 
。 收敛 到 积分 | 7(z)az。 事 实 上 , 由 公 式 (2.2.3) 的 等 价 式 
可 友人 训 )7C0 + 豆 训 (让 
此 处 和 一 a 十 态 可 以 看 出 两 和 式 均 是 形 如 (3.1.3) 式 的 和 式 。 因 此 , 当 让 (c) 黎 友 可 积 时 ， 它 





47 


们 将 趋 于 积分 | .7(z)dz。 这 就 证 明了 梯形 求 积 公式 的 收 伍 性 。 

如 上 所 述 ， 梯 形 求 积 公式 的 基本 思想 是 ， 在 每 个 小 区 间 上 采用 线性 函数 近似 被 积 函 数 
jc) 。 如 果 我 们 不 用 线性 函数 而 改 用 二 次 多 项 式 来 近似 f(z)， 那 未 我 们 就 可 得 到 在 实际 计 
算 中 常用 的 辛 浦 生 求 积 公式 。 

8$2.3 辛 浦 生 求 积 公式 

对 定 积分 (2.1.1) ,将 积分 区 间 [a, 避 分 割 成 2n 等 分 ,得 到 2n 个 小 区 间 ， 

[zo， 21] ， La， 03] ， 7 [za -1， 2 中]， 
此 处 zi=c 十 汤 (0, 1 ，…， 2 


0 一 0 
2 2n 





《如 图 2.4 所 示 )。 
在 每 对 小 区 间 '[zo%，zssi] ，[zosi wsg 上 ， 用 通 

过 三 个 点 
(Za ，(Zoi+l， 太 ar)， (Zatay ia 

(此 处 fa 一 (ca)， 其 他 类 同 ) 的 二 次 抛物 线 来 近似 函 
数 j (的 图 形 。 即 以 通过 上 述 三 点 的 二 次 播 值 多 项 
式 Pa(O) 来 近似 让 o， 并 以 Pa(o) 在 区 间 (zs，zasa) 上 的 积分 来 近似 了 (c) 在 该 区 间 上 的 积 
分 














人 Pa(z)dz = 人 (Z)dx (2.3.1) 
利用 拉 格 朗 日 公式 ,我 们 可 以 写 出 Pa(z) 的 表达 式 
了 (z) 二 7 [(z 二 Vsit1) (2 一 0at+a) 太 as 一 人 (Z 一 Zai) (2 一 Zaii3) ai 

十 (Z 一 0anD (2 一 Carl) as] (2.3.2) 

我 们 不 难 算 出 它 在 区 间 (ca，zost;3) 5 
全 a az 一 575 并 Js 十 号 Jo 本 二 ] (2.3.3) 

由 此 便 得 到 辛 浦 生 近 似 公 式 

全 7 人) de 如 [ 太 二 4fssa 二 asa] (2.3.4) 


为 | .7(o)az= 号 | ”7(c)dm 因此 将 这 些小 区 间 上 积分 的 辛 浦 生 近 似 相 加 起 来, 便 
得 到 辛 浦 生 求 积 公 式 ; 
| Faz= 各 [Ha+4CPfs 二 二 十 2(js 十 产 十 … 十 ja -9) 十 fa (2.3.5) 





此 处 太一 1 =0 1 20) 一 2 0 一 0 十 饮 
利用 与 梯形 求 积 公式 相 类 似 的 分 析 方 法 ,页 可 以 得 到 辛 浦 生 求 积 公 式 的 截断 误差 


B- -斯 @- of) = 一 人 全; 三 (0 0<e<D (2.3.6) 





ogg 人 吓人 oftg hy 玫 和 ra el pure 一 RE 
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并 可 以 证 明 辛 浦 生 公 式 对 于 最 高 次 数 为 3 的 乡 项 式 是 准确 的 。 
由 式 (2.3.6) 看 出 ， 辛 浦 生 求 积 公式 的 截断 误差 是 按 z (或 说 按 雪 ) 的 速度 下 降 的 。 
并 易于 证 明 , 只 要 (a) 在 (o, 妨 上 黎 曼 可 积 ; 那 末 , 当 分 点 无 限 增多 wyco 时 ,六 浦 生 求 积 公 
式 将 收敛 到 积分 | .fo)da。 


梯形 求 积 公 式 和 辛 浦 生 求 积 公式 都 是 利用 一 插值 多 项 式 来 近似 被 积 函数 fc)， 这 样 的 
公式 称 为 插值 型 积分 公式 。 我们 也 可 以 使 用 更 高 次 的 插值 多 项 式 。 一 般 地, 我 们 可 以 使 用 
一 全 次 (一 二 2，3, …) 多 项 式 来 近似 被 积 函数 jc)， 这 就 得 到 熟知 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 。 
由 于 在 实际 中 不 常 使 用 , 此 处 就 不 加 详 述 了 。 


和 3.4 自动 积分 ,逐次 分 半 加 速 法 

从 上 面 介绍 的 几 种 数值 积分 法 中 , 我 们 看 到 ， 它 们 的 截断 误差 是 随 m 的 增长 而 减少 的 。 
但 是 对 于 一 具体 的 积分 问题 和 选 定 的 一 种 数值 积分 法 , 如 何 确定 一 恰当 的 数 mw 使 得 到 的 积 
分 近似 值 与 真 值 工 之 间 的 差 落 在 允许 的 误差 范围 之 内 。 

自然 我 们 可 以 在 计算 之 前 ， 根据 方法 的 截断 误差 分 析 确 定 , 但 由 于 要 分 析 被 积 函 数 的 高 
阶 导数 , 因此 这 样 的 做 法 一 般 是 困难 的 。 

自动 积分 法 , 是 在 积分 计算 的 过 程 中 , 根据 规定 的 精度 要 求 , 自动 地 确定 数 并 算出 满 
足 精 度 要 求 的 积分 近似 值 , 而 不 需 事先 进行 人 工分 析 的 工作 。 

2.4.1 基于 梯形 和 辛 浦 生 公 式 的 自动 积分 法 

由 梯形 求 积 公式 的 截断 误差 式 (2.2.1L) ,我 们 看 到 , 当 取 * 时 的 截断 误差 是 

一 罗 ” Pr 
万 ,一 一 六 一 一 5 太 () 4< 纪 < 
当 取 2n 时 的 截断 误 卷 是 
五 o 一 工 一 工 o 一 


此 处 工 是 积分 真 值 。 
将 上 两 式 相 减 得 





(2 一 0) 
12(2m)“ 





jea) 0<ea<D 


本 (2 一 )3 好 17 
了 一 工 一 一 二 Gy[4 () 一 天 (上 so)] 
且 从 大 () 的 含义 (2.2.10) 式 可 知 , 当 风 充分 大 时 有 疡 人) 疡 (ao), 故 得 
言 (一 JI 一 Ts (2.4.1) 


式 (2.4.1) 提 供 了 一 个 方便 的 误差 判 据 。 我 们 可 以 由 检 
验 条 件 
着 Ia 一 世 <<s( 允 许 误差) 
来 判断 积分 近似 值 Ta, 是 否 已 满足 精度 要 求 。 由 此 我 们 就 可 
。” 久 构 造 下 述 自动 积分 过 程 。 
我 们 采用 将 积分 区 间 逐 次 分 半 的 分 割 法 , 计算 梯形 和 序列 , 即 
”最初 取 wm=1( 如 图 2.5), 计 算 








和 9 
Hi[ 芝 + 玫 人 


然后 将 区 间 分 割 为 3 (如 图 2.6), 取 w%=2 计算 
5 [ 列 + 歼 re]- 且 rare 


凡 一 一 和 人 1 一 和 十 了 由 








几 


0 QQ XI X2 xs 


图 2.7 





然后 将 区 间 分 割 为 4 (如 图 2.7)， 取 mw 一 生计 算 
T 一 介 -TO Hoo + t+]- 至 HLyGo+HGo] 


罗 吕 < ，wm=a+ 训 (CC=1 2 3) 


一- 般 地 ,每 次 六 是 在 前 一 次 的 基础 上 再 将 小 区 间 分 半 , 分 点 加 密 一 售 。 而 老 分 吉 上 的 
数值 便 不 需 再 重复 计算 。 其 一 般 算 式 是 ， 





Tu- 生 二 ia 衬 J+ 本 
(2.4.2) 
D 一 
,一 元 
在 计算 梯形 和 序列 的 过 程 中 , 每 当 算出 一 新 的 近似 值 Ta 时 ， 使 用 检验 条 件 
1 To 一刀 | <s ( 取 绝 对 误差 时 ) 
或 人 | 人 


本 
当 条 件 满足 时 , 由 式 (2.4. 巧 知 ， 。 即 是 符合 精度 要 求 的 积分 近似 值 。 
在 实际 使 用 中 , 为 预防 假 收敛 , 一 般 还 需 给 出 m” 的 下 界 数 minm。 当 满 足 条 件 (2.4.3) 
且 2>minw 时 , 方 认为 计算 收敛 。 因 为 对 于 振 葛 的 被 
积 函数 , 有 可 能 发 生 假 收 敛 。 例 如 当 被 积 函 数 具 有 如 图 
2.8 所 示 的 图 形 时 , 因 Ja 一 五 =0 而 就 会 产生 假 收敛 。 
关于 方法 的 收敛 速度 ,不 难得 到 ， 
Te 一 大 人 一切) (2.4.4) 


因此 是 收敛 因子 为 了 4 的 线性 收敛 速度 。 
基于 辛 浦 生 公式 的 自动 积分 法 也 是 类 似 的 。 
从 辛 浦 生 公式 的 截断 误差 ,我们 不 难得 到 关系 式 


工 
王 (了 Iw 一 工 ) 福 (一 To) (2.4.5) 
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因此 可 以 由 Ta 一 Jr 来 估计 近似 值 Ta 的 误差 。 


区 二 





同样 采用 区 间 逐 次 分 半 的 分 割 法 , 计算 辛 浦 生 积分 序列 : 石 ，Ts，T。， 


ma 罗 
邓 [J(o) 十 0 二 28 十 多 9 一 二 2 和 
此 处 ，8" 是 在 老 分 点 上 函数 值 之 和 ， 
六 ,一 oo) 十 Fo 十 … 十 ca 3) 
必 , 是 在 新 分 点 上 函数 值 之 和 ， 


六 一 co) 十 ca) 十 … 十 ca) 
加 -wu=aTbj G= 了 ,20 一 
在 老 分 点 上 的 函数 值 每 次 不 需 重复 计算 。 


同样 地 ,每 次 检验 条 件 (2.4.3)， 若 条 件 
积分 近似 值 。 





满足 且 20>miny 时 ， 了 an 便 是 满足 精度 要 求 的 
关于 方法 的 收敛 速度 , 我 们 不 难得 到 


了 Ts 一 五 馆 16 ( 了 3 
因此 是 以 - 寺 为 收敛 因子 的 线性 收敛 速度 。 





(2.4.6) 


2.&.2 逐次 分 半 加 速 法 (Romberg 积分 法 ) 


逐次 分 半 加 速 法 , 亦 称 龙 勃 (Romberg) 积分 法 , 它 是 在 计算 梯形 和 序列 的 基础 上 , 应 用 
了 线性 外 搬 的 加 速 方法 ， 由 此 构成 一 种 具有 超 线性 收敛 速度 的 自动 积分 法 。 该 方法 的 思想 
如 下 : 
按照 区 间 逐 次 分 半 的 方法 , 计算 梯形 和 序列 
久 一 2， 加 





To 一 好 相生 + 十 jc 十 力 ) ] 





7o3 一 js [ 吉 + 帮 +Ja+ila)] 





有 ，7o- 友 [2 + 驹 呈 JG+ 击 ] 


(2.4.7) 
在 8$2.2 中 已 经 证 明了 , 只 要 fc) 在 [c, 如 上 有 界 且 黎 曼 可 积 , 那 末 梯形 和 序列 收敛 到 


积分 T- | 7(z)az。 并 且 ,如 果 7(o) 在 (o, 纺 上 存在 二 阶 连 续 导数 , 那 未 根据 樟 形 求 积 公式 
的 埠 断 误差 有 


Tu 一 工作 2) (的 12， <E<B (2.4.8) 
此 处 工 是 积分 真 值 ; 《是 和 万 有 关 的 量 , 可 视 为 天 的 函数 。 


式 (2.4.8) 也 反映 了 梯形 和 To 与 步 长 刀 之 间 的 关系 。 如 图 2.9 所 示 , 如 果 我 们 将 妇 作 
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为 自 变量 , 将 Z 视 为 .大 的 函数 , 那 末 在 以 忆 为 横 轴 , 以 了 o 为 纵 轴 的 平面 上 , 可 以 画 出 一 条 
曲线 ， 这 条 曲线 在 Po。 轴 的 截 距 即 是 积分 真 值 T 
T。 而 梯形 和 序列 的 值 对 : 
( 同 ，Too) ，( 险 ，ToD) ，，…，( 脱 ，Top) ，… 
是 位 于 曲线 图 形 上 的 一 串 点 列 ， 这 串 点 列 以 点 (0%Tu 
(0，) 为 极限 。 (o 
对 于 梯形 和 序列 中 的 任何 二 相 邻 元 素 Po 
Te:z， 相 应 于 图 形 上 的 两 个 点 。 如 果 我 们 通过 





(Re T 录 






( 2 Te 








这 两 个 点 作 一 直线 ， 并 将 此 直线 外 延 到 To。 轴 ， 和， 态 
得 到 一 截 距 Ti， 那 末 这 个 Tu 可 以 期 望 是 比 3.9 


了 ozst 更 为 接近 于 工 。 这 就 是 从 几何 上 看 的 线性 外 揪 加 速 的 思想 。 
龙 勃 方法 就 是 从 这 个 基本 思想 出 发 所 构成 的 一 种 方法 。 下 面 就 来 导出 这 个 算法 。 
设 了 os 和 Torsi 分 别 是 以 入 和 Asi 为 步 长 的 梯形 和 。 我 们 不 难 写 出 通过 点 (不 ，Tou) 
和 (入 ja，Tox 切 的 直线 方程 式 
To 一 克 
其 在 Te 轴 上 的 截 距 是 
的 


大 4 一 央 
利用 jia= - 登 的 关系 , 便 得 到 新 近似 人 
Ta 全 光电 (2.4.9， 
我 们 可 以 证 明 公式 (2.4.9) 是 等 价 于 以 和 ar: 为 步 长 的 辛 浦 生 求 积 公式 。 而 辛 浦 生 求 积 
公式 是 具有 太 量 级 的 截断 误差 , 即 有 
Tu 一人 7 全 膨 。 a< 训 < C2.4.10) 
因此 这 个 新 近似 值 Puz 确实 是 比 Tora 更 接近 于 工 
如 果 对 梯形 和 序列 的 每 相 邻 两 元 素 均 应 用 公式 (2.4.9) 就 可 以 得 到 Tix (4=0, 1 2， 
…) 序 列 。 
由 式 (2.4.10)， 类 似 地 ， 如 果 我 们 以 大 为 自 变量 , 视 Pi 为 大 的 函数 , 再 应 用 线性 外 揪 
To 人， 二 (2.4.11) 
可 以 证 明 公式 (2.4.11) 是 等 价 于 以 jn+s 为 步 长 的 四 阶 和 牛顿 - 柯 特 斯 公式 ( 即 用 四 次 搬 
值 多 项 式 近似 被 积 函数 后 导出 的 公式 ), 具有 戏 ,。 量 级 的 截断 误差 
Tu 一 工人 全 Fe 人 .4.19) 
同样 ， 对 序列 Pa (kt= 0, 1 2 …) 又 可 执行 对 变量 加 的 线性 外 插 过 程 得 Paz(5 一 0, 1 
2 …) 序 列 。 如 此 继续 进行 。 每 当 执行 一 次 线性 外 插 , 误差 的 量 级 便 增 加 一 个 思 。 一 般 地 ， 
由 了 we- 一 0, 1 2 …) 序 列 可 执行 对 变量 jzn 的 线性 外 插 过 程 , 得 席 列 





与 也 


太一 全 信 一 地 (2.4.13) 
这 个 公式 具有 Mey%” 量 级 的 截断 误 莽 。 
按 此 作法 过 程 , 可 以 得 到 如 下 的 三 角形 数 表 , 称 之 为 卫 表 ， 


jo | Too 

和 | Tol 了 10 

加 |7o Tar Yoo 

jia |Too Ta Ta 730 





步兵 
避 差 量 级 ji 刚 j 旭 


对 于 这 样 的 卫 表 , 在 资料 [3] 中 已 经 证 明了 ， 

GD) 如 果 广 (o) 在 fw, 妇 上 有 界 且 是 黎 螺 可 积 的 ， 那 未 全 表 的 列 和 对 角 线 都 收 全 到 积 
分 工 

(2) 如 果 j(o) 在 [oa, 如 上 是 解析 的 , 则 卫 表 的 任何 对 角 线 便 按 超 线性 的 速度 收 剑 到 

为 使 用 上 的 明确 起 兄 , 下 面 我 们 把 龙 勃 方法 的 具体 计算 步骤 简 列 于 下 ， 

GD 取 加 = 一 计算 Bo- 豆 [7(a) 十 7(5)] 和 棉 形 和 Zoo 一 ja 

对 有 一 十 ， 2， ” 计算 下 列 各 步 ， 

C@) 取 厌 = 有 -xy/2， 计 算 0 二 


作 线 性 外 播 计算 , 算出 了 玫 的 第 友 行 元 素 , 即 对 么 = 二 2 …, 恩 相应 地 了 一 5 一 二 
到 一 2， 


、 了 

计算 不 个 量 人 

将 它们 连同 Tox 一 起 保存 在 一 维 场 了 一 {Zo 国 ，…，Tuaxt 中 , 其 次 序 为 
了 了 0 生 了 93 > 了 8 了 maxy 


保存 的 量 : 也 人 as oo 
(4 收 鳃 控制 
人 人 表 对 角 线 上 的 最 后 两 相 邻 元 素 2o、T5z-io 满足 
[ao 一 和 -oo| <s( 取 绝对 误差 时 ) 
-让 -9 <e( 取 相对 误差 时 ) 
1N0 
并 且 7>min 有 则 以 oo 作为 积分 近似 值 , 完成 求 积 计算 , 否则 继续 到 步骤 (5)。 此 处 min 友 
征 最 低 限 度 的 区 间 分 半 次 数 , 起 防止 假 收 敛 的 作用 。 
《5) 若 8<maxz， 则 大 增加 工 后 转 到 步骤 (2) 继 续 计 算 , 否则 计算 不 成 功 ， 终 止 计算 。 
此 处 max 姑 是 最 高 限度 的 区 间 分 半 次 数 , 起 控制 工作 量 的 作用 。 
在 82.2, 82.3 中 ,我 们 提 到 了 梯形 公式 对 于 最 高 次 数 为 工 次 的 多 项 式 是 准确 的 ; 辛 清 
生 公式 对 于 最 高 次 数 为 3 次 的 多 项 式 是 准确 的 。 如 果 一 个 积分 公式 对 于 次 数 不 超 过 各 次 
的 多 项 式 是 准确 的 ,而 对 僻 十 上 次 多 项 式 不 再 准确 的 话 ， 那 末 便 称 此 积分 公式 具有 侣 次 的 


Cerromean aa 全 洛 人 0 全- 兴 各。 -ie 上 汪 -、 于 生 天 二， 间 交 疏 和 9 台 玫 rp 和 gg or -2 ay rp 和 0 和 vt re rn rm 





sS 
代数 准确 度 。 

一 个 积分 公式 的 代数 准确 度 次 数 也 是 污 积 分 公式 近似 程度 的 一 种 量 旗 。 对 于 包含 同样 
结 点 数 的 积分 公式 ， 从 经 济 的 角度 ,自然 我 们 希望 采用 一 种 准确 度 次 数 比 较 高 的 积分 公式 ， 
因为 这 样 可 以 用 同等 的 代价 , 获得 较 高 近似 度 的 计算 结果 。 

因此 , 在 建立 积分 公式 的 工作 中 , 不 免 提 出 这 样 的 问题 : 我 们 能 不 能 适当 地 选 择 个 结 
点 和 相应 的 m: 个 系数 ,使 得 积分 公式 具有 最 大 的 代数 准确 度 。 从 这 个 观点 导出 的 积分 会 式 
便 是 下 面 要 介绍 的 高 斯 型 积分 公式 。 


25 新 型 各 人世 
为 了 一 般 性 , 考虑 积分 有 
T- foyau 、 .5 二 
其 中 矶 Go) (7 (c) >0) 称 为 权 函 数 。 当 取 砚 (w) -工时 ， 即 是 普通 的 积分 。 对 于 任何 普通 积 
分 | .7(o)am 都 可 写成 | 配 (o) 识 2 om 从 而 都 可 化 成 此 种 形式 的 积分 。 
对 于 积分 (2.5.1)， 假定 我 们 采用 具有 个 结 点 的 积分 公式 : 
| 7 (dz 六 5 的 (2.5.9) 


其 中 系数 ci=1， 2，…, 由 不 依赖 于 函数 f(@)， 但 可 以 依赖 于 权 函 数 权 (z)。 目的 是 适当 
地 选择 wm 个 结 点 思 ， za …， mr 和 相应 的 四 个 系数 ma，ca …， co 使 得 积分 公式 (2.5. 约 具有 
最 大 次 数 的 代数 准确 度 。 

首先 考察 对 于 固定 的 m 值 , 公式 (2.5.2 最 大 可 以 达到 多 少 次 的 代数 准确 度 。 

假定 公式 (2.5. 人 对 所 有 的 m (wz 待定 ) 次 多 项 式 


了 Pa (O) 一 gmn2m 十 don-i0m 十 十 010 十 08 





是 准确 的 。 于 是 有 
5 5 5 
o| 玖 (Jardz+an- | 于 (oo dz 十 … 十 1 | 到 zaz+a|, 丈 Gau 


=- 阅 ceoog ao 二 十 … 十 gl 十 ao) 02.5.3) 


令 Are 一 |. 灰 CJarazG-=0  … 网， 并 重新 组 合 (3.5.3) 式 有 映 各 项 ,得 
GajLm 十 0m-1HnpIT 十 十 CA 十 CoHo 
一 0 > CU 十 Cm-i 衬 Cg 十 十 @ 袜 00 填 6o 袜 a 9 
由 于 系数 cm， “ae 的 任意 性 , 使 式 (2.5. 仅 成 立 的 充 要 条 件 是 四 
Ci 十 ca 十 … 十 Cn 一 No 
Ca21 十 ca0a 十 … 十 Cntn 一 ja 


Ca 好 十 Ca02 十 十 Oo 一 Ha ， (2.5.5) 


C10T 十 Ca03 下 二 二 
因为 2n 个 待定 数 最 多 只 能 给 2n 个 独立 的 条 件 , 因此 可 知 和 最 多 为 2n 一 1。 


Ceeew ce moremoperimeg mr Try 且 革 hi sh 9 旬 R - 全 本 -可 人 全 gg 1 7 入 二 了 章 和 呈 六 rr 
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由 此 得 出 , 对 于 ”个 结 点 的 积分 公式 , 其 最 大 可 能 的 代数 准确 度 次 数 是 2n 一 1。 并 且 可 
了 以 证 明 ， 方 程 (2.5. 罗 ) 当 取 m 一 2 一 1 时 是 可 解 的 。 因此 ， 确 实 可 以 找到 一 组 二 和 cG=1， 
2，.…, 号 ， 使 积分 公式 (2.5.2) 达 到 2n 一 1 次 的 代数 准确 度 。 这 样 的 公式 就 是 高 斯 型 求 积 公 
式 。 

关于 高 斯 型 求 积 公式 的 结 点 和 系数 ， 可 以 从 方程 (2.5.5) 解 得 ， 但 一般 是 利用 正 交 多 顶 
式 来 确定 它们 。 

我 们 知道 : 

如 果 两 个 多 项 式 Q@(z), Qi(z) (下 标 表示 多 项 式 的 次 数 ) 有 


| GOQ(eQo)dz-0 (2.5.6) 


那 末 称 多 项 式 Qio) 和 人 (四 在 区 间 [w, 如 上 关于 权 厂 (2) 为 正 交 。 
如 果 一 多 项 式 序 列 Q@o(2)， Qiao2)，…， @(O， … 具 有 性 质 : 


| GQQ(Oaz-0 区 和 2 5 
则 称 此 多 项 式 序列 {Q,(z)} 为 [w, 切 上 关于 权 函 数 矿 (z) 的 正 交 多 项 式 系 。 如 果 进 一 步 有 ， 
| 玉 OB -1T GD 2 


则 称 {Q,2)} 为 [o, 申 上 关于 权 函 数 丈 (o) 的 规格 化 正 交 多 项 式 系 。 

对 于 [&, 由 上 关于 非 负 权 函 数 丈 (2) 的 正 交 多 项 式 系 {e,(o}， 其 Quo) 的 呈 个 零 所 是 
实 的 ,不 相 重 的 , 且 分 布 在 开 区 间 (c, 久之 中 。 并 且 , 对 于 一 给 定 的 权 函 数 , 总 存在 关于 此 权 
函数 的 正 交 多 项 式 系 。 

利用 正 交 多 项 式 的 一 些 关系 式 和 性 质 , 可 以 导出 ; 

高 斯 型 求 积 公式 (2.5. 纪 的 m 个 结 点 mm za …， 加 是 [ca 申 上 关于 权 歼 (c) 的 ”次 正 
交 多 项 式 @(O) 的 m 个 零点 ; 

高 斯 型 求 积 公 式 的 m 个 系数 为 ， 


| 拘 区 人 
ro (z 一 0 oa Gn -1iQmw 二 (Z0) G 了 2 ? ) (2.5 8) 


此 处 @r(o) 是 [w 引 上 关于 权 丈 \o) 的 ”次 规格 化 正 交 多 项 式 , ae 和 as-1 分 别 是 症 次 和 mn 一 1 
次 规格 化 正 交 多 项 式 Qx(z) 和 Qx-:(z) 的 首 项 系数 。 
下 面 讨论 高 斯 型 积分 公式 的 截断 误差: 


五 -| 刺 ( je)dz- 妆 aa (2.5.9) 


假设 Pa) 在 (o, . 芒 上 存在 2n 阶 连 续 导数 。 利用 在 结 点 m，za, …，w 上 的 埃 尔 米 特 插值 公 
式 ,可 写 


C 王 





j 四 = 了 OOTT 人 oo 一 co ao<E<D (2.5.10' 


人 
一 不 四 可 oaz+AT 到 GD7o 轩 waz- 四 aa 


式 中 on(o) = (一 起)…(z 一 z)。 因 高 斯 型 求 积 公式 对 任何 2 ~ 次 的 多 项 式 是 准确 的 , 故 
得 








人 1 本 | 丽 (o) je (GE)az(z)dz 一 |. 厂 (z)foo( 避 (z)dz 
式 中 @,(z) 一 aon(z) 是 [ww 菩 上 关于 权 用 (z) 的 正 交 多 项 式 ;wu 是 其 首 项 系数 。 
再 利用 积分 中 值 定理 , 便 得 


也- 于)giodz 0 .5.1) 


此 外 ， 可 以 证 明 只 要 7(z) 在 (ze, 纺 上 连续 , 那 末 当 w->co 时 ， 高 斯 型 积分 公式 收敛 于 定 
积分 ， 即 有 
tm 祈 cy(o) -| .六 fa 
上 面 ,对 于 一 般 的 权 函 数 讨论 了 高 斯 型 积分 公式 。 对 于 不 同 的 权 函 数 , 便 得 到 不 同 的 具 


体 的 高 斯 型 积分 公式 。 下 面 ， 对 于 两 种 具体 的 权 函 数 给 出 相应 的 高 斯 积分 公式 。 
不 失 一 般 性 , 假定 积分 区 间 (, 妃 是 (一 志 , 巧 , 因为 总 可 以 利用 积分 变量 的 变换 











元 二 2 十 3 
| 元 9 的 朝 
式 中 gt aa 引 


(一 ) 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公式 
高 斯 -其 让 德 求 积 公式 是 相应 于 权 函 数 机 (z) = 工时 的 积分 公式 ， 它 是 古典 的 高 斯 求 积 
公式 , 故 一 般 就 称 之 为 高 斯 求 积 公式 。 





我 们 知道 勘 让 德 多 项 式 
0 坟 3 和 于 如 一 28 有 一 汪 
到 加- 全 [Ge -1 站 - 冲 DR 交 5 
(2.5.12) 
= 2 …) (|] 表 示 号 的 整数 部 分 ) 
是 构成 在 区 间 [ 一 也 切 上 的 正 交 系 , 即 可 以 证 明 
1 0， (公关 全 ) 
| Jo (cz) De(z)az=1 2 (om n=1 2 (2.5.13) 
二 | 
且 不 难得 到 规格 化 的 鞭 让 德 多 项 式 
天 =-MW 区 守 人 -下 和 W 玖 or6 芍 


“因此 根据 前 面 介 绍 的 高 斯 型 积分 公式 结 点 和 系数 的 确定 法 , 可 知 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 
中 的 ”个 结 点 避 za，…， 亿 就 是 m 次 勤 让 德 多 项 式 mm(z) 的 wm 个 零点 ， 而 系数 % 按 公式 
(2.5.8) 再 利用 勤 让 德 多 项 式 的 一 个 性 质 

包 一 丰 ) 玉 人 ) 一 %[LJo-i(2) 一 Cutc)] 人 .5.15) 


rs ellsaeeitoss same we css 一 一 一 一 





可 得 
党 人 GT 一 和 2 人 儿 (2.5.16) 
或 20-m) 2 
TCD 


显然 这 些 系数 c 都 是 正 数 。 
关于 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公式 的 蕉 断 误差 , 按 (2.5.1) 式 , 不 难得 到 


忆 一 的 一 1<E<1I (2.5.17) 


在 实际 使 用 上 , 勒 让 德 多 项 式 的 计算 可 以 利用 三 次 循环 公式 ， 


To(o) 一 
Ta(C) 一 ， (2.5.18) 
9 (VD) 一 (20 一 二 CT) 一 (0 一) 也 aa(O) 92 

勤 让 德 多 项 式 的 霍 戌 和 (4 一 二 2，…， 人 可 以 用 求 函 数 堆 点 的 牛顿 送 代 法 ( 见 第 九 章 )。 
伙计 一 企 一 办 (2 
: 本 
来 逐个 地 求 出 。 其 中 及 (Co 可 以 利用 关系 式 (2.5.15) 来 计算 。 
在 本 章 的 附 玫 寺中 , 具体 给 出 了 wm 一 2 到 20 时 的 高 斯 - 嘉 让 德 求 积 公 式 的 结 点 和 系数 。 
《二 ) 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公 式 
高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 是 相应 于 权 函 数 太 ( 力 =17wV 1 一 到 时 的 高 斯 型 积分 公式 。 
我 们 知道 在 [一 也 切 上 关于 权 函 数 1 NI 一 宅 多 册 家 


全 (2) 一 cos (mcos- 





一 29-10n 十 ,1 一 1， 2，… (2.5.19) 
mo)=I 
因为 可 以 证 明 
0， 了 ?天 人力 
人 一 一 一 -7 To(o) Tu(c)dz 一 1 至，mm 一 nz0 (2.5.20) 
(72， 肥 一 了 ， 2， ee) 和 5，01 一 2 一 0 


且 不 难得 到 规格 化 的 切 比 雪夫 多 项 式 
=- 宇 人 (oO) -三 28-104 十, 


To() 一 本 1 


因此 根据 高 斯 型 积分 公式 结 点 和 系数 的 确定 法 , 所 可 知 高 斯 - 切 比 雪 夫 积分 公式 中 的 结 点 
0 02，… 思 就 是 ?次 切 比 雪夫 多 项 式 了 ( 幼 的 交 个 零点 


aoosbi-oos( 3) ti 2， .5.22) 


2 
而 系数 ae 按 公 式 (2.5.8) 得 ， 


(2.5.21) 


& 一 7 王 T 一 一 
人 (oo 3-a(20 





和 了 
根据 有 (co 一 2 并 利用 关系 式 ， cos(% 一 0 可 得 
cc 一 元 1 一 2， (2.5.23) 
于 是 导出 高 斯 - 切 比 雪夫 积分 公式 


jw)dzm 开 福 ja) 
j CMVI- (2.5.24) 


moos( 2 =) 攻 一 了 ，2，…， 匆 
高 斯 - 切 比 雪 夫 积分 公式 的 截断 误差 ; 
由 (2.5.11) 和 (2.5.19)，(2.5.20) 可 得 


了 -To 人 的 -1<t<1 (2.5.25) 


8$ 2.6 用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 及 方法 比 歼 
在 实际 问题 中 , 除了 定 积分 的 计算 外 , 也 常 过 到 更 为 一 般 的 问题 , 即 计算 不 定 积分 
To) -| fa a<z<8 (2.6.1) 


对 于 这 样 的 问题 , 自然 也 可 以 在 “的 变化 范围 内 取 定 一 串 数值 , 将 不 定 积分 的 计算 化 为 一 串 
定 积 分 的 计算 。 但 是 , 这 样 只 能 得 到 若干 离散 点 上 的 积分 值 ,并且 了 多 少 个 = 什 就 得 计算 多 
少 个 定 积分 。 

下 面 将 要 介绍 的 用 切 氏 级 数 晨 开 的 积分 法 ， 却 能 比较 好 地 解决 这 个 问题 。 因为 它 可 以 
给 出 不 定 积分 的 一 个 近似 的 函数 表达 式 。 这 样 , 对 于 在 [o, 妇 上 的 任意 的 值 ， 可 以 很 方便 
地 由 计算 函数 表达 式 来 得 到 积分 IT(z) 的 近似 值 ,而 不 需 每 次 进行 定 积分 的 计算 。 

在 介绍 这 个 方法 之 前 ， 有 必要 将 所 需 的 关于 切 比 雪夫 多 项 式 和 函数 的 切 氏 级 数 展开 的 
有 关 知 识 简 单 地 提 一 下 。 

(了 切 比 雪夫 多 项 式 是 由 下 式 所 定义 


四,(z) 一 c0s(mcos- 坟 ) 一 29128 十 …， 有一， 2 5 一 和 ZI (2.6.2) 
它 满足 如 下 的 递 推 关系 式 1 
人 Ni(Z) 一 207 (7) 一 人 -ii(Z) 0 一 2，… (2.6.3) 
而 To(z) 一 工 
人 (2) 一 2 
切 比 雪夫 多 项 式 是 有 界 的 : 
12(o 1 区 1 一 1<2z 和 1 (2.6.4) 


切 比 雪夫 多 项 式 除 了 由 式 (2.5.20) 所 示 的 正 交 性 质 外 , 还 有 在 如 下 意义 上 的 正 交 性 
信 , 仅 一 有 0 一 0 或 六 


立 "7oCeDTs(oa -1W/2 mm-m 但 0 或 丰 6. 加 
0， 亿 天 几 
(mn<D) 


此 处 
mr 一 cos 末 有 一 0, 二 六 








下 表示 求 和 时 对 8=0 和 六 的 项 取 半 ( 即 乘 以 1/2)。 
切 比 雪夫 多 项 式 的 不 定 积 分 是 切 比 雪 夫 多 项 式 本 身 的 线性 组 合 , 即 有 ; 


| mlojdz=2(o+i 
| Coaz= 王 Ts 人) - 工 一 1<z<1(2.6.6) 


相 写 工 人 (2Z) 二 了 1(2) | 如 一 开 
用 RN 
证 明 对 于 % 一 0， 二 不 难 分 别 验证 。 对 于 儿 盖 1 我 们 有 
| 有 Co)az=| os(neos-z)dz- -| cosngsingdg 


-[ee+D0_ em-D| 


多 十 工 名 一 工 
HZ) 和 (oO\、 (一 Te (一 了 " 
可 1 人 )+ 二 | 多 一 工 名 十 工 ] 


(2) 对 于 任何 [一 b 切 上 的 有 界 变 差 的 连续 函数 7(z)， 可 以 展 成 一 致 收敛 的 切 比 雪夫 
多 项 式 的 级 数 
(zc) =- 于 4o7a() 十 4 (z) 十 4a7a(z) 十 … (2.6.7) 
式 中 Tr(z) (一 0, 1 …) 是 切 比 雪 夫 多 项 式 ,而 系数 4 利用 正 交 关 系 式 (2.5.20) 容易 得 到 


J (oz) 区 本 
4 三 六 2 we- 宇 人 Jeosb)eos1bag -0 …) (2.6.8) 


当天 足够 大 时 ,这 些 系数 4z 直 一 0,， 贡 ， …) 至 少 按 1 的 速度 下 降 趋 于 零 。 并 且 ， 如 果 
Jo) 在 [一 二 刁 上 存在 连续 的 ”> 阶 导数 , 则 当 丰 足够 大 时 ，4sx 将 按 刀 -2 的 下 降 速度 趋 于 
零 ; 如 果 jz) 在 一 包含 实 轴 段 [一 二 妖 的 区 域 上 解析 ， 则 4 将 按 e- 汪 (< 是 某 个 >0 的 数 /) 
的 下 降 速 度 趋 于 零 。 

如 果 取 级 数 (2.6.7) 的 部 分 和 作为 


丰 (o) 8， (2) 一 志 2 4 二 4a05(2) 十 … 十 4 (z) (2.6.9) 
这 个 部 分 和 是 -- 次 数 委 六 的 多 项 式 ， es 六 次 多 项 式 Pr (z) 中 使 偏差 
max |7(z) 一 Prw (| 为 最 小 的 F(a) 的 最 优 到 近 多 项 式 。 


现在 回 到 所 要 介绍 的 用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 。 
”不 失 一 般 性 ， 假 定式 (3.6. 了 中 的 积分 区 间 [o, 幻 是 [一 二 匡 。 因 为 对 于 任何 的 区 间 
[ww 妇 , 我 们 总 可 以 施 以 积分 变量 的 线性 变换 , 将 区 间 变 到 [一 二 妇 。 
用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 是 将 被 积 函 数 太 2) 展 成 切 氏 级 数 , 然后 取 级 数 的 部 分 和 


Suv(o) -于 4 十 4( 人 十 …… 十 4 人 g) (2.6.10) 


en 通常 是 采用 Sr(z) 的 一 种 近似 式 : 


(er) 人 淄 十 aa(o) 十 … -二 ay 人) es -人 PN(Z) (2.6. 二 ) 
其 中 系数 才 (7 一 0， 和 ”9 RE 
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_2 So 短 ) oo 4 

ww- 斑 色 F(eos 条 ) oos 世 (2.6.12) 
此 处 符号 3' 才 示 对 7=0 和 六 的 项 取 半 ( 即 乘 以 12)。 这 个 近似 式 避 (c)， 事 实 上 是 以 

帮 一 00S 条 (7 一 0, 1，…， 刀 ) 
为 结 点 的 了 (2z) 的 插值 多 项 式 。 人 SC2， 6.12) 利 用 正 交 关系 (2.6.5) 即 可 导出。 

关于 系数 wx 与 如 的 差别 , 可 以 将 (2.6.7) 代 入 (2.6.12)， 再 利用 正 交 关 系 (2.6.5) 并 注 

意 到 C0S < 一 人 (2)， Toowar (or) 一 人 (2) (2 一 省 2， ph)， 可 得 到 


mr- 艺 习 4 有 (oj) 1(O) 一 4 十 4 5 十 4 十 4 十 44rsz 十 … (2.6.13)… 

此 处 之 表示 对 4=0 的 项 取 半 。 因 此 , 若 六 取得 充分 大 , 且 系 数 4o，4i, … 是 迅速 地 下 降 ， 
则 Sw @) 将 非常 近似 于 Sw(z), 从 而 可 以 用 它 作为 fc) 的 近似 式 。 

对 (2.6.11L) 式 逐 项 进行 积分 。 应 用 关系 式 (2.6.6)， 便 得 到 jz) 的 不 定 积分 的 近似 表 


| 站 (四 忆 Tr to) 三 香 +DmaO) 十 : 0 


此 处 局 (2.6.14) 
及 一 2) 


jo 一 2 (及 一 2 十 加 一 … 十 (一 切 222r 十 (一 芒 zbro) 
其 中 az(8 一 0， 十， 9 太 ) 出 (2. 6.19) 给 出 ,但 CT 取 其 半 ， 即 取 GN/2， 而 GN+1 一 GN+3 一 0， 这 就 
是 用 切 氏 级 数 展开 积分 法 的 计算 公式 。 


和 Try (o) 一 总 pm) 的 计算 , 可 以 利用 递 推 关系 式 : 
一 200x41 一 Cx+3 十 05 8 一 太 二 1， 六， 1 0) | (2.6.15) 
2 
依次 算出 数 cvw+l， cy，…，cm 然后 便 可 得 积 分 值 Tw(2) 为 
Try (2) -于 (o- ca) (2.6.16) 
这 个 结果 是 不 难 证 实 的 ,只 要 将 关系 式 (2， 6. 巧 ) 代 入 积分 公式 (2.6.14), 并 利用 切 比 雪夫 多 


项 式 的 递 推 关系 (2.6.3) 即 可 得 到 。 
关于 积分 公式 (2.6.14) 的 误差, 就 < 一 工 人 即 考虑 


及-| foaz-| 人 om) 
将 fo 代入 它 的 切 比 雪夫 展 式 , 经 整理 后 可 得 
态 = 品 Ch- 四 | maot( 4 这 ) 和 人 各 + 加 各 六 ma 
有 风光 人 6.6) 和 (2.6， -， 和 是 偶数 以 及 4sx 和 4sx 后 的 系数 可 忽 呈 , 册 


『 dsv_axp 十 4sv 3X 局 x+sz 
古 /一 4- 2 人 (2.6.17) 


因为 对 于 任何 一 致 收敛 的 切 比 雪夫 级 数 , 其 系数 4x 满足 不 等 式 
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14j< 笃 ， 当 > 时 (2.6.18) 


此 处 or 是 与 天 无 关 的 常数 。 因 此 有 


1 1 六 4 刀 
| 一 之 | 一 一 一 十 全 一 记 
44 站 CT TD)- 了- 矶 < 入 人 条) 0 


将 此 不 等 式 用 于 式 (2.6.17), 则 得 
1 妇 2 1T/ 4 
| 可 1<w 款 + 记 -了 而 一 工 广 (0+ 郑 ) 


2 二 乡 分 1 473 20y 
-二 -7 了 TD+SNs 外 FT -和 村 < 谷 (2.6.19) 


这 就 是 说 ， 当 系数 xs (>3N) 可 忽略 ， 并 且 在 4rys 与 4ay 之 间 的 系数 满足 不 等 式 
| 4 | 二 爷 ， 那 末 就 有 | 妃 r| <-2-。 因 此 可 以 用 2|4v| -|ox| 作 为 了 y 的 粗略 估计 ， 为 保 
险 起 见 ， 21ax_s| 21cy si| 、|ox| 中 最 大 的 一 个 作为 误差 | 了 | 的 一 种 
估计 。 
在 上 面 的 误差 估计 中 ,我 们 用 的 条 件 (2.6.18) 是 对 于 坏 性 态 的 函数 ( 即 其 切 氏 展 式 的 系 


数 是 缓慢 下 降 的 ) 来 假设 的 。 因 此 对 于 好 性 态 的 函数 ( 即 其 切 氏 展 式 的 系数 是 快速 下 降 的 )， 
这 个 估计 是 过 于 保守 的 。 对 于 好 性 态 的 函数 ,不 难 知道 级 数 


2 直 (Lo)dz= 习 Bima 人 o) 





亦 是 快速 收敛 的 ,并 且 
袜 8 (2) 久 Bim (2) 


因此 可 以 用 相 邻 三 个 系数 ra| bw-4s| 、7|pw-j、|15x| 中 最 大 的 一 个 作为 误差 可 的 一 种 估 
计 , 此 处 0<r< 寺 是 加 权 系 数 ,可 取 =-1/8。 

对 于 不 定 积分 的 误差 估计 也 是 类 似 的 。 所 不 同 的 是 , 此 时 所 有 的 如 (=0, 二 2， 
数 都 存在 。 因 此 , 在 慢 速 收敛 的 情况 , 可 取 max(2|or-s|，21aw_:| ，|ex|) 作 为 误差 估计 ; 在 
快速 收敛 的 情况 , 可 取 max(ra| Dw-s| ,7|2w-i|，|5z 上 ) 作 为 误差 估计 。 

关于 积分 公式 (2.6. 和 中 项 数 的 确定 ,在 有 了 这 些 误 差 估 计 后 , 我 们 就 可 以 在 计算 过 
程 中 , 按 如 下 的 原则 自动 确定 之 。 

开始 取 太一 汪 对 于 取 定 的 叉 数 ,在 点 必 一 二 =0, 1, …, 太 ) 上 计算 jc) 值 ， 然 
后 按 公式 (2.6.12) 和 (2.6.14) 计算 系数 wx 和 了 及 (=0, 1 …，N) 。 如 果 有 

max (rs| px_s|， 95- ，|2r|)<s 《〈 对 好 性 态 的 函数 》 
或 
raax(2|axy-~3| ， 2|cxr-i|， |av|l)<e 《对 坏 性 态 的 函数 ) 
此 处 s 是 允许 误差 , 则 认为 此 时 的 六 已 足够 了 。 否 则 将 六 加 倍 , 即 了 到 2, 重复 上 过 程 。 此 


时 的 mw=oos -和 (Cj=0, -2N) 是 在 上 一 次 的 本 点 列 上 加 密 ， 因 此 前 面 算出 的 函数 值 


仍然 可 以 再 利用 。 
用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 , 当 用 于 定 积分 计算 时 也 是 一 种 效率 比较 高 的 方法 , 它 的 代数 
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准确 度 比 W 次 要 高 ,并 且 从 计算 效果 看 , 其 误差 通常 与 高 斯 型 积分 公式 的 误差 相近 。 

上 面 我 们 介绍 了 几 种 数值 积分 法 。 从 使 用 效果 上 看 , 这 些 方法 究竟 股 种 为 好 ?要 笼统 回 
答 这 个 问题 是 比较 困难 的 。 因 为 它们 的 计算 效果 依 惹 于 被 积 函 数 的 性 态 (如 函数 的 光滑 性 ， 
以 及 各 阶 导数 随 阶 数 增高 时 的 量 级 变化 等 ) 。 一 种 积分 方法 对 于 不 同性 态 的 被 积 函数 , 得 到 
的 计算 效果 是 不 同 的 。 因 此 对 于 不 0 有 时 是 这 种 方法 比较 好 , 有 时 又 是 天 


一 种 方法 比较 好 。 例 如 ， 在 计算 积分 |。 时 , 龙 勃 方法 比 辛 浦 生 方法 优越 得 


9 5 2 
多 ( 见 下 玫 )。 但 在 计算 | ,cao 时 , 因 其 被 积 函数 的 导数 在 “= 0 处 存在 奇异 性 , 故此 时 辛 清 
生 方法 反比 龙 过 方 法 的 效果 为 好 。 









积 分 





二 1.1546288 
枚 Re 1.1547005 0 
















0.66653263 


0.66666633 


因此 ,在 作 方法 选择 时 , 需 针 对 具体 情况 作 具 体 的 分 析 。 

梯形 和 辛 浦 生 方法 是 两 种 低 精度 的 方法 , 但 对 于 光滑 性 差 的 被 积 函数 , 有 时 比 使 用 其 他 
高 精度 方法 的 效果 要 好 一 些 。 尤 其 是 梯形 方法 对 于 周期 的 被 积 函数 具有 特殊 好 的 效果 ( 见 
82.7)。 

下 面 我 们 主要 对 其 他 三 种 方法 ， 即 高 斯 - 勤 让 德 积分 法 、 龙 勃 方法 以 及 用 切 氏 级 数 展 开 
的 积分 法 , 在 准确 性、 稳定 性 以 及 使 用 方便 性 等 几 方面 作 一 些 粗 略 的 分 析 和 比较 。 

(了 方法 的 准确 度 ， 即 在 一 定 的 工作 量 ( 计 算 被 积 函 数 的 数目 ) 上 ， 由 方法 产生 的 积分 
近似 所 具有 的 准确 度 。 

关于 方法 准确 度 的 一 种 度量 是 考察 其 公式 的 裁 断 误差。 对 于 具有 六 = 入 二 1( 是正 整 
数 ) 形 状 的 结 点 数 , 三 个 公式 的 截断 误差 或 其 估 式 分 别 是 : 

高 斯 - 勤 让 德 公式 的 截断 误差 ( 见 公式 (2.5.17)): 


rr -| -7 (2) - 立 cf oa eratra(E) 一 之 < 


龙 吉方 法 ( 取 主 对 角 线 序列 时 ) 的 截断 误差 (参见 资料 [ 门 、[8]) 
西 -To 一 | Ji ETJfor2G -1<6<1 


歼 -3(28 二 2 
式 中 Bass 是 贝 努 利 常 数 。 
上 卫生 基于 和 和 汐 罗 和 全 本 全 二 下 ee 


1 7Gaz- 训 oO 本 本 Ta ye 人 


如 果 可 以 不 考虑 在 截断 误差 中 高 阶 导 数 部 分 的 作用 ， 那 末 就 可 以 单 从 其 系数 部 分 的 大 
小 来 进行 比较 。 在 [8] 中 , 对 高 斯 - 勤 让 德 和 龙 勃 方法 作 了 这 方面 的 比较 ,并 发 现 高 斯 - 勤 让 
德 积分 公式 在 这 点 上 是 优 于 龙 勃 方法 的 。 例 如 , 对 六 = 65, 龙 勃 方法 的 截断 误差 的 系数 部 分 


0.66665866 





由 运 
| ,sa 0.66666667 


0.66666655 
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为 0.8693x10-s 而 高 斯 - 勒 让 德 公式 在 轴 = 64 时 其 截断 误差 的 系数 部 分 已 为 0.3x10…。 
在 文中 还 从 一 个 例子 的 计算 中 表明 了 , 采用 10 点 的 高 斯 - 勒 让 德 公式 和 65 点 的 龙 勃 方法 的 
精度 差不多 。 

用 切 氏 级 数 展 开 的 积分 法 , 从 其 误差 估 式 看 , 其 系数 部 分 是 优 于 龙 支 方法 的 。 

自然 这 种 比较 并 不 适合 所 有 的 情况 , 因为 有 时 高 阶 导数 部 分 也 会 起 很 大 的 影响 。 这 三 
个 误差 公式 具有 不 同 阶 的 高 阶 导数 ,其 中 高 斯 - 勒 让 德 公式 的 阶 数 最 高 。 因 此 当 遇 导数 量 人 
随 阶 数 增高 而 增长 的 情况 时 ， 它 在 这 方面 又 最 不 利 。 此 时 它们 的 误差 就 可 能 与 上 述 结论 不 
符 了 。 和 
在 [1 中 , 对 此 三 种 方法 作 了 很 多 试 算 例子 的 比较 。 从 这 些 例子 来 看 ， 高 斯 - 勤 让 德 公 
式 的 精度 最 高 ; 用 切 氏 级 数 展 开 的 积分 法 与 高 斯 - 勤 让 德 公式 的 精度 相近 (对 好 性 态 和 坏 性 
态 的 函数 均 如 此 ); 对 好 性 态 的 函数 , 用 切 氏 级 数 展 开 的 积分 法 优 于 龙 勃 方法 。 

(2) 方法 的 稳定 性 ”因为 我 们 的 计算 是 有 尽数 位 的 计算 ， 计 算 结 果 的 准确 度 除 了 与 积 
分 公式 准确 度 有 关外 ,还 与 方法 的 稳定 性 即 含 入 误差 的 影响 有 关 。 如 果 我 们 把 积分 方法 的 

算式 写成 如 下 形式 的 积分 公式 


| 7oaas 了 ,joy) 


式 中 必 是 结 点 ; 酌 , 是 积分 系数 。 如 果 这 些 系数 矶 ,都 具有 相同 符号 并 且 量 级 相近 ， 那 末 这 
”种 积分 公式 的 稳定 性 就 比较 好 。 在 龙 勃 方法 中 这 些 系数 都 是 非 负 的 ,并 且 可 以 证 明 , 其 相互 
间 在 数量 上 的 差别 不 超过 三 倍 。 高 斯 - 勤 让 德 积分 公式 的 系数 都 是 正 的 , 但 其 量 级 上 的 差别 
比较 大 ( 见 本 章 的 附 表 一 )。 用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 , 它 的 积分 系数 亦 都 是 正 的 , 且 对 任何 
信 均 有 0< 酚 ;<20= 二 2 …， 六 ) (参考 [10]), 但 其 量 级 上 的 差别 还 是 存在 的 ,因此 从 稳定 
性 角度 看 , 龙 勃 方法 比较 好 。 

(3) 方法 使 用 的 方便 性 ” 龙 勃 方法 的 算法 比较 简单 ， 并 且 当 加 密 点 列 作 提高 积分 近似 
度 的 计算 时 , 前 面 计算 过 的 函数 值 可 全 部 沿用 , 而 这 部 分 工作 占 了 总 工作 量 的 一 半 。 用 切 氏 
级 数 展开 积分 法 亦 具 有 此 种 性 质 , 但 其 计算 方法 比 龙 勃 方法 稍 复杂 一 些 。 这 两 种 方法 都 能 
方便 地 得 到 积分 的 近似 值 序列 , 并 存在 比较 简单 的 误差 估算 法 。 除 此 , 龙 勃 方法 还 有 另 一 方 
便 性 , 因 它 同时 得 到 若干 个 积分 序列 , 特别 是 得 到 梯形 和 辛 浦 生 序列 。 如 果 在 作 收敛 性 控制 
时 则 时 检验 主 对 角 线 序列 和 梯形 、 辛 浦 生 序列 , 那 末 对 于 不 同性 态 的 函数 就 可 以 用 其 中 最 快 
的 收敛 序列 来 逼近 积分 值 。 

高 斯 - 勤 让 德 公式 在 这 些 方面 刚好 是 它 的 弱点 。 因 为 它 的 结 点 是 不 规则 的 , 当 结 后 数 食 
增加 时 ， 前 面 计算 的 函数 值 完 全 不 能 被 后 面 利 用 。 并 且 在 使 用 中 ， 需 预先 存 入 一 串 不 同 太 
值 的 结 点 值 和 积分 系数 表 , 或 者 需 通过 比较 复杂 的 计算 来 形成 它们 。 因此 在 逐步 逼近 积分 
( 即 逐 步 增加 结 点 数 刀 ) 的 计算 过 程 中 不 如 前 两 种 方法 方便 。 


$ 2.7 在 离散 点 上 给 出 函数 的 积分 ,平均 扫 物 插值 法 


前 面 介绍 的 几 种 积分 法 , 其 积分 坐标 点 的 选取 不 是 随意 的 它 或 者 要 求 取 等 距 结 点 , 或 
者 要 求 取 某 些 特定 的 结 点 。 因此 , 如 果 被 积 函数 不 是 用 公式 给 出 的 函数 , 而 是 用 实验 或 测量 
得 到 的 一 串 数 据 , 即 我 们 只 知道 被 积 函数 在 若干 离散 点 mi， za …， ms 上 的 数值 , 那 末 , 这 些 
方法 就 无 法 使 用 了 。 因 为 这 些 实验 (或 测量 ) 点 wm(t 一 二 2 …， 风 不 一 定 是 等 距 的 ， 也 不 会 





从 好 洲 在 那些 特定 点 上 。 

对 于 这 种 在 离散 点 上 给 出 量 值 的 函数 ， 可 以 采用 分 段 插值 法 来 计算 它 的 积分 。 下 面 介 
绍 其 中 一 种 ， 这 个 方法 是 在 被 积 函数 的 抛物 插值 和 平均 的 平滑 处 理 基础 上 构造 的 ， 现 将 方 
法 叙述 如 下 : 

设 被 积 函 数 /四 是 一 在 下 列 离散 点 上 给 出 量 值 的 函数 。 

2 00 人 Op-t Or 

上 Ja 友 J 轧 -: 户 
此 处 坐标 点 % 有 

0 一 20<21<…<2_1<0 一 已 


计算 积分 工 -| 7(a)az 的 平均 抛物 插值 法 ， 就 是 在 每 个 小 区 段 [ww mi] 上 ， 通 过 点 


(2i-1， jn 、(0o 六 号 (is js) 作 二 次 抛物 线 
卫 (x; Ti-1，0i li) 一 ai02 十 DZ 十 6 


. 并 通过 点 (zs 太 ) (cs 7 太 1)、 (Cer9， Ja) 作 二 次 抛物 线 


卫 (o; 26， 0 0i59) 一 0ir122 十 DZ 十 cd 
取 其 平均 值 , 得 
Pi(oO) = 到 [P(w 0i-4，0， 0 十 已 (oi oOtrd， 02t9)] 
以 此 二 次 函数 已 (四 来 近似 于 函数 jc)， 并 以 天 的 在 小 区 间 [zi zs] 上 的 积分 来 近似 于 
J(w) 的 积分 , 即 
敬 和 aa Pa dz- 王 | [Pr 0 0 .01) 十 忆 (oi or ao 

















(2.7. 轧 
利用 拉 格 朗 日 公式 , 且 令 
轧 一 or 一 必 
0 一 /ji (2.7.2) 
和 一 ji/ js 
可 写 出 己 (oi oo 0 ， 卫 (2 oil oa) 的 表达 式 
了 (ci oat WO41 一 天 ( 生 ) 一 (十 大 (二 鱼 )+ 太 (2.7.3) 
式 中 
和 oa (2.7.4) 
了 (人 Qi NtH1) 0i 细 =- 已 ( ) 一 (已 十 广 一 疡 TD) ( 二 )+ (2.7.5) 
式 中 
已 一 于 = 一 一 思 一 josa + 了 Js 呈 (2.7.6) 


不 难 写 出 它们 在 区 间 [2:， wstl 上 的 积分 
人 Per 0i-1，01 aas0Ddz 一 全 (8 二 fr 一 葬 





人 mmmerr rr 一 一 一 一 一 一 
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|Pe 入 ，0i+1， aadz= 从 (Bi+3fa 一 到 
于 是 得 





位 Pa)dz= 全 (3f Taoa- 2 ) Ci-1 2 .09 (2.7.7 
对 于 第 一 和 最 后 一 个 小 区 间 上 的 积分 ,不 作 平 滑 处 理 , 而 用 





人 Prmo mo 同 e=- 全 BR+ 纺 一 刷 ) (2.7.8) 
全 卫 (c; In 一 2，0n-1， 5 证 (31 :二 317 一 了 -1) (2.7.9) 

将 这 些小 区 间 上 的 积分 相 加 起 来 ， ga 
人 ran< 开 -二 呈 (af+ajoa 瑟 到) (2.7.10) 


此 处 Po 天 由 式 (2.7. 委 和 (2.7.6) 0 To 一 有 io， 忆 -一 Trio 
若 积分 下 限 4 不 是 落 在 给 定 的 坐标 点 m% 上 , 则 有 二 种 情形 : 
(人 车 wm<a<zeapb 而 TSi<m 一 2 则 在 小 区 间 [c，w+: 习 上 的 积分 采用 近似 式 


多 64 
| 和 Caz< 末 | EP (wo 0 04 切 十 已 (0 0 Or 0 有] dz 
-(an+g-- 芭 中 ) 


-有 [+ 本 ) -3 生 全 十 乓 
(2.7.1) 











(2) 若 m<a< 必 或 ao<oo, 则 在 小 区 间 [a, cq] 上 的 积分 采用 近似 式 
[oaos 六 Po mo mm 


=- 章 Gh+ 咏 -B) 


-2 和 [ap (合生 ) -3 (+ 记 - 朋 (人生 于 )+6] .7.1 


若 令 Zo= Bi， 则 可 将 式 (2.7.12) 统 一 成 式 (2.7. 革 ) 。 
类 似 地 , 若 积分 上 限 5 不 落 在 坐标 点 ze 上 , 这 时 亦 分 两 种 情形 : 
(中 mw<2<zrau 而 TS<t<n 一 2 则 在 小 区 间 [zo。 妇 上 的 积分 采用 近似 式 


| 7oaz= 到 | [Peace mw moD+PGsm ou ona]az 
-arm ( 导 2) -人 (本 t- 和 (Jan] 
(2.7.13) 











(2) z-:<0<o 或 内 <0， 则 在 小 区 间 [x,- 妇 上 的 积分 采用 近似 式 
| yazs| Peie-o oro ma 


(2.7.14) 





若 令 已 -+ 一 Jr-b 则 式 (2.7.14) 可 统一 成 式 (2.7.13)。 


$ 2.8 周期 函数 的 积分 
设 jc) 是 一 周期 为 ; 的 连续 函数 , 要 求 计 算 J (2) 在 其 一 个 周期 上 的 积分 。 由 于 函数 的 


周期 性 ， 其 积分 值 工 与 积分 区 间 位 置 的 选择 是 无 关 的 。 任何 长 度 为 了 的 区 闻 {w 刀 均 可 取 
为 积分 区 间 ， 这 电 有 


TI-| fo)az (0-a= 
这 也 就 是 说 , 对 于 积分 区 间 的 任何 位 移 , 其 积分 值 是 不 变 的 。 
鉴于 周期 函数 的 这 一 性 质 , 自然 希望 选择 的 数值 积分 公式 亦 具 有 这 种 位 移 不 变性 , 即 当 
积分 区 间作 任何 位 移 时 ,积分 近似 式 不 变 。 下 面 来 考察 一 下 这 样 的 积分 公式 的 特点 。 
设 我 们 取 等 距 结 点 的 积分 公式 ， 
T- 人 7(GJazsTof(g) 十 本 :e+ 内 十 十 卫 。aF(e 十 甸 瑟 同 二 本 oO) 
- (Jo 本 fa) 二 Wife 十 同 十 十 权 ，if(eTO-D 有 内 ，  @.8. 
式 中 2 一 一刻 加 一 0/ 办 夯 o 肌 1， …， 且 ,是 积分 系数 。 在 等 式 中 应 用 了 函数 的 周期 性 。 若 
将 积分 区 间 右 移 一 包 则 得 
TI- 人 7(o)az= Tof(a+ 及 十 … 十 卫 。af(a+ (一世 同 十 醇 c7 全 十 oO 二 月 


=- ( 厂 。 十 琴 ,)7(c 二 及 十 … 十 厂 。sj(e+ (一 肋 十 刺 ,，-:F(a) .8 
近似 式 (2.8.1) 和 (2.8. 见 左 端的 积分 是 相等 的 。 若 要 求 它们 右 端 的 积分 近似 亦 相同 , 则 比 
较 上 两 式 即 可 得 


丈 o+ 克 。 过 丈 ， 厂 : 一 克 。 十 克 ， 丙 : 一 殉 :， ”5 帮 。: 一 帮 。， 
由 此 知 , 当 积分 系数 具有 关系 
本 .十 克 ,= 一 友 := 琴 : 一 条 全 全 克 ,，s 栈 ,_、 (2 .8 。 3) 


时 , 积分 公式 (2.8. 卫 便 具 有 上 述 的 位 移 不 变性 。 

我 们 知道 梯形 积分 公式 的 积分 系数 是 满足 条 件 (2.8.3) 的 ， 因此 ， -应 用 梯形 公式 来 计算 
周期 函数 在 其 一 个 周期 上 的 积分 , 当 积分 区 间作 任何 位 移 时 ,都 将 给 出 相同 的 积分 近似 式 ， 
且 有 

1 工 
IT- | .fo)dzsj [到 Jo) 上 Ja 内 二 二 Fo+(n- 汪 及 十 于] 
一 允 7(a) 十 fa 十 且 十 … 二 Fa 二 On 一 了 区] 
实际 上 化 成 了 简单 的 矩形 公式 。 

梯形 公式 用 于 周期 函数 ， 不 仅 有 具有 这 种 合理 性 和 简单 性 ， 而 且 在 精确 度 上 效果 也 格外 
好 , 其 精确 性 远 比 式 (2.1. 姜 ) 给 出 的 估计 要 好 得 多 。 事 实 上 可 以 证 明 ( 可 见 []): 

设 jw) 是 具有 以 下 性 质 的 函数 : 

(GD fc) 在 [w, 妇 上 存在 中 二 工 阶 连 续 导数 ,上 且 在 [w, 如 上 有 | fewb(c) | sa 

@) 车 刀 (@) 一 普 (ja) = (7etrD(o) 一 oroG6), 风 对 积分 | fc) ar 应 
用 梯形 公式 
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Tv 一 玛 jc) 十 Fe 十 六 十 … 十 (c++ (mn 一 力 办 十 去 3] h= 2 反 。 
将 有 误差 佑 计 式 





上 roe-ojs 襄 .8.4 
式 中 2 上 +2 oo 
5 2 忆 寺 0 辣 六 em (2.8.5) 


(2m 分 矿 十 二 有 


因此 当 周 期 函数 足够 光滑 时 , 即 具 有 足够 高 阶 的 导数 时 , 将 有 非常 高 阶 的 误差 估 式 。 


8 2.9 奇异 积分 ,不 连续 的 被 积 函数 
前 面 介绍 的 几 种 数值 积分 法 ， 其 误差 估计 都 是 在 被 积 函 数 及 其 若 于 阶 导数 为 连续 的 假 
定 下 作出 的 。 因 此 , 如 果 被 积 函数 不 满足 这 些 条 件 , 那 末 在 使 用 这 些 积分 公式 时 , 其 误差 将 
有 可 能 比 估计 式 所 指出 的 要 大 得 多 ; 在 某 些 情 况 下 , 甚至 根本 不 能 作为 积分 近似 。 因 此 一 般 
需 作 适当 的 处 理 , 方 能 获得 满意 的 结果 。 
2.9.1 存在 有 限 个 间断 点 的 有 界 的 被 积 函 数 
如 果 有 界 的 被 积 函 数 yw) 在 积分 区 间 [o, 习 上 存在 若干 个 间断 点 ， 璧 如 说 存在 一 个 间 
斯 点 ,位 于 z=c(c<e< 妨 上 , 那 末 我 们 可 以 用 间断 点 分 割 积 分 区 间 , 写 出 积分 . 
| raz-| rae+| oaz (2.9.1) 


和 如果) 在 区 间 [o, o], [c, 如 上 存在 尾 够 高 阶 的 连续 导数 ， 则 右 端的 两 个 积分 可 以 用 任何 
一 种 积分 法 来 近似 到 所 要 的 精度 。 
如 果 被 积 函数 是 连续 的 ， 但 基 基 个 低 了 导数 有 -不 连续 上 则 亦 可 用 类 似 的 办 法 处 理 。 


2.9.2 无 界 的 被 积 函 数 

设 积分 | .7(a)da 当 -ya 时 7(a) ->co。 如 果 极 限 lim | 7(z)dz 存在 ， 则 称 此 积分 
存在 , 且 定 义 为 
| ru-m「 row ， 


对 于 (zc) 在 积分 上 限 处 为 无 界 的 情形 , 其 定义 和 处 理 方法 都 是 类 似 的 。 因 此 我 们 仅 就 
一 种 情形 进行 讨论 。 

这 类 奇异 积分 ， 有 时 可 以 采用 变量 的 变换 ， 或 者 采用 分 部 积分 法 ,将 它 化 为 正常 积分 。 
例如 ， 
例 I 积分 


| 有 (Z)dx， mwZ2 
其 中 Je) 在 [0, 本 上 连续 , 则 可 施 以 如 =z 的 变量 变换 , 将 积分 化 为 正常 积分 
| 了 (加 -30 
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例 2 积分 





1 cogs 2 
1 芝 w 


， 则 可 以 通过 分 部 积分 后 ,得 ， 


| 7 dr=2wWVz 全 -2 | Vzsnoaa 
这 样 就 化 为 对 函数 /wsin z 的 积分 。 它 在 [0, 世 上 已 无 奇异 点 (但 有 一 无 界 的 导数 的 点 )。 

如 果 不 能 通过 类 似 的 数学 演化 工作 来 消除 它 的 奇异 性 ， 那 末 便 需 在 积分 计算 中 进行 适 
当 的 处 理 , 或 者 采用 特殊 的 积分 方法 。 下 面 提 供 几 种 这 样 的 方法 。 

一 、 区 间 的 截 去 

适当 地 选取 小 数 使 得 在 小 区 间 [c，c 十 人 上 的 积分 值 处 在 允许 的 误差 范围 之 内 , 即 有 


上 ”7Goazl<s 





那 末 就 可 计算 正常 积分 
Po 
来 近似 在 全 区 间 上 的 积分 。 
例如 , 计算 积分 
人 2 而 
太 上 0 


其 中 g(o) 在 [0, 要 上 连续 , 且 满 足 lg(z)| < 了 
因为 在 [0, 切 上 , 吐 < 号 则 有 














0(0 < 工 
因此 
[< 拖 生 - 
2 二 寺 9 2 到 
由 此 得 到 , 对 于 10-3 的 精度 要 求 ， 可 取 S<102 由 计算 在 [9, 力 上 的 正常 积分 来 得 到 所 要 
的 积分 值 。 


二 、 分 项 法 
为 易于 说 明 起 见 , 假定 积分 具有 如 下 的 形式 ; 
CC 一 a)“fz)dz (〔( 一 <o 和 0) 
在 "一 ao 处 , 被 积 函 数 存在 一 奇异 点 , 但 (zc) 是 一 充分 光滑 的 函数 , 假定 它 存在 w+ 工 阶 的 连 
续 导数 , 则 可 以 写 为 
Fe) =g 人 ) 十 [Flz) 一 9(z)] 
式 中 
go -7 +) (一 四 十 十 大 (Go 
而 积分 
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| ec-or7G@az-| -oogG)an 外 (zc-o"[f(o) -gG]a 
右 端 的 第 一 个 积分 , 其 被 积 函数 
人 -ao 的 一 7 的 人 -ao4 产 国 如 aa- 二 万 Ce-om 
可 以 逐 项 求 出 其 积分 值 ; 右 端 的 第 二 个 积分 ， 其 被 积 函 数 在 [a, 如 上 已 无 奇异 性 ， 并 且 相当 
光滑 , 因此 可 以 利用 任何 一 种 求 积 公式 来 得 到 它 的 近似 值 。 
例如 计算 


人 





因为 
刀 0 失 0 志和 国 
co9 2 一 工 一 了 二 于 E 人 7 十 
我 们 可 取 其 若干 项 , 璧 如 取 二 项 , 可 得 积分 
cosz-1+ 豆 23 





一 2 一 喜 +|。 


5 0 
右 端 积分 的 被 积 函 数 在 [0, 菇 上 存在 连续 的 三 阶 导数 。 如 要 使 函数 更 光滑 些 ， 可 以 在 coaz 
的 展 式 中 再 多 取 几 项 。 
三 、 播 值 型 积分 公式 


将 奇异 的 被 积 函数 五 (分解 成 两 个 函数 的 乘积 
忆 (z) 一 殉 (z)Fc) 
使 奇异 性 全 部 集中 在 函数 矿 (ec) 中 , 而 .Fw 是 一 足够 光滑 的 函数 。 
在 [ec, 包 内 适当 选择 一 串 坐 标点 
00<21<0s<。…<<0a 


构造 积分 公式 
| yu- 祝 WoyG 
使 得 对 任何 m 次 多 项 式 是 准确 的 , 亦 即 有 
[ 机 (z) ~- 袜 丽 必 作 =0 二 


假设 这 ”十 工 个 方程 左 端的 积分 均 存 在 , 并且 可 以 具体 算出 它 拉 的 量 信 那 末 就 可 以 从 此 线 
性 方程 组 定 出 十 1 个 歼 , 值 , 而 得 到 计算 积分 的 近似 公式 。 
例如 计算 积分 


| .ca 
其 中 /ja) 在 [0, 匡 上 连续 。 我 们 取 8 个 坐标 点 ; mu 一 瑟 ， 四 = 号 ，m= 得 线性 方程 组 


:+a+s-| 到 do2 


机 ，，2， 本 
5 十 -人 十 广 ， | 00 了 
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1 _1 
歼 + 人 艇 。 十 歼 ， -| 2 2032dx 一 
9 9 0 





， 出 此 导出 积分 公式 


(二 (人 + 和 GD 
四 、 高 斯 型 积分 公式 
对 于 奇异 积分 常 可 应 用 高 斯 型 求 积 公式 来 解决 ,只 要 奇异 的 被 积 函数 玉 (z) 能 分 解 成 
F(o) =- 卫 (o)7 
其 中 刺 ( 内 是 一 固定 的 非 负 的 权 函 数 ,， 它 在 积分 区 间 [o, 妇 上 存在 一 个 或 几 个 奇异 点 , 并 且 


积分 | 机 (ce)oxaz(k 一 0  … 内 存在 。 而 了 (o) 是 一 足够 光滑 的 画 数 。 那 末 ， 可 以 按照 
2.3 介绍 的 方法 来 确定 积分 公式 的 结 点 和 系数 。 下 面 列举 厂 (z) 的 几 种 情形 , 
GD 栈 fo) = 人 -co 训 相 应 得 高 斯 - 切 比 雪夫 积分 公式 。 详 见 82.3。 
人) 本 Go) = GL- 罗 多 相应 得 积分 公式 
三 可 wat- 写 jl 
此 处 


一 克 
人 一 C08 表 : 一 一 一 一 Sin2 一 -一 - 他 


_ 
多 十 王 
截断 误差 为 

机 各 sj 的 -lctcl 
(it 奈 (o)= 嘻 (一 w 到 相应 得 积分 公式 


jy Tai- 由 my 


0 一 0093 





此 处 
2 一 土 和 _ 2m 
TITI， 加 上 IT 全 





截断 误差 为 
及 一 TS 人 0<: 上 < 
tv) 于 (o) = (1 一 世相 应 得 积分 公式 
| VE-of@)az- 六 了 ra 


此 处 
人 一 上 一 党 (条 是 2 十 工 次 勤 让 德 多 项 式 Zasa(2) 的 第 居 个 正 零点 )。 
本 :一 222 了 2n+1) 
式 中 
7 (2n+zN = 一 期 
本 2er+1) CI 驹 TIE] 是 2 十 1 点 高 斯 - 惑 让 德 公式 中 相应 于 结 点 失 的 系数 。 


截断 误差 为 
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24n+3[(2np 十 工 ) 1 国 ， 
人 CRT3[CnT 可 下 7 )( 引 0<E<l 


(w) 栈 人 ) = (tw 到 相 应 得 积分 公式 
| 过 my 
此 处 


人 一 一 党 (为 是 20 次 勒 让 德 多 项 式 Fas(z) 的 第 天 个 正 零点 ) 
了 一 2 有 gr) 


式 中 
28) 2 
琢 攻 一 DT 是 2 点 高 斯 - 勒 让 德 公 式 中 相应 于 结 点 困 的 系数 。 
截断 误差 为 
248+I L(2n) 器 ? 7 
及 -~ 页 TT Ta 加 是 jms 人 ) 0<<1I 
五 、 柯 西 主 值 的 数值 计算 


考虑 积分 | .7(z)dz， 假 定 jz) 在 zc(a<e< 动 的 邻 域内 无 界 。 此 时 的 积分 定义 有 机 
种 
已 如 果 积 分 


| Jodz 「 jz)az 存在 ， 即 如 果 极限 lm | Fo)adx， Im， (cz)dz 存在 , 则 








定义 
| raz- 7ac+ 人 fo)an 

(6) 如 果 极 限 
四 [yaurf yaa 


一 0 


存在 , 则 此 极限 称 为 定 积分 的 柯 西 主 值 , 目 记 为 忆 | 7(z)az。 

当 两 种 极限 都 存在 时 ， 这 两 种 定义 是 一 致 的 。 但 在 六 之 极限 不 存在 时 ,i) 之 极限 亦 有 
可 能 存在 。 

关于 柯 西 主 值 的 计算 , 可 以 利用 下 面 的 分 解 办 法 ,将 它 化 为 一 个 正 芝 积 分 或 者 化 为 在 积 
分 下 限 处 的 奇异 积分 。 

不 护 假定 0， 且 假定 计算 积分 

| Fan 
则 可 作 函 数 
9 的 一 豆 [7 一 (可 ]， 4 - 吉 [/ + 可 ] 


显 见 9(o) 是 一 奇 函 数 , 即 9( 一 轨 一 一 9 CD)i /(o) 是 一 偶 画 数 ， 即 凡 (一 四) 一 六 (oO ， 而 


jc)=g(G) 十 je) 
因此 


| fao+ 0 go)az+ 人 





7 了 1 
于 是 得 柯 西 主 值 
P| 7(o)az=2lin | 25)az= 中 .Ac)dz=| [7 + 下 ]az 

(a) 在 革 些 情况 下 可 能 已 无 奇异 性 ， 这 时 就 化 为 一 正常 积分 的 计算 ， 在 一 般 情况 下， 
jh(c) 在 z=0 处 存在 一 奇异 点 ,这 就 化 为 在 积分 下 限 处 的 奇异 积分 。 
$ 2.10 在 无 穿 区 间 上 的 积分 

在 实际 工作 中 , 我们 也 经 常 遇 见 在 无 穷 区 间 上 的 积分 ， 即 需 计算 积分 

人 me 或 | roaz 或 | Ja 

这 样 的 积分 是 由 正常 积分 的 极限 来 定义 的 。 

对 单 无 穷 区 间 上 的 积分 , 如 果 下 式 右 端的 极限 存在 , 则 定义 为 

Da-im| ra 


| ru-im| aa 
对 于 [一 co, co] 上 的 积分 , 有 两 种 定义 : 
GD 人 7oaz-| oaz+jyG)do 


一 co 


(2) 积分 的 柯 西 主 值 | ”f(a)az=lim| fo)az 


当 两 种 极限 都 存在 时 , 这 两 种 定义 是 一 致 的 。 但 在 (四 之 极限 不 存在 时 , (2) 之 极限 有 可 
能 存在 。 


下 面 就 积分 
| 7GDaa 
提供 几 种 处 理 方法 。 对 于 [一 co, 如 上 的 积分 ,其 处 理 是 类 似 的 。 
一 、 变 量 的 改变 


在 某 些 情况 下 , 可 以 通过 变量 变换 , 将 无 穷 区 间 上 的 积分 变 成 一 有 限 区 间 上 的 积分 。 


例如 令 =6-” 将 区 间 0<z<co 变 到 区 间 0<z< 而 积分 变 成 
Joe 


[crown 人 Ge3a 
二 、 无 穷 区 间 的 截 去 
适当 地 选择 一 数 3>a， 使 得 积分 | .7(z) dz 的 量 值 处 在 允许 的 误差 范围 之 内 ， 即 有 
| 人 Pa <8 
则 可 以 计算 有 限 区 间 上 的 积分 
| 7)az= | 7G)ar 
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来 近似 无 穷 区 间 上 的 积分 。 
例如 计算 
8 | ea 
因为 对 <> 有 吧 >jpo， 故 有 估 式 
| .az< | .ae 一 3 


对 于 4- 各 有 e-?/pr10-% 因此 对 于 10-7 的 精度 要 求 ,计算 积分 | ,o-“de 即 可 满足。 
三 、 高 斯 型 积分 公式 
高 斯 型 积分 公式 常 可 有 效 地 用 于 计算 无 穷 区 间 上 的 积分 。 可 以 建立 积分 公式 
ya 轧 Way 
把 Gazs 站 fm 


使 对 任何 2w- 工 次 多 项 式 是 正确 的 。 建立 公式 的 方法 可 见 8 2.4。 在 实际 中 经 常 使 用 的 有 
以 下 几 个 公式 ; 
(i 拉 盖 尔 (Laguerre) 公式 
相应 于 权 函 数 歼 (z) 一 6 其 公式 为 
| ea 富 Wsf 
此 处 坐标 内 从 = 也 …, 则 是 拉 盖 尔 多 项 式 
TO) (一 功 "ez 





中 WO 一 2 -18 全 
re ) 一 入 十 


不 
的 ”个 零点 , 而 系数 
以 汉 (1)20x 
, [Zoo 
公式 的 截断 误差 是 


也 -便条 7" 的 0<#<eo 


计算 拉 盖 尔 多 项 式 ， 可 以 采用 递 推 公式 
了 sa(O) 一 [一 (2 十 3)]Zsxi(z) 一 人 十 芒 27(z) 
Zo(2Z) 一 于 
Ja (2Z) 一 2 一 工 
(ii) 广义 拉 盖 尔 公 式 
相应 于 权 承 数 丽 (wo) 一 xxe 一 (a> 一 1 其 公式 为 
人 ea 富 Paym 

此 处 坐标 妈 (5 一 二 …， 中 是 广义 拉 盖 尔 多 项 式 

Z(z) 一 (一 or (vera6g-) 一 ze 十 … 


的 m 个 零点 ,系数 





7 
全 ,= %17 (人 十 w 十 于 ) 22 
”Co 
公式 的 截断 误差 是 


计算 广义 拉 盖 尔 多 项 式 , 可 以 采用 递 推 公式 
了 各 (oO) 一 [一 ax 一 (20 十 3)] 了 人 :(z) 一 (十 了 (十 a 十 1) To (z) 
了 (ww = 
了 (xz) 一 0 一 (十 二 ) 
(ii) 埃 尔 米 特 (Hermite) 公式 人 
相应 于 权 函 数 丈 (z) =e”， 其 公式 为 


| az 窒 wofo 
此 处 坐标 ( 人 = 二 …， 中) 是 埃 尔 米 特 多 项 式 
万 (oz) = (一 JTJ， 2 
的 ”个 零点 , 系数 


291T91AV 人 


1 
公式 的 截断 误差 是 


思量 和 Je 人 一 =<E<oo 


计算 埃 尔 米 特 多 项 式 可 以 采用 递 推 公式 
瓦 ,as(2) 一 2x 厅 (2) 一 3(4 十 蕊 五 (人 
五 o(z) 一 荆 
五 1 (2) 一 20 
关于 这 些 积分 公式 的 收敛 性 , 已 有 定理 证 明了 ， 
(a) 如 果 函 数 j(z) 当 2 充分 大 时 满足 不 等 式 
f@1<- 二 5 对 某 个 p>0(a> 一 
则 广义 拉 盖 尔 积分 公式 收 伍 到 积分 
lm Ton -| orzzzj(o)da 


位 一 oo 


( 拉 盖 尔 积分 公式 是 其 w=0 的 特殊 情形 ) 。 
(b) 如 果 函 数 了 2) 当 |5| 充 分 大 时 ， 满足 不 等 式 


HGO1<Rm 对 某 个 p>0 
则 埃 尔 米 特 积分 公式 收 全 到 积分 
lm 阅 if =- 人 eye 


四 、 柯 西 主 值 的 计算 
与 求 奇异 积分 柯 西 主 值 同样 的 分 解 方法 , 可 得 
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P 人 Jaz-2 CC +F(-9]az 


8$ 2.11 计算 重 积分 的 累 次 积分 法 
考虑 二 重 积分 
je dzdy (人 2.1.1) 


此 处 积分 域 忆 是 平面 上 的 一 个 有 界 域 。 常 见 的 有 如 下 二 种 区 域 : 

(了 和 z 和 8 coc 委 和 d 

(2 ea<z<D ec(z) 和 sd(z) 
此 处 co) 和 (2) 是 [ac, 如上 的 连续 函数 , 且 有 e(o) 委 Q@(2) 。 

对 于 任何 简单 的 平面 有 界 域 , 总 可 以 通过 区 域 的 适当 分 解 ， 化 为 若干 个 这 样 区 域 的 和 
因此 我 们 只 讨论 二 重 积分 


工 一 中 jc, g)dzay (2.11.9) 
22 
此 处 c(o),od(z) 是 [g,， 妇 上 的 连续 函数 , 亦 可 为 常数 , 旦 fj(z, 急 在 积分 域 上 假定 是 连续 的 。 
我 们 记 
g(o) = Je 幼 田 @.11.3) 
对 于 任何 固定 的 > 值 , 这 是 个 单 重 定 积分 , 因此 函数 9(z) 是 有 定义 的 , 且 根 据 c(z)、@(c) 及 
jc, g 几 的 连续 性 , 它 也 是 连续 的 。 于 是 积分 


TI-| .yaz (2.11.4) 
存在 。 因此 我 们 可 以 将 二 重 积分 (2. 革 .2) 化 为 累 次 积分 
I=| [ye 几 思 ]a (2.11.5) 


将 一 个 多 重 积分 化 为 累 次 积分 后 ， 任 何 前 面 介绍 的 求 单 重 积分 的 数值 积分 法 都 可 以 用 
来 求 一 多 重 积分 。 因 为 对 于 积分 式 (2.1L.4), 可 以 应 用 某 个 数值 积分 法 来 计算 它 的 量 值 , 即 
可 写成 


T=g (ol) (2.11.6) 
用 关系 式 (2.11.3) 代 入 后 ,有 
T< 袜 下 Fo 力 gy (2.11.7 
对 于 式 中 的 mw 个 定 积分 
9 (2 -| (co 切 吗 (2.11.8) 
我 们 亦 可 以 应 用 某 个 数值 积分 法 算出 它 的 量 值 
go 一 客 refoo 田 (2.11.9) 


以 此 代入 (2. 芯 .7) 式 ,于 是 得 积分 近似 式 





75 


T= 衬 这 Tof(es 则 2.11.10) 
《一 和 1 


对 于 三 重 积分 的 累 次 积分 法 亦 是 类 似 的 。 但 累 次 积分 法 仅 适 用 于 低 重 积分 。 对 于 高 重 
积分 , 由 于 工作 量 太 大 , 一 般 不 宜 使 用 。 


8 2.13 计算 高 重 积分 的 数论 网 格 法 
假设 要 计算 8 重 积分 
人 em ZX3，… 28) QZr， 人 doxs (2.12. 导 


此 处 积分 域 是 8 维 单位 超 立 方 体 。 对 于 一 般 的 积分 域 , 可 以 通过 域 的 分 解 和 变量 变换 , 化 为 
在 此 标准 域 上 的 积分 。 对 此 有 一 系列 的 数论 网 格 方法 。 本 节 仅 介绍 其 中 之 一 ;， 即 柯 洛 波 夫 
(Kopo6oB) 方 法 [本 。 
在 介绍 方法 之 前 , 先 定义 两 个 函数 类 : 
了 设 jJc 2) 在 及 维 超 立 方 体 
0 和 wm<1T (=1 2 …，8) (2.12.2) 
上 是 连续 的 。 且 设 ci， …，za) 对 每 个 变量 wm，xa，…，m 都 是 以 工 为 周期 的 周期 函数 。 
且 令 c(mi，…， mas) 表示 了 的 傅 里 叶 系数 , 即 


Jo mo= 辽 0 Y CU 98)exp[2mi(mzt01 十 … 十 isaa)] (2.12.3) 


- 人 1 1 Re - : 
CU 028) -| | (zi Ze)exp[ 一 2mm6(70i0O1 十 … 十 Ts28) ] 0 
(2.12.4) 


如 果 满 足 


|e(ooa，…，ms) 人 (2.12.5) 、 


此 处 IN 一 maX (4 | oo| ) (一 |， 2 六 )， 而 'x 是 大 于 工 的 实数 ， C 是 与 1， ”IT 无 关 的 常 
数 , 则 称 了 属于 琵 (o) 类 的 , 记 为 JEEE(o)。 


特别 在 w 为 整数 时 ， 具 有 连续 导数 - 纪 了 的 周期 函数 是 属于 了 8\o) 类 的 。 


5 
(2) 如 果 jw， …，zs) 在 单位 超 立 方 体 (2.12.2) 上 导数 . 
2 (0<n<saSs,0<m<soa) a 是 >1 的 整数 (2.12.6) 


存在 且 连 续 ， 并 且 有 界 C1， 则 称 帮 属于 五 $(ci) 类， 记 为 E 五 S(ca)。 
对 于 积分 (2.12. 了 ,考虑 到 积分 公式 


人 人 Fas docidos- 直 衬 f[E(， (人 一 玉 (2.12.7) 


此 处 点 集合 1 一 { (从 ，…，6s( 且 } 称 为 网 格 ; 召 是 积分 公式 的 截断 误差 。 

如 果 把 8 维 单位 超 立 方 体 分 成 了 一 个 相等 的 小 超 立 方 体 , 这 就 得 到 均匀 网 格 。 但 对 
于 本 (@ 类 中 的 函数 , 其 误差 估计 为 
五 -0 (RE < (2.12.8) 


由 此 看 出 ,对 于 均匀 网 格 , 随 着 积分 重 数 3 的 增加 , 其 准确 度 迅 速 地 下 降 。 因 此 为 了 提高 精 
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度 ,必须 采用 大 量 的 网 格 点 数 , 而 使 工作 量 增 大 到 无 法 容忍 的 程度 。 

利用 数论 网 格 , 可 以 克服 这 一 铅 点 , 可 以 证 明 ( 见 [5]): 

对 于 任何 素数 太 > 2， 存 在 整数 wu= am(N) 6 一 1 2 …，8)， 使 得 对 于 任何 户 E 梧 (o)， 
求 积 公式 


慑 本 0 aor= 广 1 学 全 | 学 用 + (2.12.9) 
有 误差 估 式 





B-o( 一 一 六 ) (2.12.10) 


Apa 
其 中 符号 { 好 表示 数 4 | 下 同 。 
具有 上 述 性 质 的 整数 gi，…， as 称 之 为 按 横 六 的 最 优 系数 。 而 点 集合 


1 C3 / 
二 
称 为 超 平行 六 面体 网 格 。 它 是 数论 网 格 的 一 种 。 
应 用 数论 网 格 法 计算 积分 时 , 先 要 对 取 定 的 数 W, 算出 相应 的 最 优 系数 。 下 面 仅 给 出 计 
算 最 优 系数 的 具体 方法 , 其 理论 根据 就 不 予以 讨论 了 。 
最 优 系数 的 计算 方法 
方法 设 六 是 大 于 & 的 素数 ,我 们 定义 函数 


ze -人 六 全 


太 


站 用 人 R (2.12. 苇 











为 一 
38 妈 


如 果 在 :一 时 ,函数 刀 () 在 区 闻 <z< 之 天 ， 则 整数 世 c, …，as-! 是 按 模 


六 的 最 优 系数 。 

用 这 种 方法 计算 最 优 系数 ， 需 要 作 O(W?) 次 基本 运算 。 当 六 比较 大 时 ,采用 下 述 方法 
2 可 以 减少 工作 量 。 

方法 2 令 人 =-WiNa 其 中 Wi，Ns 是 大 于 有 的 素数 。 则 先 按 方法 1 对 太 = Ni 确定 
数 w 然后 令 





ze- 蘑 [rs 襄 因 6-o 2 (2.12.19) 
如 果 在 * 一 8 时 , 使 函数 合 (g) 在 区 间 1<z< 了 2 二 工 上 达到 极 小 , 则 整数 Wi 十 Na N0 十 Naa， 


iTWaad 是 按 模 W 的 最 优 系数 。 0 需要 作 O(CNi 十 


NaN3) 次 基本 运算 ， 当 Was wWR 时 ,其 工作 量 为 O(N2) 。 

在 本 章 附 表 中 , 我们 已 给 出 了 3<8S<10 的 一 批 最 优 系数 。 

上 面 对 栈 (@) 类 的 函数 给 出 了 使 用 数论 网 格 的 积分 法 。 如 果 被 积 函 数 是 非 周期 性 的 ， 
但 是 属于 瑟 $ (ci) 类 的 , 那 末 在 使 用 该 方法 之 前 , 需 对 了 进行 周期 化 处 理 。 即 由 (cu …。， ai) 
构造 函数 p (zi，…， va), 使 有 

(D gp(e …， mm) 是 对 所 有 的 变量 mw，…， om 都 是 以 工 为 周期 的 周期 函数 ， 
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(2) 1 人 Fe 5 dot 一 | (ao ya)dnirams 


下 面 提供 几 种 函数 周期 化 的 方法 :， 
第 一 种 周期 化 方法 : 作 


91(2a， pg) -到 [fw 03，…'，08) 十 F( 一 cr Za 。，28)] 


， ya(21， 2 8) -可 [me 29 08) 十 Oil (Ci 工 一 Za sh) 





(2.12.13) 
0g(21 … | 一 可 于 [pu- 1(21， -1，0) 十 Vg-i(Z1 0- 工 一 ze 外 
取 9 2 …， 人 8) 一 Ye Ca …，qg) 。 
第 二 种 周期 化 方法 ， 对 所 有 的 变量 作 变量 变换 
2 一 T(2 一 322 一 228 (2.12.14) 
得 
pg(ob mw … 古 一 让 [r(oD)， ro]r(zD er Co) C2.12. 巧 
可 以 证 明 , 上 两 种 周期 化 得 到 的 p 满足 条 件 四 、@) ,是 有 PER 。 故 得 积分 公式 
村 Cu -加 m= 广 守 "{{ 从 上 二 站 上 + (2.12.16) 
有 误差 估 式 





吾 二 -0( 卫 7 本 ) 


但 在 第 一 种 周期 化 方法 中 ， 0 2 次 了 值 的 计算 。 因 在 公式 (2.12， 
16) 中 实际 上 短 执 行 2 次 了 值 的 计算 。 这 就 显然 降低 了 方法 的 有 效 性 。 
上 两 种 周期 化 方法 , 仅 对 函数 本 身 执行 了 周期 化 处 理 , 使 其 满足 条 件 (D ,而 其 导数 一 般 


]m32(8S 7 
说 来 不 一 定 满足 条 件 (D), 因此 只 能 得 到 O ) 级 的 误差。 如 要 使 ? 的 导数 亦 满足 


条 件 (也 ,使 有 ES& 而 获得 与 估 式 (2. 妈 ， 全 
将 变换 改 为 








-eco 
此 处 ，CY 是 组 合 符号 , 即 


对 球 周期 的 刀 美 本 数 , 也 可 以 不 作 周 其 化 处 理 ,再 直接 这 用 公式 t.12.9)。 但 此 时 
误差 要 大 些 ,只 有 0 (9 
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附 表 2.1 高 斯 - 吉 让 德 求 积 公式 的 结 点 和 系 才 


结 点 = 士 2, ( 勤 让 德 多 项 式 的 零点 ); 
死 : 一 一 系数 ; 2 一 一 


结 点 数 。 














































































帮 ， 
2 0.57735 02691 89626 1.00000 ”00000 ”00000 
3 0.00000 ”00000 ”00000 0.88888 88888 88889 
0.77459 。 66692 41483 0.55555 55555 55556 
4 0.33998 。 10435 84856 0.65214 51548 68546 
0.86113 ”63115 94053 ， 0.34785 。 48451 37454 
5 0.00000 ”00000 ”00000 0.56888 88888 88889 
0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366 
0.90617 98459 ”38664 0.23692 68850 。 56189 
6 0.23861 91860 83197 0.46791 ”39345 72691 
0.66120 ”93864 66265 0.36076 15730 。 48139 
0.93246 95142 03152 0.17132 44923 79170 
7 0.00000 ”00000 ”00000 . 0.41795 -91836 73469 
0.40584 。 5513 77397 0.38183 ”00505 05119 
0.74153 ， 11855 99394 0.27970 ”53914 。 89277 
0.94910 ”79123 42759 0.12948 49661 ”68870 
8 0.18343 “46434 95650 0.36368 37833 78362 
0.525538 24099 。 16329 0.31370 ”66458 77887 
0.79666 64774 13627 0.22238 。 10344 。 53374 
0.96028 98564 97536 0.10122 85362 90376 
9 0.00000 ”00000 ”00000 0.330233 93550 01260 
0.32425 。 34234 03809 0.31234 70770 ， 40003 
0.61337 。” 14327 。 00590 0.26061 ”06964 ”42935 
0.836038 ”11073 26636 0.18064 81606 94857 
0.96816 ”03395 07626 0.08127 “43883 。 61574 
10 0.1488- 43389 81631 0.29552 42347 ”14753 
0.43339 。 53941 。 29247 0.26926 67193 09996 
0.67940 。 95682 99024 0.21908 ，。 63625 15983 
0.86506 。 33666 88985 0.149 第 13491 。 50581 
0.97390 ”65285 17172 0.06667 13443 08688 
12 0.12523 。 34085 11469 0.24914 70458 13403 
0.36783 14989 ”98180 0.23349 。 25365 38355 
0.58731 79542 86617 0.20316 74267 。 23066 
0.76990 26741 94305 0.16007 83285 43346 
0.9041]1 72563 70475 0.10693 93259 。 95318 
0.98156 06342 46719 0.04717 。 53363 86512 
16 0.09501 25098 ”37637 ”440185 0.19945 06104 。 55068 496285 
0.28160 。 35507 。 79258 9139230 0.18260 34150 44923 588867 
0.45801 。 67776 57227 。 386342 0.16915 65193 。 95003 538189 
0.61787 。 62444 02643 748447 0.14959 59888 16576 732081 
0.75540， 44083 55003 033895 0.12462 89712 55533 372052 
0.86563 12033 87831 743880 0.09515 85116 82492 784810 
0.94457 。 50930 73232 576078 0.06225 ，35239 。 38647 892863 
0.98940 09349 916 人 9 932596 0.02715 34594 11754 092852 
20 0.07652 65311 。 33497 333755 0.15275 33871 30725 850698 
: 0.22778 58511 和 6 人 5 078080 0.14917 。” 29864 72603 74678& 
0.37370 60887 15419 560673 0.14209 ”61093 ”18382? 051329 
0.51086 70019 ”50827 ”098004 0.13168 ”86384 49176 626898 
0.63605 36807 ”26515 025453 0.11819 ”个 319 ”61518 4]7312 
0.74633 19064 60150 792614 0.10193 ”01198 ”17240 435037 
0.85911 。 69718 。 22218 833395 0.08327 ”67415 76704 748735 
0.91223 。 44282 5335 905868 0.06267 20483 。 34109 063570 
0.96397 19272 77913 791258 0.04060 ”14298 00386 941331 
0.99312 85991 85094 924736 0.01761 ”40071 39152 118313 





人 CDaz= 阅 到 Ja 


附 表 2.2 高 斯 - 拉 苦 尔 积分 公式 的 结 点 和 系数 


人 ea- 祝 werocr 


结 点 一 ( 拉 盖 尔 多 项 式 的 零点 ) 
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232.86313 



















































区 ;一 一 系数 ; 2% 一 一 公式 结 点 数 。 
私 人 耳 ， 荆 ve 
2 0.58578 ”64376 ”27 0.85355 。 33905 93 1.53332 60331 2 
3.41421 35623 ”73 0.14644 66094 07 4.45095 。 73350 5 
3 0.41577 ”45567 83 0.71109 ”30099 ”29 1.07769 
23.29428 03603 79 0.27851 77335 69 3.76214 ”29619 0 
6.28994 50829 37 0.10389 16x1071 5.60109 46254 3 
4 0.32254 ”76896 19 0.60315 ”41043 。 42 0.83273 ”91238 38 
1.74576 ”11011 5 0.35741 “86924 。 38 2.04810 ”24384 5 
4.53662 02969 。 引 0.38887 ”90851 。 50X10-1 3.63114 63058 2 
9.39507 ”09123 。 呀 0.539239 。 47055 。 61X10-3 6.48714 ”5084 1 
5 0.26356 03197 1 0.52175 56105 83 0.67909 40433 ”08 
1.41340 30591 07 0.39866 ”68110 ”83 1.63848 78736 0 
3.59642 。 57710 “4 弓 0.75943 ”44968 17X10- 2.76944 32423 7 
7.08581 00058 。 鸣 0.36117 。 58679 ”92X10- 4.31565 。 69009 8 
12.64080 ”08442 ”76 0.23369 ”97338 ” 强 X10- 7.21918 63543 5 
6 0.22284 66041 79 0.45896 ”46739 ”50 0.57353 55074 23 
1.18893 ”21016 73 0.41700 ”08307 72 1.36925 25907 工 
2.99273 ”68260 到 0.11337 ”33830 74 2.36068 45933 8 
(5.77514 35691 0 0.10399 ”19745 。 31XI07 3.35052 ”45823 6 
9.83746 。 74183 。 骂 0.26101 72028 ”15xX10 4.88682 68002 1 
15.98287 39806 。 03 0.89854 。 79064 30x10-6 7.84901 ”59456 0 
7 0.19304 。 36765 ， 60 0.40931 ”89517 ”01 0.49647 ”75975 ”40 
1.03666 48953 -39. 0.42183 127/8 69 1.17764 ”30608- 6 
2.56787 。” 67449 。 红 0.14713 63486 5 1.91824 97816 6 
4.90035 “30845 36 0.20633 51446” 87X1071 2.77184 86362 3 
8.18215 34445 。 63 0.10740 ”10143 。 28X10-3 3.84124 9l224 9 
13.73418 02917 98 0.15865 ”46434 86X10- 5.38067 82079 2 
19.39572 ”78622 63 0.31703 15479 ”00X107? 8.40543 ”24868 3 
8 0.17027 ”96323 。 05 0.36918 85893 ”42 0.43772 ”34104 93 
| 0.90870 17767 99 0.41878 ”67808 14 1.03386 ”93476 了 
| 。 225108 66298 。 66 0.17579 ”49866 37 1.66970 ”9%7656 ”6 
4.26670 ”01702 ”88 0.33343 。 49226 ”12X101 2.37692 47017 6 
7.04590 。 54023 ”93 0.27945 36235 。 23X10-3 3.20854 09133 5 
| 1o.y5s6l 6olot 81 0.90765 08773 ”36X10- 4.26857 35108 3 
| 15.74067 8642 73 0.34857 。 46716 。 27X10- 5.81808 ”33686 7 
17868 89 0.10480 ”01174 。 87X10-8 8.90622 ”62152 9 


8O 


TI0 


12 


芒 








好 
0.15232 0.33612 
0.80722 0.41121 
2.00513 0.19928 
3.788347 0.47460 
6.20495 0.55996 
9,37298 0.30524 
13.46623 0.65931 
18.83359 0.41107 
26.37407 0.32908 
0.13779 0.30844 
6.72945 0.40111 
1.80834 0.21806 
3.40143 0.62087 
5.55349 0.95015 
8.83015 0.75300 
11.84378 0.88259 
折 .27985 0.42498 
321.99658 0.48395 
29.92069 0.99118 
0.11572 0.26473 
0.61175 0.37775 
1.51261 0.24408 
2.83375 0.90449 
4.59922 0.20103 
6.84452 0.26639 
9.62131 0.20323 
13.00605 0.83650 
17.11685 0.16684 
22.15109 0.13423 
28.48796 0.30616 
37 .09912 0.81480 
0.09330 0.21823 
0.49269 0.34221 
1 .21559 0.26302 
8.26994 0.12642 
3.66762 0.40206 
5.42533 0.85638 
7.56591 0.12124 
10.12022 0.11167 
13.13028 0.64599 
16.65440 0.22263 
20.77647 0.42274 
25.62389 0.39218 
31.40751 0.14565 
38.53068 0.14830 
48.02608 0.16005 
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24 

?1 
57X10 二 
79X 10-3 
93 X 10-3 
08XI30-5 
35X10” 
35X10-10 


65 

55 

12 
87X10- 
T8XI0-: 
88X10” 
60X 10 怀 
96XI10- 
98x10-8 
61IX 10- 如 


55 

73 

20 
17X1011 
和 X101 
87 XI0-3 
63X10 全 
82X 10 飞 
54X10- 
52X10-8 
04X108 
43X10-5 


06 

10X10-1 
61X10- 
21X10- 


姓 X10-3 


02X10-5 
10X1014 
98X10-8 
04X10-10 
07X10-2 
1LX10-45 
21X10- 孜 


0.39143 
0.92180 
工 .48012 
2.08677 
2.77292 
3.59162 
4.64876 
6.21227 
9.36321 


0.35400 
0.83190 
I.33028 
1.86306 
3.45035 
3.12276 
3.93415 
忒 .99241 
6.57220 
0.78469 


0.29720 
0.69646 
工 .10778 
II.53846 
1.99832 
2.50074 
3.06532 
3.72328 
和.52981 
5.59725 
7.21299 
10.54383 


0.23957 
0.56010 
0.88700 
工 .22366 
I.57444 
工 .94475 
2.34150 
2.77404 
3.25564 
3.80631 
4 和.45847 
5 -27 001 
6.35956 
8.03178 
ITL.52777 
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附 表 2.3 高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 公 式 的 结 点 和 系数 


三 rGDaz=- 阅 en 


结 点 = 土 zx+〈 挨 尔 米 特 多 项 式 的 零点 )? 
栈 , 一 一 系数 ; "一 一 公式 的 结 点 数 。 


皮 ef(o)daz= 妆 机 ,jz 



















0.70710 67811 86548 


0.00000 “00000 ”00000 
工 .22474 “48713 ”91589 


10.S2464 76232 ”75290 
1.65068 ”01338 ”85785 





0.00000 ”00000 ”00000 
0.95857 ”24646 ”13819 
2.02018 





0.00000 
0.81628 78838 ”58965 
1.67355 ”16287 ”67471 
2.65196 








0.38118 
了 .15719 37124 46780 
1.98165 ”67566 ”95843 
2.93063 73420232 57244 





0.00000 ”00000 ”00600 
0.723355 ”10187 52838 
工 .46855 ”32892 ”16668 
2.26658 ”05845 ”34843 
3.19099 ”832017 ”81528 


0.34290 13278 88705 





10 
1.03661 ”08297 “89514 

1.75668 ”36492 ”998892 

2.53273 ”167423 ”32790 

3.43615 ”91188 ”37738 

13 | 0.31424 03762 54359 


0.94778 ”83912 ”40164 
1 .59768 ”26351 ”52605 
2.27950 70805 01060 
3.02063， 70251 20890 
3.88973 ”48978 ”69783 





歼 ， 

0.88633 。 69254 。 528 
0.11816 ”35900 ”604X101 
0.29540 89751 。 509 
0.80491 40900 ”055 
0.81812 ， 83544 。 925X10-! 
0.94590 ”8T304 829 
0.39361 ”93831 528 
0.19958 ”24205 ”905x10-1 
0.72462， 95952 。 244 
0.15706 78203 。 329 
8.45889 69995 ”509X39-: 
0.81036 ”46175 。 568 

站 .42566 《2586 101 
0.54515 58281 ”913X10r: 
0.97178 13450 。 995X10-8 
0.66114 ”70125 589 
0.20780 ”28258 149 
0.17077 ”98300 ”741x10-1 
0.19960 ”40733 ”114X103 
0.73088 ”52156 ”061 
0.43265 ”15590 ”026 
0.88474 ”52789 ”488x10-! 
0.49436 ”24275 ”5387X10- 
0.39606 ”97726 ”326Xx10- 
0.61086 ”363387 。 353 
0.24013 ”86110 8323 
0.38874 ”39445 。 548XI10-1 
0.18436 45746 781X10-4 
0.76404 ”32855 。 238X10-5 
0.57013 ”523623 。 625 
0.26049 ”23102 。 642 
0.51607 98561 588xI0-1 
0.39053 90584 ”629X10- 
0.85736 ”87043 588x10- 
0.36585 ”51684 ”356X10- 





了 re 


81 


1.46LL4 118236 61 


LI.18163 
工 .32393 


工 .05996 
工 .84022 


0.394530 
站 .98658 
E18i48 


0.87640 
0.93558 


59006 
11752 


13344 
05576 








362 
312 


4.486986 68896 7 本 


0.81026 
0.82868 
0.89718 
1.10133 


0.76454 
0.79289 
0.86675 
1.07193 


0.72033 
0.73030 
0.76460 


0.84175 


1.04700 


0.68708 
0.70889 
0.74344 
0.82066 
1.02545 


0.62930 
0.63962 
0.66266 
0.70522 
0.78664 
0.98969 


46175 
73032 
46002 
07396 


41286 
00483 
26065 
01442 


52156 
鲜 527 
81250 
27014 
35809 


8539 
63231 
19319 
61264 
16913 


78743 
12320 
27732 
03661 
39394 
90470 
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16 0.27348 “ 10461 ”3815 0.50792 ”94790 166 0.54737 ”52050 378 
0.832395 “314491 4466 0.28064 74585 285 0.55244 ”19573 ”575 





0.83810.， 04139 ”899X10- 
0.12880 ”31153 ”551X10-1 
0.93328 ”40086 ”242X10-3 
0.27118 ”60092 ”538X10- 
-0.23209 ”80844 ”865X10- 
0.26548 ”07474 ”011X10 


1.38025 ”85391 “9888 
1.95178 “79909 ”1625 
2.54620 ”21578 4748 
91619 









3.17699 
3.86944 
4.68873 
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0.46224 006 
0.28667 ”55053 ”628 
0.10901 72060 ”200 
0.24810 ”58088 ”746X10-1 
0.32437 “73342 238X10-3 
0.22833 ”86360 ”163X10-3 
0.78025 ”56478 ”532X10-5 
3.94476 ”40401 156 0.10860 ”69370 “769X10- 
4.60368 ”234495 。 507 0.43993 ”40992 ”273X10 
5.38748 ”08900 112 0.22293 ”93645 。” 534X10- 了 2 


0.24534 ”07083 ”009 
0.73747 “37385 。 454 
1.33407 ”62153 。 953 
1.73853 ”77121 
2.25497 ”40020 
2.78880 ”60584 281 
3.34785 ”45673 。 833 







.49884 ”38852 721 
.49992 ”08713 ”363 
.50967 ”90371 ”175 
.52408 ”03509 486 
.54485 “17423 ”644 
.57526 ”3k428 ”525 
.62227 ”86961 ”914 
.70433 “29611 “769 
.89859 ”19614 ”532 




























忆 二 人 定 








注 : 以 上 三 个 表 引 自 参考 资料 [12] 。 在 该 处 ,对 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 还 给 出 了 最 高 到 %= 9%6 的 结 点 和 权 系 数 。 
了 附 表 2.4 数论 网 格 法 的 最 优 系数 上 
S 一 一 积分 重 数 ; 加 


=p( 素 数 ) 一 一 公式 的 结 点 数 ; 
ai=1, 2,，…) 一 一 最 优 系数 。 对 所 有 的 情况 ,ai=1; 卫 风 是 


豆 (b) 一 1 一 一 误差 标志 数 。 对 于 了 6 三 (c)， 积分 公式 有 误差 估 式 | 也 |<e (人 ) [GD) 一 匡 ， 





S=8 =4 








=p 妃 (2 一 1 as 吾 () 一 1 全 as aq4 
101 0.0703  ， 85 
199 0.0214 104 
307 0.0114 99 0.0906 42 229 101 
523 0.00454 331 -| 0.0412 178  ， 304 243 
701 0.00319 660 0.0281 2 | 415 382 
0.00142 
1069 0"00975 323 0.0150 红 765 865 
1543 ， 1042 0.00837 128 954 215 
2129 0.00044 1141 0.00500 766 1281 1906 
.3001 .0.00025 1151 0.003083 174 266 1269 
4001 0.00015 1154 0.00200 113 766 2537 
5003 0.000105 2274 0.001480 792 1889 191 
6007 0.000070 2058 0.001009 1351 5080 3086 
8191 0.000044 5515 0.000622 2488 5939 7859 
10007 0.000033 5733 0.000486 1206 3421 2843 
20039 0.000016 12319 0.000276 19668 17407 14600 
28117 0.600008 5600 0.000108 17549 1900 24455 
39029 0.000005 26871 0.000077 30699 34367 ， | 60605 
57091 0.000002 21101 0.000056 52590 48787  ;， 38790 
82001 0.000001 67997 0.000031 57270 58903 17672 
100063 0.000001 22431 0.000019 9251g 24700 95582 
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〈 续 表 ) 






























970 


1543 278 694 134 
2129 833 1705 1964 1681 793 578 279 
3001 1409 1681 1620 371 122 I417 51 
4001 568 3095 2544 1235 1945 844 1475 
5003 177 3593 1311 1882 1336 4803 2846 
6007 780 558 1693 1232 5943 4060 5250 
8191 4302 7715 3735 1349 6380 1399 6070 
10007 9183 6967 8507 4093 1908 931 3984 
15019 2640 6710 784 - 8358 6559 2795 772 


20039 |10.0022 | 11327 | 11251 | 12076 | 18677 
33189 | 0.0011 | 32133 | 17866 | 21281 | 32247 
51097 | 0.0006 | 44672 | 45346 7044 | 14242 
71053 | 0.0003 | 33755 | 65170 | 12470 6878 
100063 |」 0.0002 | 90036 | 77477 | 27253 6222 


150 | 11951 2461 9179 
1831 | 19143 5522 2910 
7551 | 29682 | 44446 】 17340 
3155 | 50203 6605 | 13328 
391]14 














丸 一 2 


15019 
18101 
24041 
，33139 
46213 
57091 
71053 
100063 








太一 


24041 
33189 
46213 
57091 
71053 
100063 











3144 21024 6252 
16735 19197 3019 
16894 32016 16600 
35802 1416 47755 
51048 19876 29096 
10486 22519 60985 












太一 2D | 五 (2) 一 工 





33193 | 0.4915 
46213 | 0.3262 
57091 0.2664 20176 
71053 | 0.20231 26454 
100063 】 0.1186 70893 
159053 0.0846 60128 


68 
8871 


4624 
40115 
12140 
13119 
53211 
101694 


I6181 
20065 
23134 
27174 
12386 
23300 















































六 一 2 


85633 


103661 . 


115069 
JI30703 
145087 
155093 





















37667 43864 j 54821 | 74078 | 30354 | 57935 









































45681 80987 9748 | 51556 | 55377 | 37254 
65470 95039 | 77293 | 98366 | 70366 | 74605 
64709 17885 5244 | 29008 | 52889 | 66949 
55464 105045 | 1028309 | 58342 5327 | 59596 
90485 110048 | 102308 | 148396 | 125399 


124635 





附录 积分 程 席 


一 、 梯 形 积 分 法 (给 定 步 长 ) 程序 
FRAP(, bb LI FUNO) 


使 用 说 明 
过 程 PRAP 是 应 用 樟 形 积分 公式 计算 定 积分 工 - | .7(c)dz。 ,5 是 积分 限 ; 四 是 各 


分 步 长 ; 工 是 积分 计算 值 ， 过 程 FUN9 是 计算 被 积 函数 值 f(z) 的 ， 需 有 过 程 说 明 : 过 程 
FUNG(, Ji; 值 必 简 变 方 始 …… 终 8 


过 程 TRAP(A, B, 也 , 1 FUNOC); 
值 A,B，Hi 
简 变 6 
过 程 FUNC; 
始 
简 变 N, 也， FB，X; 
SENTI((B 一 A)/EHD ->Ni A-X; RUNO(X， 了 ;FT/2->T 
对 于 J= 工 到 太 步 长 I 执 行 
始 和 十 了 =>X; RUNO(X,， 了 ;IF->I 
终 


站 
mA 


Ha 一 了 /2)-T FUNO(B, FB); (B 一 X)*(FTEFB)/2 十 IT 


由 
骨 
ee 


二 、 弟 浦 生 积分 法 (给 定 步 长 ) 程序 
SIMP (au bb FUNO) 
使 用 说 明 
过 程 SIMP 是 应 用 辛 清 生 求 积 公式 计算 定 积分 I- | 7(c)dz。m 5 是 积分 限 ; 有 是 积 


分 步 长 ; 工 是 积分 计算 值 ; 过 程 BUNO 是 计算 被 积 函 数值 F(z) 的 ， 需 有 过 程 说 明 ; 过 程 
FUNOC(c, 轧 ; 值 w 简 变 方 始 …… 终 ; 


过 程 SIMP(A,，B, 了 , TI FUNC); 
值 A，B,， 瑟 ; 
简 变 ] 
过 程 了 UNO,， 





6 


始 
简 变 又 , 耻 , N，FB; 
SENTI((B 一 A)/(2*H)) 一 Ni; A 一 XIFUNO(A，T); 
对 于 J=1 到 T 步 长 上 执行 
始 和 上 HH>X; FUNO(X， 了 ;TI+4*E=3I X+H=>X;RUNCO(X， HT) ;TI 十 2 一 1 
终 ; 四 
百 * (TI 一 卫 ) /3 一 LI BRUNO(( 二 B)7/2，EFB); 下 十 4sFB=>F; PRUNO(B，FB); 
(B 一 屋 )*( 卫 十 FB)7/6 十 [一 了 


终 ; 
三 、 辛 浦 生 积分 法 (自动 选 步 长 ) 程序 
ASMP Ca, b,eps, 荆 TUNO) 
使 用 说 明 


过 程 ASMP 是 用 辛 浦 生 积分 法 计算 定 积分 TI-| .7 0x。 过 程 按 精 度 要 求 自 动 选 定 积 
分 步 长 。 
输入 人 参数， 
4，0:， 积 分 限 ; 
eps， 人 允许 误差 ; 
FUNO， 计 算 被 积 函数 值 f(z) 的 过 程 , 需 有 过 程 说 明 : 过 程 了 UNO (z, 及; 值 mi 简 变 广 
始 ……, 终 ; 
输出 参数 ， 
7T， 积 分 计算 值 。 


过 程 ASMP(A，B，EPS, TI FUNO)， 
值 A，B，EPS; 
简 变 了 
过 程 了 UNOC; 
始 
简 变 人 也 ,8，8S1, 也 IE 
2 一 N; (B 一 A)/2->Hi FUNO(A,S); RUNGO(B， 扑 ;8 十 F 一 >S; 
ITRT. 0=>Sd1i; 
对 于 尽 = 工 到 太 步 长 2 执行 
始 FUNO(A 十 久 * 再 , 了);S1 十 F->Sl; 
终 ; 
(SS 十 4*8SL) *H/3 一 TI; 8 十 2*8JT 一 >S; 
若 玉 一 2 
则 否 始 I 一 工 => 了 Bi; 
若 8ABSGDD<1 则 否 也 /TI 字 ; 
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若 S8ABS(E) <PRPS 则 转 OUT 否 ; 
终 ; 
II; 2 一 Ni; 也 /2- 阳 ; 
转 ITPRT， 和 
OUT， 
终 ; 


四 、 逐 次 分 半 加 速 积分 法 程序 
了 OMB (a, pb, epbs, mink, maxk, I FUNCO, 了 AIID 
使 用 说 明 

过 程 ROMB 是 应 用 逐次 分 半 加 速 积分 法 计算 定 积分 工 -| .7(o)dw。 

输入 参数 ; 
CQ) 0， 积分 卢 ; 
CI0S: 允许 误差 ; 
mint，2mmk 是 最 低 限 度 的 区 间 分 段 数 , 是 为 防止 假 收敛 之 用 ; 
maxt。， 2mex 是 最 高 限度 的 区 间 分 段 数 , 是 为 控制 工作 量 之 用 
FUNO， 计 算 被 积 函数 值 f(z) 的 过 程 , 过 程 需 有 说 明 : 过 程 FUNO(z, 户 ; 值 s 简 恋 记 
FAIL， 非 正常 出 口 , 当 在 区 间 分 段 数 <2mer 的 范围 内 不 能 达到 指定 的 精度 要 求 时 ,将 

转向 FAILCH。 

输出 参数 ， 

TI， 积分 计算 值 。 


过 程 ROMB(A，B，FEPS, min 玉 , max 天 TI， FUNO，EAIL)， 
值 A,，B,，FRPS,， min 区 ，max Ki 
简 变 克 
过 程 FUNC; 
开关 RATIL; 
始 
简 变 玫 , 百 ，S, 和 X， 耳 ，DT，MI; 
场 工 L0:max 习 ]; 
0 一 区 ;B 一 A 一 Hi; EUNO(A， 了 有 ;FF 一 Si FUNOCB，H);(S 二 FE)712-38; HaS=->T10]j; 
ITRT， 玉 十 1 ;有 /2=>H; 
对 于 J= 工 到 对 区 一 工 步 长 2 执行 
始 FRUNG(A 十 Jx 再 , 本); 8 十 F=>S 终 ; 
百 *S-T[];T[KI] 一 下 [ 开 一 刁 一 DT; 
若 8SABS(CT[KJ) < 


人 





则 否 DT/ 开 [了 ] 一 DT 
若 SABS(DT) <EPS 
则 若 min 开 < 天 则 始 了 [了 人 TI0]; 转 OUT 终 否 
否 ; 
1 一 Mi 
对 于 J= 刁 一 1 到 0 步 长 一 执行 
始 下 [十 二 一 下 [ 丰 一 DT; 0.25*M 一 Mi; T[ 刀 十 DT/ -M) 开 [可 
终 ; 
若 8ABS(G[0) < 
则 否 DT/ 工 [0 一 DT; 
车 SABS(DT) <EPS 
则 若 芭 <min 开 则 转 IJITRT 否 转 OUT 
否 若 <max 开 则 转 TPRT 否 转 了 TAIL Hi; 
OUT，T[O 一 3 
终 ; 


五 、 用 切 兵 级 数 展 开 的 积分 法 (计算 定 积分 ) 程 序 
COLEN (ab, eps, maxN, 了 了 UNC, EAIT) 


使 用 说 明 
过 程 OLEN 是 用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 计算 定 积分 工 ~ | 7(a)ar。 


输入 参数 : 
4，D， 积 分 限 ; 
ez8s， 人 允许 误差 ; 
maxN:， 允许 的 最 大 结 点 数 , 是 为 控制 工作 量 之 用 ; 
HUNGO， 计 算 被 积 函数 值 j(z) 的 过 程 , 需 有 过 程 说 明 ; 
HAIL， 非 正常 出 口 ， 当 在 结 点 数 和 maz 的 范围 内 达 不 到 精度 要 求 时 ， 将 转向 
FAIL[ 菇 ; 
输出 人 参数 
IT， 积分 计算 值 。 


过 程 CLEN(A, B，EPS, maxzN,， IFUNQC，FAII); 
值 A，B，EPS，maxNi; 
简 变 了 
过 程 FUNOCI 
开关 FAIU 
始 
简 变 PATI, 由 , 和 FE CO1，00，N，M; 





场 OL[0:maxN], FEF[IL:maxN] 
过 程 CA; 

始 
简 变 A0, AI S，PAIN; . 

PAI/ GT+N) 一 PAIN; 

对 于 I-0 到 0.5sN 步 长 1 执行 
始 0.5*0 上 一 0[D;0DD=CIN 一 吕 ; 
终 


= 人; 


0 一 A0; 

对 于 J=- 工 到 区 步 长 执 行 

始 8008(( 上 +J 一 力 *PAIN) 一 T; OleT- 上 CO=>X; 
FUNO(X,， 了 本 ;TBF=>FPF[J;AO+TF=>A0; 

终 ; 


AO/N 一 >A0; 0[01+A0-=>C[01;OUN] -A0=>C[UN]， 
对 于 I=- 寺 到 0.5*N~ 工 步 长 1 执行 
始 0->AI; 2*IsPAIN=>8; 
对 于 J=1 到 步 长 工 执行 : 
AI 十 FE[ 中 *8CO0S(S* (J+J 一 力 ) 人 AI， AI/N=>AI 0 四 十 AI->C[D， 
GIN- 习 一 AI->O[N 一 了 ; 


王 气 


终 ; 


0.5*.( 了 --A) 一 01; 0.5* (了 B 二 A)=>C0; 

3.1415926 一 AT; 

FUNO(A， 了 ;Fe>EF TH]; 

FUNC (0.5*(A 二 B) ， 雪 ;FF=>FF[2]; 

FUNO(B，H);T->FF[3]; 

0.5*(HP[f 十 FEB[3]) 一 了 

FF[I9] 一 OF[0]; 

F 一 FFT[2] 一 Ci 

2=->Ni; 

ITRT: CA; 0.5x*0 50] 一 Ti; 

对 于 J=1 到 NN 步 长 工 执行 
I 一 0[ 丰 (reJe 林 一 履 忆 1 TB-A) 一 1 (CIN- 四 一 ON 一 轴 )/(GN 一 0 一 Mi 

(CI 一 丑 一 CON) (dsN 一 2 一 T; 

若 8ABMSUM) <8ABS CTD 则 T 一 M 否 ; 

C[N]/ (CsN 二 2) 一 T; 

若 8ABS(M) <8ABSCD 则 T 全 M 否 ; 
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若 SABS CD <1 则 否 MEM; ， 

若 SABS(M) <EPS 则 转 OUT 否 ; 
N 十 N->N 
若 MAXN<N 则 转 了 AIL[ 菇 否 转 ITRT; 
OUT: 

终 ; 


六 、 用 切 詹 级 数 展 开 的 积分 法 (计算 不 定 积分 ) 程序 
IIGL (eps, maxNb N, 了 UNC, 了 AIIL) 
使 用 说 明 有 
过 程 ITGL 是 用 切 氏 级 数 展开 的 积分 法 给 出 不 定 积分 工人) 一 | Kaaaew( 一 1<a< 了 ) 


的 近似 表达 式 : 工 @) ~ -名 十 阅 Bt(z)， 此 处 Fi(z) -oos(ieos-i) 是 切 比 雪夫 多 项 式 。 过 
程 给 出 表达 式 中 的 系数 go，2:， Ds， wo 
输入 参数 ， 
eps， 多 许 误差 
maxN， 多 许 的 最 大 W 数 (近似 式 中 的 项 数 ), 用 以 控制 工作 量 的 | 
了 UNC， 计 算 被 积 函 数值 f(z) 的 过 程 , 需 有 过 程 说 明 : 过 程 FUNO (w, 用 ; 值 汪 简 变 广 
始 se 终 ; 
FAIL， 非 正常 出 口 , 当 在 <maxN 的 范围 内 达 不 到 精度 要 求 时 ,将 转 向 FAILLI]; 
输出 参数 : 
5， 依 次 冉 值 近似 表达 式 中 的 系数 bo，ba，…，aw 
项 数 。 


sr 对 于 积分 工 的 一 | 7 的 dt 6<t< 包 可 施 以 变量 变换 1 地 二 92 人 @ 十 归 ， 变 成 积分 
人 | (人 一 1<xsz 而 得 表达 式 ! IT( ~-22[ 字 二 识 2 四 | 


2 一 (8 十 9) 
此 处 z 一 3 


”过 程 ITGL(EPS, MAXN, B, N FUNO, FAIL); ， 
值 EPS MAXNi 

场 B; 

简 变 Ni; . 

过 程 FUNOC; 

开关 FAIL; 

始 

简 变 PAI, 往 , BR TI，Mi; 

场 Af0:MAXN],FEF[IL:MAXN/5]; 





S1 
过 程 CA; 
始 
简 变 A0，AT，AI,， N2, T，PAIN; 
0.5*N 二 >N2;PAI/N 一 PATN; 
对 于 I=0 到 N2 步 长 1 执行 
始 0.5xA [四 ADD; AD 全 AIN 一 口 ; 
终 ; 
0=>A0，0->Ali 
对 于 J= 工 到 2 步 长 工 执 行 
始 8008((J+J 一 TDxbAIN) 王 Xi;RUNO(X, 了 ;FFEF[,A0O 二 F->AO， 
Al 十 FxX=>Ali 
终 ; 
AO/N2->A0; AT/N2->A1;i A[0] 二 A0=>A[0];A[N-A0-A[IN];A[I]TTAl=->ATC， 
AN 一 匡 一 Al=>ALN 一 妖 ; 
对 于 工 -2 到 N2 一 工 步 长 1 执行 
始 0>ATI，LxPAIN-2T 
对 于 J=J1 到 N2 步 长 工 执行 
AT 二 FF[J]x*8COS(Fxs( 上 J 一 思 )- 人 AI AI/N2->AI; a[ 口 二 AI->ADD; 
AIN- 了 一 AI 二 AIN 噩 ; 


对 于 I=1 到 KK 一 工 步 长 工 执 行 
(AU-=- 刁 一 AUI+HtTD GT+D 一 BDI; | 
AIN]/G+N+2 一 BIN 十 ; 
对 于 I=0 到 N 步 长 2 执行 
.BIO 一 BZ 二 BUT+3i 一 B[L[0，B[0] +B[IO 一 B[0]; 
终 ; 
8.1415926=>PAT; 
FUNGCL 四 ， FFFTI]， 
FUNO(0， 下， 太 -FF [9]; 
FUNO( 一 1 配 ，F->FFT3]， 
0.5x(FF[I] 二 FF[3]) 过 机 
FF 二 FF[2]->ATr0]; 
0.5x(FEF[I] FFT3])->AD]; 
卫 一 FF[3]=>A [2; 
-Ni 
ITRT，OB， 


Li 
本 ee 和 isn ed 
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.0.5*B[0]=>T: 
对 于 J=-J 工 到 N 二 LTL 步 长 1 执行 
I++BT[J] 一 LI BIN 一 已 一 Mi 
若 SABS(M) <8ABSGB[IN]) 则 BIN] 一 M 否 ; 
若 8ABSQD <SABSGBEN+ 圈 ) 则 BIN+ 妇 全 NM 否 ! 
车 SABS(GUD) <T 则 否 M/I->M; 
若 SABS (M) <EPS 
则 始 N 二 1->N; 转 OUT 终 否 ， 
NTN=>N; 
若 MAXN<N 二 LI 则 转 了 AILT[J] 否 ; 
CA; 
转 ITRT 
OUT 
终 ; 


七 、 计 算 切 比 雪 夫 级 数值 程序 
CHEB CN,x, ID) 


使 用 说 明 
过 程 OHRB 是 计算 W 次 切 比 雪夫 级 数 -至 十 立 ini(o) 在 = 处 的 量 值 卫 此 处 下 从 一 ， 


cos (ic0s 9 是 切 比 雪夫 多 项 式 。 
输入 参数 ; 
W: 切 比 雪夫 级 数 的 次 数 ; 
光 : 自 变 量 值 ; 
8， 以 切 氏 级 数 的 系数 go，04，…，ox 组 成 的 人 十 工 元 向 量 # 
输出 参数 ， 
工 切 氏 级 数 在 2 处 的 量 值 。 


-过程 OHEB IN, X, LT B); 
值 念 ,Xi 
简 变 了 
， 场 Bi 
始 
简 变 00, 01, 02, TWOX; 和 +X=>TWOX;， BIN 一 00，0=>Ot 
对 于 JJ 一 N-I 工 到 工 步 长 一 执行 二 
始 01=02，00=>01， TWOXxC 一 2 二 B[ 丰 一 G0; 
终 ; 


玉 


Xx*O0 一 C1 二 0.5*B[0] 一 1 


莹 





八 、 在 离散 点 上 给 出 函数 的 积分 程序 
NITIG (a, b, n, xF, 了 


使 用 说 明 
过 程 NITG 是 应 用 平均 抛物 插值 法 计算 由 离散 点 上 给 出 的 项 


ro 人 


的 积分 工 -| .7(a az。 


输入 参数 : 

5，0:， 积 分 限 ( 要 求 &<2，0>2); 

%: 给 出 函数 值 的 离散 点 个 数 ; 

卫 及 jw) 的 数 表 。2m 元 的 一 维 场 ， 依次 赋值 : 2 万，za， jp 0 太 。 
输出 参数: 

工 _ 积分 值 。 


过 程 NITG(A,，B, N， XE，D); 
值 A，B，Ni; 
场 又 FE; 
简 变 
始 
简 变 互 DLT,，LMD, 工 ,， 及 ，I0, 玉 ， 玉 0， 及 工 ，O，IK; 
过 程 CR(4S); 
值 8$; 
始 
& 十 8 一 1 一 及 又 了 [KK 十 2] 一 又 TIK] 一 王 ; 
若 2<8 . 
则 始 互 /(XF[K] 一 XF[K-2) 一 DLT; 


DLT/GH+TDLT)*(DLT*XF[K 一 英 一 人 H+DLT)wXF[K 十 卫 十 XP[ 区 十 3 六 > 


否 ; 

若 S8 和 N 一 2 

则 始 也 /(XE[K-+ 人 一 XB[K 十 ) 过 LMD; 

LMD/GL 二 LMD)(XP[ 开 十 贡 一 人 引 二 LMD)*XE[KTT31TLMDxXE[K-5 史 ) 一 Ri 

终 . 

否 L 二 Bi 

若 S8= 工 则 :有 一 否 ; 

了 (0.5*(XR[K 二 I 二 XEF[K+3]) - GE 二 R) 7]12) 一 TIK 


得 训 1 的 pi 79tyi 定 站 fir 人才 
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终 ; 
过 程 ENDI(CX, 驴 ; 
值 ，&; 
始 
简 变 W; 
DLR(S)i (X-XEF[IEK])/ 所 -Wi (XXXF[EK])/6*((TR) > 到 一 3e (0.5* ( 工 十 BR) 
十 XF[K+ 妇 一 XF[K+T3]))*W+T6xXF[IK+IT)=I0 
终 ; 
若 A=B 则 始 0=>8 转 OUT 终 否 ; 
若 A 一 B 
则 41->O 
否 始 A 全 0，B 一 Ai 0O-B， 一 49 终 ; 
对 于 J=I1 到 N 步 长 1 执行 
始 J 一 >K0; 
若 A<XFIJ+J 一 刁 则 转 N1 否 ， 
终 ; 
转 从 小 
N1: 若 区 0=T 则 2->K0 否 ; 
寺 于 J=I1 到 N 步 长 二 执行 
始 J 一 1 一 KL 
若 B<XEBIJ+J 一 刁 则 转 N2 否 ! 
终 ; 
N2: 车 KL=0 则 转 N4 否 ; 
若 KL<K0 则 转 N4 否 ; 
ENDI(A，K0-- 人 IK-I0->T 
-对 于 玉 =K0 到 KL-1 步 长 1 执行 
始 LR(K)，IHIKE->T 
终 ， 
ENDI(B,，KLD)，Cx(G 二 IO0) 二 3 
转 OUT; 二 
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第 三 章 谐 波 分 析 


自然 春 中 种 种 复杂 的 振动 现象 , 是 由 许多 不 同 频率 、 不 同 振幅 的 简 谐 振动 帮 却 而 来 ; 也 
就 是 说 , 一 个 复杂 的 波形 可 以 分 解 为 一 系列 的 谐 波 。 例 如 ,光波 为 不 同 强度 、 不 同 波长 的 单 
色光 , 形成 光谱 。 声 音 振动 可 以 分 解 为 不 同音 调 、 不 同音 强 的 “ 声 谱 "。 无 线 电 天 线 从 空间 接 
收 不 同 来 源 的 不 同 频率 不 同 振幅 的 电磁 波 ,在 天 线 回路 中 形成 极其 复杂 的 选 加 波形 。 人 们 
运用 分 光 镜 、 耳 鼓 以 及 收音 机 的 调谐 线路 , 能 够 分 别 对 这 些 系统 进行 析 谱 , 这 就 是 用 物理 的 
手段 进行 谐 波 分 析 。 

针对 这 类 现象 , 也 发 展 了 一 套 有 效 的 数学 工具 , 即 傅 里 时 变换 方法 。 它 包括 解析 的 方法 
《如 傅 氏 级 数 、 傅 氏 积分 ) 和 代数 的 方法 (如 有 限 傅 氏 级 数 ， 区 全 了 本 村人 这 些 就 是 谐 波 
分 析 的 数学 手段 。 


831 伟 氏 级 数 
一 个 简 谐振 动 可 以 表 为 
了 (人 一 4sin (2mxzt 十 o) 一 4sin(2zt/ 丰 十 oa) 一 0Gc082zrt/ 十 Dsin2rct/ 且 
式 中 一 项 为 频率 ; 了 为 周期 4 为 振幅 ; a 为 初始 位 相 角 。 基 频 一 贞 的 各 阶 代 频 如 一 记 
不 =0, 2% …) 的 简谱 振动 的 迭 加 ， 显 然 仍 具有 周期 (例如 图 3.1)。 因此 一 般 地 可 以 设 





想 任何 以 了 为 周期 的 振动 , 即 周 期 函数 
7 四 =FGd+ 人 四， 一 co<t<co (3.1.1 


可 以 玫 为 这 些 简 谐振 动 的 无 穷 欠 加 , 即 玫 为 傅 氏 级 数 
jg-= 各 +oxoos2r1t/T 二 袜 brsin2mlt/ -co<t<co (3.1.2 
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也 可 以 表 为 复数 形式 
J 人 =- 习 apmwyr， 一 co<i<oo (3.1.3) 
不 同形 式 下 傅 氏 系数 的 关系 是 
a= 备 ，w= 于 (mr 一 5 oa 到 (w+ 人 1 一 0, 1 .… 


dz 一 cf 十 cC_5， 及 一 和 cs 一 Cr) (3. 工 .4 
为 了 讨论 的 方便 , 以 下 主要 采取 复数 形式 。 
为 了 定 出 倩 氏 系数 , 将 (3.1.3) 两 端 各 乘 以 e 光 7 败 1 


上 太 ( 仿 EC 一 2o 给 一 1 Cx EC3xt(K 一 天 /8 Z 
根据 三 角 函 数 在 基本 周期 上 的 正 交 性 


| eerdi- 人 | 当 ? 一 0 总 (3.1.5) 
" 0， 当 ?7 关 0 
可 知 , 前 式 右 端 一 切 &x# 的 项 均 为 0， 而 只 剩 下 一 项 cowZ， 因 此 就 得 傅 氏 系数 的 表达 式 

co 一 天 | AGOeraerm 0 (3.1.6) 


鉴于 JG) 及 e-2nttw7 都 具有 周期 兄 , 因此 在 任何 长 度 为 卫 的 区 间 [c，c 十 四 上 求 积 的 结果 是 


” / 
0 一 元 | 7 (办 6-2ntktW7T [一 元 | 7 (办 EC 一 3xtkbWTC 


工 Q 二 了 
-元 | 了 的 60 十 上 (3.1.7) 


当 j 人力 是 偶 函 数 , 即 人 力 二 六 一 芒 时 , 便 有 一 "-b 因此 可 以 表 为 余弦 级 数 
7 = 全 +moos 2x8 2 人 
当 j 太 为 奇 函数 ， 即 矿 丰 = 全 时 ; 恒 有 m= 一 c-e 因此 可 以 表 为 正弦 级 数 
了 掏 - 包 怒 sin 27 8/ 


通常 人 们 说 的 在 革 个 区 间 [w， a 十 和 上 将 某 个 函数 /了 展 为 傅 氏 级 数 是 指 以 系数 
co 元 | Ge-anayrdi (3.1.8) 


形成 傅 氏 级 数 
了 Cre2xttt/T (3.1.9) 


注意 , 这 个 级 数 在 原 区 间 [we，c 十 四 上 确实 等 
“于 原来 那个 函数 /( 纺 。 但 是 由 于 这 个 级 数 的 

图 3 周期 性 ， 它 在 全 轴 一 co<t< co 上 所 表达 的 ， 
则 应 该 是 由 那 段 定 义 在 [xx 十 四 上 的 函数 以 周期 克 向 两 端 无 穷 延 拓 的 结果 , 如 图 3.2。 
因此 ， 即 使 原来 的 函数 /9 在 区 间 [o， “十 四 之 外 也 是 有 总 义 的 ， 但 这 一 部 分 在 形成 级 数 
(3.1.8)，(3.1.9) 时 被 截 去 了 。 


GD) 





-了 G G+ 了 GC+ 2 了 


An 让 0 了 :ar 小 四 sy 李 Ha81 “全 他 1 认 攻 “条 于 可 了 ] 六 有 二 二 第 re 
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便 1 在 [一 于 豆 ] 上 将 7CD -: 展 为 全 友 级 必得 


,- 衬 -人 是 sin 2 1 Us 


它 在 [ -于 ， 寺 | 上 等 于 但 在 全 办 上 刚 等 于 图 3.3 所 示 的 锯 肯 关 间 肠 函 数 。 


上 











俩 2 在 [ 一 1 1 上 将 = |# 展 为 傅 氏 级 数 , 得 
_ 工 二 co8(285 二 1)mt 
和 | 2 上 < 二 
它 在 [一 1, 刁 上 等 于 | 让 ， ER 
， 周 期 函数 的 光滑 性 与 傅 氏 系 救 的 行为 有 密切 关系 。 例 1，2 所 举 的 周期 函数 的 光滑 性 
依 序 增 , 相应 伟 氏 系数 wm 随 | 增 大 的 下 降 率 愈 甚 , 即 级 数 的 收 俩 速度 中 增 。 在 一 般 铺 况 
下 这 一 结论 也 成 立 , 即 可 以 证 明 ， 当 周期 覆 作为 整体 一 即 考虑 全 相 一 一 oo<t<Ec 一 具 
有 连续 的 吧 阶 导数 , 则 有 ，: 2 
下 os0 人 (下 ) 当 1 在 一 >eo (3.1.10) 





上 
这 个 渐 近 估计 有 助 于 在 近似 计算 中 选择 够 多 的 项 数 。 应 该 强调 ， 这 里 的 光滑 性 是 从 全 轴 来 
看 的 。 例 如 ， 函 数 f(1) ==# 在 基本 区 间 上 是 解析 的 ， 即 无 限 光滑 的 ， 但 由 于 将 它 以 周期 1 无 


人 6, 士 二 士 2 … 有 间断 (图 3.3)， 因 此 相应 的 收 伍 


速度 是 很 慢 的 。 
当 周 期 函数 7 仿 在 某 点 4 有 有 间 电 (让 于 周期 性 , 它 必 扫 在 计 - 4 十 mm 了 0 一 0 


各 点 也 有 间断 )， 可 以 证 明 ， 在 这 些 点 上 传 氏 级 数 的 “ 值 "等 于 于 (Je+OAHGe- -0))。 因 
此 ,即使 7 在 某 个 区 间 (e，% 十 2 是 连续 的 ,但 在 两 端点 取 不 等 的 值 , 即 Fe) 关 J(c 十 中)， 





于 是 ， 相应 傅 氏 级 数 在 两 端点 的 值 同 为 五 OO9+TC+g) 从 例 工 及 图 8.3 也 表达 了 这 
工 


一 事实 ， 相应 的 传 氏 级 数 在 1 一 士 于 取信 为 0- 志 ~- 互 。 
832 传 氏 积分 

把 周期 性 振动 分 解 为 一 系列 简 谐 振动 的 迁 加 的 主要 特点 是 ， 它 的 “频谱 ”是 由 一 个 基 频 

和 = 击 (7 为 原 周期 ) 的 整 代 数 mw= 具 = fds (一 0, 1 …) 组 成 ， 即 为 等 距 的 离散 “" 谱 线 "。 在 


非 周 期 性 振动 , 例如 太阳 光谱 , 它 的 谱 线 之 间 不 一 定 有 倍数 关系 , 而 且 除 了 线 状 谱 即 离散 谱 
以 外 , 还 有 连续 谱 。 因 此 , 一 般 的 非 周期 函数 鸭 在 一 cc<t<co 上 应 展 为 具有 更 为 一 般 形 
式 的 谐 波 迭 加 和 , 即 "积分 和 ”: 

7 -| 丽 ()ezritds， 一 co<t<oo (3.2. 


这 里 五 (9) 起 着 伟 氏 系数 ce 的 作用 ， 但 已 经 不 是 仅 依赖 于 整数 变量 鼎 而 是 作为 连续 变量 的 
.函数 , 一 cp<s<co, 即 在 频谱 中 一 切实 数 频率 都 可 能 出 现 。 
事实 上 ,定义 于 一 ne 股 画 数 7() 可 以 视 为 周期 画 数 在 周期 ?ee 时 的 


极限 。 首先 在 区 间 一 于 <ts 与 上 展 为 倩 氏 级 数 
7 人 -号 Cz 62ntt7， 一 可 立 纸 
一 一 oo - 


_ 工 
命 从 一 万， 


和 友 一 1 一 s Feb 一 Tou 于 是 , 当 和 >co 时 
六 (人 罗 > 思 ( 丰 小)esnir4t 4 二 位 思 (f)e2stsrt 4 万 (s)e2ri ds 
zk=。 K 一 。。 一 
这 里 的 函数 媚 (9) 来 自己 (0)， 即 当 和 ->co 时 
FGo- 人 (Deraetdtr 有 人 一 | GDeraneedi 
了 /3 一 co 
这 样 就 导致 了 一 允 开道 的 傅 氏 积分 
让 (四 = 讽 Fe 一 co<ti<co (3.2.2) 
了 (g) -| 让 (Deanetdl， 一 co<s<co (3.2.3) 


了 (8) 称 为 汶 的 傅 氏 变换 或 谱 函 数 , 7 ( 力 称 为 五 (9) 的 道 傅 氏 变换 或 原 函 数 。 这 个 互 逆 关 系 
将 记 为 (GD ~ 瑟 (9)。 如 果 变 量 上 在 物理 上 表示 时 间 ,， 则 变量 * 代表 频率 ， 傅 氏 变换 就 建立 
了 所 谓 “ 时 间 域 "与 "频率 域 " 之 间 的 互 换 关 系 。 如 果 表示 空间 坐标 , 则 变量 * 表示 距离 2z 


内 含有 的 波 数 ， 即 秋 表 示 波 长 。 


3.2.1 傅 氏 变换 的 基本 性 质 
根据 定义 式 (3.2.2)，(8.2.3)， 傅 氏 正 变换 与 着 恋 换 的 实质 是 相同 的 ,只 是 积分 号 下 指 
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数 函 数 e*?ret 的 宪 次 反 号 。 因 此 只 须 讨 论 正 变 换 的 性 质 , 而 逆 变 换 的 性 质 可 以 类 似 地 导出 。 
首先 , 傅 氏 变换 是 线性 的 。 事 实 上 , 从 定义 式 (3.2.3) 直接 可 以 算出 ; 
由 一 互 (9)，9g 国 ~G(s) 二 af 的 二 By 从 ~apB Cs) 十 89(Gs) 
zx， 有 为 任意 常数 ， 也 可 以 是 复数 。 


此 处 , 设 太 b ~ 三 (8) 则 有 
(~ 一 引 (3.2.4) 
(一 四 一 不 (一 9) (3.2.5) 
上 产 四 一 玉 ( 一 人 )，* 表 示 取 复 葵 (3.2.6) 
J4 一 0)~e-2m(s)，4 为 任意 实数 0.2.7) 
7(o 鸭 ~ 全 开 全 )， 6 为 任意 实数 *0 .2.8) 
刀 罗 ~2misB(Gs)，jG) 一 (2ris)"P Cs) (8.2.9) 


事实 上 ,根据 互 逆 关 系 (3.2.2)，(8.2.3) 可 以 算出 (3.2. 甸 : 
7 的 ~ Fereera=| CDercoedt 一 7 


这 是 倩 氏 变换 互 逆 性 的 另 一 种 表达 形式 , 即 对 函数 7 力 先 作 一 次 正 变 换 , 再 作 一 次 逆 变 换 则 
还 原 为 也 ,但 是 对 7( 坟 连 作 两 次 正 变换 则 “ 反 向 还 原 为 几 一 切 。 至 于 (8.2. 瑟 到 (8.2.8) 
则 直接 从 定义 式 (3.2.3) 并 利用 积分 变量 代 换 可 以 导出 


7(-0~| 7CDeoedn 人 nenerdr 
-7GDereecorar 一 Ra 
产 的 ~ 产 Beedn| 产 Cee0*dt 
-| - [7 的 er at 一 本 (一 
jG- 9 Faenoerdt| Doraeoroar 


-| 62nias 太 (7) EC-2zisr QT 一 2 一 2wids 万 (s) 


JoD~| TDeraetd-| Fe 可 


-~ 何 | LoaneoerdrwT 8 三) 
对 于 (3.2.9), 则 运用 分 部 积分 : 
了 的 ~ 人 Peerl= [GOerenEt2- | GO 全 eed 
-0o-| GD) (一 2r6s)e-artetdt 一 2mjs 太 (8) 
将 此 式 连 用 m 饥 就 得 到 (3.2.9) 的 第 二 式 。 
当 原 国 数 也 变 为 (一 芒 时 , 相应 的 图 线 变 为 反 向 ; 公式 (3.2.6) 表 示 谱 函 数 忆 也 变 为 
0 2.2 和 3.2.3) 可 以 得 到 


029/ 二 人 全 人 族人 得 和。 mo 11 二 光 “ 间 人 ha 本 egg hg 一 好 rr ep ve 





TO7 
7f(O -| FG)a .2.10: 
万 (0) -| 0 (3.2.10 
设 原 函数 /为 偶 函 数 , 即 具 有 对 称 性 
了 (四 三 大 一 轨 
根据 式 (3.2.5) 可 知 谱 函数 了 也 有 对 称 性 


($) 三 厂 ( 一 3) 
也 是 偶 函 数 。 此 外 , 由 于 


7 -| 7CDe2etdt=| 7CD (os2ms 一 isin2ra 直 


-| _7(Deosamstat-i (GDsinamsdt 
利用 了 的 对 称 性 可 知 四 
人 天 st 一 3| .GOD)oos2u 时 帮 
人 7Ommamstd=0 
由 此 可 知 偶 函 数 /的 谱 函 数 五 可 以 表 为 "余弦 变换 的 形式 
了 (9) -2 ji)oos2m 时 出 (3.2.12) 


类 似 地 , 当 /为 奇 函 数 , 即 具 有 反对 称 性 
j 砷 = 一 /一 汪 
则 其 谱 函 数 不 也 是 奇 函 数 
五 (S) 反 一 厂 ( 一 3) 
并 且 可 以 表 为 “正弦 变换 ”的 形式 
成 (9) = 一 31 7(Dsmamstd ， (3.2.13) 


实践 上 多 数 情 况 原 函数 是 实 函数 ， 即 
GD)= 产 反 
它 的 谱 画 区 一般 不 再 是 实 函数 , 但 是 ,根据 (3.2.6) 有 
万 雪 一 本 ( 玉 
即 具 有 苍 对 称 性 。 据 此 可 以 导出 ; 当 为 实 偶 函 数 时 , 态 也 是 实 个 函数 ; 当 /为 实 奇 函 数 
时 ,五 则 是 纯 虚 奇 函 数 。 这 从 余 玫 及 正弦 变换 式 (3.2.12)，(3.2.13) 也 可 以 看 出 。 
函数 fb) 的 “伸缩 ” 玫 为 f(ob) 。 例如 ， 当 > 工时 ，f(ob) 相当 于 把 让 的 图 线 沿 轴 压 
缩 和 售 ; 当 0<a<1 时 相当 于 沿 轴 拉 伸 二 倍 。 公式 (3.2. 史 表示 原 函数 作 尺 度 伸缩 时 ， 谱 
函数 有 相反 相 成 的 伸缩 关系 。 由 此 曹 涵 的 意义 将 在 3.3.4 节 中 再 说 。 
函数 的“ 平移” 表 为 7(t-@。 当 a>0 时 ,7G- 中 相当 于 把 /的 图 线 向 右 平移 
一 个 上 距离 c， 当 za<0 时 相当 于 向 左 平移 。 公式 (8.2.7) 玫 示 原 函数 让 ( 轨 作 平移 时 ， 谱 函数 
(s) 被 乘 以 相应 的 虚 指数 因 于 e-2we*。 在 这 个 基础 上 ， 傅 氏 变换 可 以 应 用 解 差 分 方程 
公式 (8.2.9) 表 示 原 函数 Ci) 的 微分 运算 相当 于 谱 函 数 妃 (s) 被 乘 以 2mis， 在 这 个 基础 


Cpcvangi yaog3 二 和 全 各 和 rr “egohle :全 浊 抽 人 9 半生 “ri 
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上 和 傅 氏 变换 可 以 应 用 于 解 微分 方程 。 
上 述 公 式 (3.2.4 到 3.2.9) 对 于 谱 函 数 的 实际 计算 也 很 有 用 。 事 实 上 , 一 旦 算出 了 某 个 
原 函 数 的 谱 函数 后 , 则 根据 这 些 公式 就 能 得 到 由 此 派生 的 许多 函数 的 谱 函 数 , 而 无 待 于 直接 


的 计算 。 





我 们 将 传 氏 变换 连同 着 变换 的 基本 性 质 列 为 表 3.1， 其 中 关于 卷 积 以 及 内 积 的 性 质 将 
在 以 后 再 说 ,为 了 参考 方便 故 一 并 列 入 。 









了 (GD 
9 人 


表 3.!1 传 氏 变换 性 质 简 表 


谱 


旺 数 





说 明 





六 (9) 
G(S) 








一 co < 长 S<< 十 co 



























































1 了 人 7(-9) 互 逆 性 
2 ab) 十 pg 人 aB (9) 十 BG(s) 线性 
3 7 了 (一 偶 ( 奇 ) 性 一 偶 ( 奇 ) 性 
产 ( Fe( 寺 实 性 共 斩 对 称 性 
J (ab) ”工人 sa 
5 1 人 1al 加 尺度 伸缩 原理 
Ta (eg) 
JC-d) carimR(3) 渍 
6 eariat 太 ( 四 了 (s 一 g) ， 平移 ac 必 乘 因 子 Extd 
Jo 人 (amis)"F (9) 
” (一 2mioyG Fe) 人 
jxg 的 =| .7CDod-nDar ee 本 
7 .9 F(vG 四 一 | PCDGGe-oac 
人 Pocoa- 站 天 ee@a 
Re 内 积 不 变性 
9 人 yebpa=f 1Ize pa 巴 色 瓦 公式 
河 松 公式 


这 70D -了 习 7 人) 






顺便 指 出 , 傅 氏 变换 的 定义 及 记号 在 资料 中 很 不 统一 。 许多 资料 中 傅 氏 变换 规定 为 . 
7(e) = | Ceratdl 


这 时 逆 变 换 则 为 
JGD -| 五 (8)ettas 

即 指数 虚 宕 中 省 去 常 因子 2r， 这 时 在 公式 (3.2.7)，(3.2.9) 中 也 应 作 相应 省 略 ， 缺 点 是 正 
首 公 式 比较 不 对 称 。 当 然 这 些 区 别 都 是 非 本 质 的 , 但 会 引起 一 些 混淆 , 在 实践 中 要 注意 到 这 


一 点 。 
傅 氏 变换 可 以 推广 到 多 元 函数 。 例 如 , 对 于 二 元 函数 有 二 维 传 氏 变换 
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Fo 可 -| 人 Fe Doomeerroazy 


J zz，9/) -| 上 下 (oo)esrieerey)dul do 


这 也 是 线性 变换 , 而 公式 (8.2.4 到 3.2.9) 则 推广 为 ， 当 jz, 殷 ~~ 刀 (wu 号 则 有 
Fo 轨 w7( 一 ww 一 可 
Fw 一 力作 甩 (一 二 一 号 
~ 
(一 a， 4 一 ee 四 ) 
jz 到 ”于 ZK 站) 
Da 


5 了 (2，g 一 (2rb)2+opo0 太 (L， 2) 


3.2.2 一 些 初等 函数 的 傅 氏 变换 


为 了 掌握 运用 傅 兵 方法 ,需要 熟悉 一 些 最 向 冯 是 最 本 的 宙 等 娄 "及 其 证 数 。 
托 形 函数 


工 
工 ,: 引 委 村 
rectt- 人 3 (3.2.14) 
0, 它 处 - 
其 中 心 在 原点 0, 长 竞 各 为 二 因此 面积 为 了 
| reott 居 一 |,airi (3.2.15) 
的 矩形 分 布 , 有 间断 点 士 1V2. 如 图 3.5。 
不 难 直接 算出 其 谱 函 数 


fo - TV73 - 
| Tectte-2rttdt 一 | 2 Exist (人 
6 一 


- 血 下 =sinog -~co<s<ce (83.2， 16) 


这 就 导致 谱 波 分 析 中 另 一 个 重要 的 函数 ， 即 
肘 谓 sine 函数 。 / 人 





sinc 秀 数 所 本 0 和 
VS 于， -<t<oe G.227) - 国 3.6 
这 是 中 峰 在 原点 ， 在 右 有 有 逐渐 守 减 的 正 负 过 拓 的 所 动 数 ， 见 图 3.6。 
sinc0 一 {，sinc% 一 0,.% 一 士 I1， 士 2， 
sinct 一 -o(T) 上 乙 oo 人 (3.2.183) 
根据 (3.2.10 到 38.2.141)7 有 0 
oa (3.2.19) 


一 oo 


即 “面积 "为 1。 总 结 起 来 有 罗 人 有 


1 








加 3.6 
Tectt ~ sinc 8， sinet~vrects (3.2.20) 
三 角形 函数 
一 | 寺 ，| 红 < 工 
4(t -1 (3.2.2 
仿 0 它 处 人 ) 


这 是 中 心 在 原点 , 面积 为 荆 的 等 腰 三 角形 分 布 , 是 连续 函数 , 但 一 阶 导 数 有 间断 (t 一 0, 土 卫 ， 
如 图 3.7。 


上 4 G -上 )u=l 
-也 不 难 直接 算出 它 的 谱 函 数 
全 4Gewa-| GdG-1Dereeed 


= 人 sa ) 一 sin co 
8 
如 图 3.8。 
即 4 (人 ~sinc3gs， sino2t~ 4(8) (3.2.22) 





工 
0， 它 处 
它 表 示 一 系列 愈 来 愈 高 , 愈 来 愈 窗 , 而 面积 保持 为 二 即 


记 ( 人 -nzrectni=| 旬 一 二 2， 这 《3.2.23) 





六 Pear=i 
的 矩形 分 布 , 如 图 3.9(z) 。 当 w >co 时 , 它们 的 极限 函数 , 记 为 8(0)， 显 然 具 有 下 列 “ 奇 异 ” 
的 性 质 
1 关 0 


3.2.24 
co，t 一 0 ) 


5 人 = 所 


全 8)d=1 (3.2.2) 


晃 数 5 叫做 脉冲 函数 或 8 函数 。 它 妻 示 位 于 原点 的 单位 集中 力 、 点 电荷 、 点 源 以 及 单位 强 
度 的 无 穷 窗 脉冲 等 等 理想 化 的 物理 量 。 上 述 极限 过 程 可 以 写成 


limmrect 一 6 人， 一 co<t<co (3.2.26) 


如 图 3.9( 纺 ， 函 数 8 象征 性 地 表 为 一 个 位 于 原 上 的 箭头 ， 其 方向 及 长 度 表 示 其 积分 
值 十 革 。 


3 (I) 


吧 





(OO) 


脉冲 函数 的 筛 取 作 用 : 
任 取 连 续 函 数 2 (办 ， 由 于 


| Guectnpe(Dat-| mp(Od<eg(0)| ndt 一 0(0) ， 9 一 >oo 
因此 有 
| soOeGu=w0) (3.2.27) 


对 一 切 连续 函数 p( 娘 成 立 。 这 就 是 8 函数 的 第 取 作 用 , 也 是 8 函数 的 最 基本 的 , 即 特征 的 性 
质 。8 函数 尽管 有 高 度 的 “奇异 性 ”， 但 是 由 于 式 (3.2.27)， 它 的 运算 却 是 极其 简单 的 , 甚至 
比 普通 的 函数 远 为 简单 。 

将 函数 8(b) 平 移 一 个 距离 “得 函数 8(t 一 0)， 它 表示 集中 于 点 一 4 的 单位 脉冲 。 显然 
对 于 任意 连续 函数 9( 妨 有 


pg go -pe al， 放 aree rasqy 人 Rarereeei it room 一 





| 8 一 Op 人 4=|- 5 人 0G 二 ddt=p(c) (3.2.28) 
8 函数 的 谱 函 数 几乎 “不 要 算 ” 就 可 以 得 到 
上 (及 C-2xist 8 一 CT2mtst 





=1， 一 co<8<<co 
=0 


| (一 C)2-2r4st01 一 2mist 一 223xtqs， 一 co<g<co 





t=0 
因此 

ES 6 ~ 二 8 人 (一 0) 全 6 《3.2.29) 
由 互 道 性 又 得 返 国 
1~5(9)，emetw8G 一 0 (3.2.30) 

由 此 得 
| [ee canttdi 一 (9) (8.2.31) 
| ed | 人 errd=8G 一 9 (3.2.32) 


这 就 是 三 角 函 数 在 无 穷 轴 一 co 一 :<co 上 的 正 交 性 。 如 同 正 交 关 系 (3.1. 罗 在 传 氏 级 数 里 
一 样 , 正 交 关 系 (3.2.31) 在 传 氏 积分 里 起 着 基本 的 作用 。 
通常 对 于 两 个 函数 六 9 定义 其 内 积 为 


| 产 GOgGOd 

在 伟 氏 变换 下 , 内 积 是 不 变 的 。 当 广 G) ~ 万，9g 人 ~G 人 时 全 有 
. 斤 产 orOu-| 99Gu (8.3.33) 
取 j-9 则 成 为 巴 色 瓦 公式 
|17GOPa-| BFOIo (8.2.34) 

公式 (3.2.383) 可 以 用 正 交 关 系 式 (3.2.32) 推导 如 下 : 
| 产 OorGOa-| 同 _EFGeee 本 9G)eewm 

芭 | ”本 dcG") de| 


-| 严 G) d|- Ge)5(s 一 sd -| Fr (syG(s)gs 


oo 
1 一， 
G2mi(8 3) 下 (让 


oo 


3.2.3 广义 微分 


考虑 台阶 函数 
0 
@-1 0 


这 是 典型 的 间断 函数 , 在 间断 点 一 0 处 有 跃 什 
lm[ 了 (o+ 吨 )- 了 (0- 立 )] -7(+0) -7(-0) -1-0=1 


在 好 0 处 交 一 0。 但 是 ， 如 果 就 此 认为 了 人 多 在 一 co<t<co 上 整体 的 导 函 数 为 0 则 是 


(3:2.35) 
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错误 的 ， 因 为 导 函 数 是 表示 函数 的 变化 率 的 ， 而 了 人 在 一 0 处 的 突变 没有 得 到 反映 。 事 
实 上 
7 人) =0， 好 0 
人 AAAe 这 | 人 
闷 的 jl 元 [了 (0+ 到 )- 了 (0- 豆 -各 无 开 (90) -了 (一 9 一 
此 外 , 作为 导 函 数 立 '( 罗 应 与 原 函 数 毒 ( 坟 有 下 列 积分 关系 
|] 六 信 W= 了 (co) -了 (一 co) =1-0=1 
将 这 三 点 与 式 (3.2.23.3.2.24) 作 比 较 后 ， 就 有 一 切 理 由 认为 了 (9) 的 导 函 裁 了 D) 应 该 
是 8 函数 , 即 
了 (办 一 8 人) (8.2.36) 
这 样 才 正确 地 反映 了 了 人 ) 的 间断 性 对 于 导 函 数 的 贡献 。 为 了 对 此 以 及 类 似 情况 给 以 明确 
的 含义 , 需要 把 导数 的 概念 加 以 推广 。 
先 回 到 通常 的 情况 。 设 让 G 在 一 co<t<co 上 处 处 有 连续 的 导数 户 (D) 。 任 取 充分 光 
滑 并 在 无 穷 远 处 连同 其 导数 衰减 得 充分 快 的 函数 p(D) 一 一 以 后 将 统称 这 样 的 函数 为 良 函 
数 。 根 据 分 部 积分 ， 
| 六 rrGOau-cml>-- 人 Fow Gu 
由 于 jz 在 土 cc 处 为 0, 因此 有 
人 7OeGOuU- 一 | FOODU (3.2.37) 
对 一 切 良 函 数 9 均 成 立 。 我 们 将 在 这 个 基础 上 将 导数 的 概念 作 推广 。 
任意 函数 7 的 广义 时 数 就 是 这 样 的 函数 一 记 作 户 (6)- 一 使 得 对 于 一 切 良 函数 9 而 
言 式 (8.2.37) 都 成 立 。 当 户 G) 在 通常 意义 下 有 导数 , 这 样 定义 的 广义 导数 是 与 之 一 致 的 ; 但 
当 在 通常 意义 下 没有 导数 或 者 有 如 式 (3.2.23) 那样 的 奇异 性 时 , 则 这 个 定义 有 新 的 内 容 。 例 
如 取 让 = 工作 ,于 是 ,对 任意 良 函 数 g 


一 信 人 


这 就 肯定 了 式 (3.2.36)。 
设 J 久 在 z= 上 处 有 间断 , 具有 有 限 的 妈 什 
一 co<j (e+0) 一 Fe 一 0)<co 


在 :ze 处 , 具有 通常 意义 的 导数 一 一 为 了 与 广义 导数 相 区 别 , 记 之 为 9 试问 f 纺 的 广义 
导数 乌 ( 轨 是 什么 ?为 此 , 任 取 良 函数 w( 轨 ,考虑 到 的 间断 性 : 


-上 Zu- Ja 司 畏 j 硬 -由 汉 + gpd 二 [网 2 二 | gp 上 


-|- gg 大 十 [jp 


由 于 
[yjo]5=FC+Oo(e+0) 一 fc 一 -0)g(c-0) 


gC-0) -9(+O-9gG=| 536 一 opG 才 


ee viriasarveeeeeeesesaeasaaasiitaijishte ， 扩 ，。 ， 沪 pinyry 入 = 99 让 外 
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因此 ,对 于 一 切 良 函 数 9 便 有 
-7GwGaw= b+Ie+roO -fc-0186-9jp(d 
所 以 了 的 广义 导数 为 


三 =9g 人 十 [fo+0) 一 Fe-0)]5G-e) (3.2.38) 
当 J 为 有 多 个 间断 点 寻 oy co …， cm 时 , 则 类 似 地 有 
沁 的 -9 人 的 二 辣 [fo+0) 一 Fe 一 0]30 一 加 (3.2.39) 


因此 , 当 函 数 有 间断 时 ， 它 的 广义 导数 是 通常 意义 下 的 导数 再 加 上 间断 牙 值 引起 的 脉冲 项 。 
这 就 正确 地 补足 了 间断 性 对 于 导数 的 贡献 , 而 且 导 数 的 这 种 推广 是 合理 的 。 注 意 式 (3.2.39) 
实质 上 是 分 部 积分 公式 。 如 果 式 中 的 户 (人 取 为 其 通常 意义 下 的 导数 ， 则 等 式 可 以 不 成 立 。 
因此 运用 广义 导数 无 非 就 是 使 分 部 积分 公式 得 以 正确 的 表达 。 
显然 (3.2.36) 就 是 (3.2.38)，(3.2.39) 的 特例 , 据 此 可 以 得 出 , 例如 
(sign 人 一 2 人 (3.2.40) 
Geoi 芒 一 史 计 羡 ) 一 8 本) (3.2.41) 
当 函 数 六 一 六 时 , 相应 地 广义 导数 必 有 户 ->F。 这 是 因为 , 任意 取 良 函数 g( 恕 ， 当 妨 ->F 
时 必 有 
| - 肖 g 0 yy 人 





这 就 是 站 _ 
中。 pa | 户 Jd 
即 六 -sy。 
炭 冲 函数 9( 切 也 有 广义 导数 3 (， 对 一 切 良 函数 9 便 有 
全 5 人 gp(Dd- -全 90 (人 dt 一 一 (0) (8.2.42) 
由 于 3 可 以 表 为 
6 (办 一 Hmworectnt 一 Limwadt 人 nt) (3.2.43) 
并 日 no ee 
Crectnf)' 一 8( 疆 。 元)- ji - 冯 ) 
LL(nt))/ -| reet ( 计 : 元) rect 人 - 训 )] 
因此 3 (力也 可 以 表 为 
ro -和 (er 吉 -a(- 吉 
-各 吕 zeot( 寺 二) -rect( 二 款 让 (3.2.44) 


见 图 3.10， 当 呈 增 大 时 , 两 辟 愈 窗 而 振幅 愈 大 , 趋 近 于 2.() 

和 5( 鸭 相似 ，8'(G) 也 是 集中 于 一 个 点 =0 的 广义 函数 ， 但 比 
人 8 (为 有 尖锐 的 奇异 性 , 它 在 10 处 为 0， 而 在 0 处 摆动 于 土 co 之 
间 。 9 (办 有 绸 取 作 用 ， 即 取 "=0 处 的 导数 值 -1 (0)。 通常 在 物理 上 8'() 代 表 位 于 ze=0 
处 的 单位 偶 极 子 或 单位 矩 。 








199 


广义 导数 情人 的 广义 导数 叫做 二 阶 广义 导数 ， 记 为 尹 办 ，…5 (一 巧 阶 广义 导数 ， 
je 的 的 广义 导数 为 办 阶 的 广义 导数 产 "( 坟 ,这 相当 于 


co 


| 7eOeGuw=(C-D| De GD 夺 .2 名) 


对 于 一 切 良 函数 9 成 立 。 
任 取 1>0, 对 任意 函数 7 人 可 以 定义 中 心 差分 算 子 消 : 
4JG) = 于 [7 二 ) 一 用 t- 羡 ) (3.2.46) 


在 广义 导数 的 意义 下 恒 有 
lim 水 太一 万 信 《3.2.47) 


这 是 因为， 对 于 任意 良 函数 9 
三 srovroa- 引 (多 -A 多 os 
-Te 到 -oj 
当时 全 -ees 罗 -wm 
| ima47GwGDa=- 人 ADOwGOuw=-| GeGd 


反复 运用 差分 算 子 少 得 高 阶 差分 算 子 : 
外 了 才 一 水 (4J 的 )， 全 (3.2.48) 
4 一 沙 ( 人 FF) (3.2. 委 ) 
显然 有 


有 发 7 罗 一 水 (4F)=- 4 天 [t+ 至 ) 玫 全 )] 


-证 [ 风 休 二 二 到 一 开 寺 到 -号 )- 开 全 是 到 ) 刀 村 生生) 


=- 庆 [HG+ 一 2 (0 十 ft 十 从 ] 


用 数学 归纳 法 不 难 证 明 
条 fj 的 = 遍 匀 (-DIO8H( 计 学-)， 08 一 DT (3.2.50) 
并 且 有 
lim 487CD 一 7 (3.2.51) 
右 端 为 凤 阶 广义 导数 。 8 
在 谐 波 分 析 中 函数 及 其 导数 的 傅 氏 变换 有 极 简单 的 关系 , 即 表 3.1 中 所 列 的 
7 的 一 万 人， 万 人 一 2r27(s) (3.2.52) 


应 该 指出 , 这 样 的 关系 只 是 在 广义 导数 的 意义 下 成 立 。 事 实 上 , 设 / 力 ~ 下 (8)， 即 
FF 人 -| (Doesdt 

由 分 部 积分 公式 (3.2.37) 一 一 它 仅 对 广义 导数 才 成 立 一 
| 7GDeeeed= 一 | GD CA 二 -2 各 | 7 -and 
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因此 式 (3.2.52) 成 立 。 

我 们 知道 ， 如 果 9 的 三 0， 则 9g(Gb) =c= 常 数 。 根据 式 (3.2.52) 这 就 等 价 于 ， 如 果 
2misG(G)=0, 则 G(s) =c8(s)。 

函数 节食 的 谱 函数 可 从 以 上 的 简单 关系 导出 。 事实 上 ， 命 王 伯 一 不 (8)， 由 于 了 ( 
-5(G， 得 2 名 全 = 贡 ， 因此 ，2mis| 卫 人 一 二 二 |=0， 从 而 了 GD) 一 5 站 = 中 全 ， 即 
Fr(9) = 二 上 +e3(9)， 常数 。 待定 。 由 于 1= 并 (人 ) +( 一 芭 , 对 此 作 传 氏 变换 得 


2 43 





5 -7 加 + -+ DHG(- 蚊 = 20 的 故 o- 坷 而 
三 的 ~ 十 计 8G) G.2.89) 


以 后 广义 导数 将 统称 为 导数 ， 并 采用 普通 的 记号 如 疡 ，o) - 纪 ,9 区 等 等 


表 3.2 常用 函数 的 伟 氏 变换 “图 解 字典 ” 
〈 表 图 中 原 函 数列 于 左 ; 谱 函 数列 于 右 ; 实数 部 分 用 实 线 表示 ;虚数 部 分 用 虚线 表示 。) 


(L) 0( 四 ~ 工 
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〈 续 表 ) 
oa- 二 0- 芭 - 寺 于 
二 
| | 
| 二 = 全 





(6) emm 拉 人 ,Emma 


? 4 = 0 工 








于 0 1 - 





本 
(9) signt 
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( 续 表 ) 





2 


-tv 
00 。 ~ 行 琴 六 





1 
11) Jo(2 胃 一 一 = 
《LL) yo(2zt) 7 


TectS/2 





[1 





~ 一 1 一 srects/2 


Ji(2z 轨 
人 

















二 
一 反 w 
0 J 士 2rtS 








413 


$ 3.3 卷 积 与 依 氏 变换 的 对 偶 性 质 


8.8.1， 卷 积 的 定义 和 性 质 
对 于 两 个 函数 


丰 ( 四 ，9( 有 ， 一 ceo<ti<oo 
定义 另 一 个 函数 , 称 为 了 与 9 的 卷 积 , 记 作 19 人 及 或 (eg) ( 妨 : 


Jo 的 -Fod-Ddr 一 <t<oe 


(3.3.1) 


这 里 自然 默认 /与 9 在 无 穷 远 处 衰减 得 足够 快 ， 人 1 


图 8.1L 是 卷 积 构成 的 示意 图 其 中 (w) ， 
(2 表示 刀 9 的 图 形 。 (c) 表示 9 (T) 的 反 向 
9 一 嫌 。 ( 吃 表 示 9 反 向 再 平移 一 个 距离 %， 
即 9( 一 (rz 一 0)) 一 9(o 一 相 ，t 一 4 为 卷 积 的 计 
算 点 。(e) 表示 乘积 fr*)9(o 一 *) 的 图 形 ， 阴 






《o) Jr) 


影 部 分 玫 示 积分 | ”7(c)g(e 一 Dr 这 就 是 


卷 积 在 + 一 4 处 的 值 , 玫 为 (7 中 的 竖 直 线 的 
高 值 。 

一 个 重要 的 事实 是 : 在 传 氏 变换 之 下 , 函 
数 的 卷 积 与 通常 意义 下 的 习 积 是 互 换 的 ， 这 
是 傅 氏 变换 的 一 种 重要 的 对 偶 性 质 。 


着 积 定理 : 设 (四 ~ 三 (s)， 9O~9@" as 


则 月 

7DwgG 的 ~FGGG 
jg 的 ~BCGs)xG(G) 

这 是 很 容易 验证 的 , 例如 对 于 第 一 式 ， 


5 (rz)90t 一 T)Qr 
-| Joe-oerdr| 8 本 7)e- .2413(t 一 0 


-7G| 0(Z)e-2xtz dz 一斑 (SG(S) 


卷 积 运算 还 有 一 些 简 单 的 规律 。 和 
分 变量 的 代 换 可 以 看 到 


8 的 -|7Food-9ar- | 1e- 


[jg 光 国 = 人 六 人 ho-oa 人 人 5 ae 全 ar 


和 .3.9J 
全 


人 9Crz) : T 












CD 下 Fo- rd 
图 3.11 


va- 人 全 7 人 罗 可 人 儿 廊 : 人 


人 


-人 人 ht sdedr 


1 





13?4 
(PC 几 ) 国人 Ra 人 go GDear- Dar| V(o2d 一 rr 一 o)da 
二 人 Fourec-Dae-oa=-「 CoDgG 一 DAG-amdr 


一 ((fxg) 7) (区 
因此 卷 积 服从 
交换 律 : 上 有 
结合 律 0 (3.3.4) 
(eg) xi 一 (gx 有) (3.3.5) 


即 卷 积 "因子 "可 以 任意 改变 次 序 和 组 合 而 俊 不 变 。 严 格 说 来 ;结合 律 的 成 立 是 有 条 件 的 , 其 
条 件 为 三 个 函数 中 至 少 有 两 个 是 紧 姿 的 , 或 者 三 个 函数 不 为 零 的 范围 都 从 同一 方向 (例如 都 
从 左 方 或 都 从 右 方 ) 人 人 见 第 一 章 
81.3。 


着 积 运算 和 几 种 基本 运算 如 ， 
平移 ， 人 
Te7 (的 天 1 一 - 
消 j 的 = 无 [/( 计 全 )--7 (i | -coma1e 从 9.3.7) 
微分 : 
7 的 = 呈 J0 RS (3.3.8) 
之 间 则 有 下 列 “ 配 给 ”关系 
To(jfxg) 一 Tojfrg=jfrTog 03.3.9) 
4 兴 ( jg) 一 少 f*g 一 F49 (3.3.10) 
(jxg) 一 六 rg 一 yi/ (3.3.11) 
这 些 都 可 以 从 定义 (3.3， 巧 出 发 , 踪 过 初等 的 演算 加 以 验证 。 由 此 进一步 又 有 
Tor(jrg) 一 TojfrToag 03.3.12) 
ie(fxg) 一 惧 f hg .13) 
村 (frg)eroO 一 ro)xgO (8.3.14) 
对 于 尺度 变换 四 
Ser 二 Foi，ax#0 (3.3.15) 
则 不 难 验证 ， 
、 .Se(frg) 一 | Sejf8o9) (3.3.16) 
特别 当 z= 一 工时 8_3 就 是 反 向 变换 、 同 
Si7G -7 1 
8S-i(fxg) 一 S-:eS-19 ” “3.3.1) 


注意 ， 当 -为 个 冰 教 时 ,Si 一片 当 J 为 坷 函 数 时 ,8_if= 一 f。 于 是 可 知 两 个 偶 函 数 或 两 
个 奇 函 数 的 卷 积 是 偶 函 数 , 奇 函 数 与 偶 函 数 的 卷 积 则 是 奇 函数 。 
此 外 , 着 积 产 9 在 (一 由 ,co) 上 的 积分 供 等 于 广 当 9 的 积分 值 的 乘积 , 即 ” 


CGOogGODOa=| FE 9 (G3.3.19) 
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这 是 因为 
| | 76-ogDa=「 Ge 7-aDu- 人 oa 7 
我 们 将 通过 一 些 例子 来 说 明 卷 积 的 作用 。 


首先 取 人 台阶 函数 
0, 4<0 
7 的 -| 、 (3.3.20) 
作为 卷 积 因子 ， 
了 (办 * 广 (人 -| J(DOFGd-aear-| yar (3.3.21) 


因此 , 用 台阶 函数 了 卷 乘 了 相当 于 作 了 的 不 定 积分 , 起 着 积分 算 子 的 作用 , 从 而 把 二 的 光滑 
度 提高 一 阶 , 并 且 有 


-全 区 的 sj 的] 一 7 (8.3.22) 
如 果 更 取 了 一 了 , 则 有 
r0, ;<0 
了 人)*7 人) =| 7(oDdr= 1 1 (3.3.23) 
-= er 一 1>0 
-全 [的 汪 的 ]- 了 的 (3.3.24) 
因此 ,了 * 了 已 经 是 连续 函数 , 一 阶 导 数 在 寻 0 处 有 间断 。 
取 和 拖 形 函数 
1 
0，| 寺 > 三 
rtt| (3.3.25) 
二， H< 豆 
作为 潜 积 因子 则 有 
= 村 
rectta 太 人 -| 7(r)reet G-oDer=| Fe)gr ， (3.3.26) 
中 过 


这 相当 于 对 作 积 分 中 值 函数 ,用 了 在 区 间 | t+ 一 豆 , + 十 喜 ] 上 的 积分 平均 值 以 代 7(2)， 并 且 
也 起 平滑 化 的 作用 , 提高 一 阶 光滑 度 。 例 如 取 7() 一 reot 刀 则 通过 初等 演算 可 得 


0， 1 委 一 工 


1 1 二 一 1<t<0 
reettereott| 3 raotrdr 1_i 0<t<1 (3.3.27) 
0 ， 所 1 
这 就 是 三 角形 画 数 (83.2)， 
0， | 引 并 
Tect taTectt 一 4 人 (人 -| 3.3.28 
地 1 一 | 寺 ，| 引 <I ) 


这 是 连续 函数 , 一 阶 导数 在 1 一 0， 士 1 有 间断 。 
取 三 角形 函数 4() 为 卷 积 因子 时 ， 


ar ep 各 和 机 0 尖 生 8 ， 名 1 放 家 Se 1 六 iT na 四 信和 Pr， my: 作 F ye revrat 一 人 on - 
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4(Dxj0D) = 妆 天 ( 吉 ( 生 三 调 三 | Ada-lr-rDe (3.3.29) 


相当 于 用 了 在 区 闻 [ 一 1 寻 刀 的 加 权 积分 平均 值 以 代 太 ( 攻 ,所 加 的 权 作 三 角形 分 布 。 上 面 
用 间断 函数 了 或 rect 作 卷 乘 时 提高 一 阶 光 滑 度 。 这 里 4 是 连续 函数 ， 用 4 卷 乘 相当 于 用 
rect 卷 乘 两 次 , 故 光 滑 度 提高 两 阶 。 
“一 般 说 来 ,用 通常 的 函数 9 卷 乘 于 了 时 总 是 起 平滑 化 的 作用 ， 即 积分 的 作用 。9 的 光滑 
度 愈 高 , 则 gx*f 相对 于 /光滑 度 提高 愈 多 。 
反之 当 取 9 为 奇异 函数 以 作 卷 积 , 则 情况 不 同 。 例 如 取 为 脉冲 函数 8 或 其 导数 ?8, 则 有 


axf=| 5()7C-Dar-1G 


jsf=-| 5(mfG-TDdor= 一 | 攻 () 全 7JG-nDdr=-| 5 户 ( 人 dr 一 疡 全 
即 
Dj 一 户 3sf = 记 ，5mef 一 Fo G.3.30) 
因此 , 用 5 函数 卷 乘 任意 了 时 使 /不 变 ， 而 用 8 卷 乘 则 相当 于 作 微 分 。 一 般 说 来 , 用 一 个 奇 
蜡 程 高 于 8 ( 轧 的 函数 9 ( 雪 作 卷 乘 时 起 着 降低 光滑 度 的 作用 ， 即 微分 的 作用 ， 其 程度 随 9 ( 
的 奇异 度 的 提高 而 愈 甚 。 


3.3.2 样 条 范 数 及 其 傅 氏 变换 


分 段 多 项 式 包括 样 条 函数 在 函数 扬 值 和 曲线 拟 合 中 是 一 项 重要 的 工具 ( 见 第 一 章 )。 这 
里 将 讨论 一 些 基 本 样 条 的 差分 表达 式 和 卷 积 表达 式 , 以 及 它们 的 谱 函数 。 

当 郴 数 能 表 成 分 段 次 数 入 治 的 多 项 式 ， 并 在 分 段 点 即 节点 上 直至 吧 一 革 阶 导数 为 连续 
时 , 叫做 思 次 样 条 。0 次 样 条 就 是 分 段 常 数 。 

郴 数 了 及 工 * 了 分 别 是 0 次 及 一 次 样 条 , 它们 的 支 集 都 是 [0，co), 是 无 限 的 , 但 从 左 方 


为 有 界 。 函 数 rect，4 一 rectwreot 也 分 别 是 0 次 及 一 次 样 条 , 它们 的 支 集 | 一 去 , 于], [一 


是 有 限 的 。 可 以 把 这 两 类 样 条 推广 到 高 次 。 
显然 ， 可 以 取 “ 鹤 断 寡 ” 
ff0，7t<0 
这 是 分 两 段 的 mm 次 多 项 式 ， 分 段 点 是 0， 了 及 了 就 是 田 一 0 及 工 的 特例 。 为 了 以 后 
的 广 便 , 引进 一 个 非 本 质 的 常 因子 ， 对 于 2=1 2 3，…， 傅 


1 0, 1< .0 
9 -| CE 加 t>0, 0! 一 工 We 
这 是 以 寻 0 为 节点 的 分 跋 2 一 工 次 多 项 式 。 为 了 方便 , 约定 
了 o (四 一 人 ( (3.3.33) 
并 且 有 
了 :1 办 王 了 (办 (3.3.34) 
了 (划一 六 (* 克 (办 (3.3.35) 
显然 可 见 


CD) = 了 ，1() (08.3.36) 
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由 此 递 推出 
了 多 (区 了 9, 0<9<2 (3.3.37) 
7 久 DG) 一 (b) 一 王公 ,7 包 信 =7oG) 一 5 (3.3.38) 
7 直至 p 一 2 阶 导数 为 连续 ,2 一 1 阶 导数 在 0 处 有 间断 ,- 因 此 了 , 是 2 一 工 次 样 条 。 另 一 
方面 
了 :Ci)* 了 (bb) 一 三 (si 人 





0, 3<0 
ru- 工 二 了 
汪 je TD 0 
因此 
了 ,一 了 :ix 一 1 一 王 * 了 1 (3.3.39) 
由 此 递 推 得 到 样 条 了 * 的 卷 积 表达 式 
了 一 了 1x 了 1 ex 交 一 了 xxx 《2D 个 ) (3.3.40) 
0 (3.3.41) 


样 条 了 *" 不 是 紧 次 函数 , 它 不 为 零 的 范围 (0，ce), 是 无 界 的 。 但 是 ,对 于 了 * 作 差 分 可 以 
得 到 紧 凌 的 样 条 ,后 者 由 于 其 稳定 性 , 在 计算 实践 中 特别 重要 ( 见 第 一 章 1.3.5 节 )。 为 此 目 
的 , 取 差 分 算 子 4 = 二 简 记 为 少 
41G-47G= 玫 寺 玛 ) 玫 -去 ) 
df (一 FT 一 2 十 FG 一 攻 T (3.3.42) 
HG - 立 (-DIOH( t+ 有 一 介 ， 人 
据 此 ， 对 于 2 一 二 2， 3， ”5 命 ( 见 第 一 章 1.5.1 节 ) 
人 E 工 2 了 了 一 工 
Mr( 力 一 4 了 (1 人 4 本 (3.3.43) 
为 了 方便 , 约定 
Mo 人 (一 8) (3.3.44) 
由 于 了 "为 2 一 工 次 样 条 , 在 t 一 0 处 2 一 工 阶 导数 间断 。 M， 是 由 了 * 平移 迭 加 而 得 ,因此 也 
是 2 一 工 次 样 条 。 但 以 


t 一 一 条 十 刀 4 一 0， 5 的 
即 
三 二 和 二 和 2 . 
4 一 一 刍 ，-- 呈 + 生 - 用 (3.3.45) 


为 节点 ,在 这 些 点 2 一 工 阶 导 数 间断 。 应 该 注意 的 是 , 当 2 为 偶数 时 节点 为 整 点 , 当 2 为 奇数 
时 则 为 半点 。 
不 难 算出 , 例如 


2 的 -47 的 =- 克 的 =-( 寺 未 -( 于 引 - ER (3.3.46) 


和 本 六 放 二 下， 村 < 人 人 rr 
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0， i<< 一 工 
_ ji 二 一 1<t<0 
Js 圾 一 下 7 了 (一 (十 1 一 2 十 人 一 + 一 0 (3.3.47) 
0， t> 工 
因此 . 
2f3 (一 rectt (3.3.48) 
Ma( 鸭 一 人 人 ( 坟 一 rectreott 一 Mix (3.3.49) 


更 一 般 些 ， 由 于 (8.3.39)，(3.3.40)，(3.3.41) 以 及 差分 算 子 对 于 卷 积 的 “配给 "关系 
(8.8.13) 
ff， 一 Lp 了 ,一 企 (ix7 1 二 沾 了 ixdp-17， 1 一 Mi 1 


M = MixM， 一 rectbag， (3.3.50) 
由 此 递 推 , 得 到 样 条 4W， 的 卷 积 表达 式 ， 
一 Mi …xhi 一 Tecttxsrectx…xTectt 《〔7 个 ) (3.3.51) 
WMAinM。 (3.3.52) 
注意 ， 上 述 二 式 与 式 (3.3.40) (3.3.4 纪 ) 完 全 相似 。 
至 于 微分 ， 
0 人) -reott 一 3(t 言 ) 一 8 人 (一 于) 一 今 一 4Mo 芍 (3.3.53) 


注意 到 对 于 任意 郴 数 洲 人 的， 有 
Pr 圾 -(- 抽 yo-f( 光 -和 -aa 
于 是 , 根据 (3.3.50)，(3.3.11) 得 


2 一 Msao [3 人 (+ 总)-3( 一 到) 1 ;一 4M， 
即 
Mb -4M，， (3.3.54) 
出 此 递 推 
Mg 人 一 4M， 人 ,90<9<p (3.3.55) 


=4MN 坟 一 个 rect 办 岂 办 一 让 Mo 下 5 (3.3.56) 
类 似 于 公式 (83.3.36~3.3.38)。 
根据 (3.3.26), 公式 (3.8.50) 可 以 表 为 递 推 的 积分 公式 
Mr 人 -| Mo oar 2 一 2，3，4，… (3.3.57) 


从 Mi=zrect，Ms=4 的 性 状 出 发 ,根据 这 个 积分 公式 可 以 逐步 推出 Mr 的 性 状 . 
(GD 由 于 Ma (是 偶 函 数 ， 因 此 它 的 逐次 卷 积 Ma，M3a… 也 都 是 偶 函 数 
1 (办 一 了 (一 廊 (3.3.58) 


人 @) 由 于 Ma 人 在 ji > 到 上 便 为 0 每 积分 一 次 ,函数 便 为 0 的 范围 向 左右 方 各 退 寺 ， 
因此 M， 是 紧 资 的 ; 
1 ( 坟 三 0， | 引 > 和 全 (3.3.59) 
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(38) 由 于 在 中 < 豆 二 上 4 的 > 每 积分 一 次 ， 人 于 , 因此 


> 国 < 用 0 


四 h0 一 seot 的 图 水 是 平 村 的 ， Mn-4 惧 二 这 个 性 质 在 逐次 积 
分 都 被 保持 , 即 
Mi(0) >a1， 经 0， p=2, 3， (3.3.61) 
(5) 1 在 (me， 0 逐次 以 ， M 全 由于 3. )， 积分 值 不 变 ， 
即 . 2 请 
『x MDd 让 二 
样 条 Mb 后 3. 57) 外 ， 还 有 代数 递 推 公 冻 、 
J1 GD) 一 二 二 [( 生 + 引 :本 豆 )+ (= 有 2 全 (8.3.62) 
0 0 


A 


4U(GOgG1-I41O]e 人 (+ + 于 ) 0 .3.69) 
只 需 把 两 端 展 开 比 较 就 得 验证 。 取 . 广 G) = 坟 直 于 庆 二 1 得 到 
4[ 妈 的 ] 一 9 人 (+ 到 ) 上 (于 ) 本 的 (3.3.69) 


再 将 4 作用 于 两 端 , 又 由 于 4(i 一 于)= 了 由 乘积 公式 又 得 


涵 


4[tg(O] 一 4 人 (t+ 言 ) 十 4 (t+ 到)+( -去 -到 )4g 国 
区 :24( 计 癌 ) 二 ( 坟 王 )4g 人 人 
依次 类 推 ,得 到 有 
中 [tr 人 ] -34yl; + 去)(: -与 )4g (办 
4[ig 人 的 ]-2pd-g(t 二 )(- 澡 jag 的 .8.6 
将 此 运用 于 
的 一 4 了 的， 也 的 -天 了 T[r 的 ] 
便 有 1 


1 人 = 2 -7，， ( ; + 部 ) + 人; | 7 下 


这 就 是 (8.8.62) 。 
当 允 很 高 时 ， 用 差分 公式 (3.3. 43) 计 算 Ms 是 在 稳定 的 ( 见 第 一 章 江 . 和 急 ， 但 用 递 推 公 


式 (3.3.62) 来 计算 则 相对 地 稳定 。 这 是 因为 ， 在 Ms 的 非 零 范围 , 邯 一 至 <t< 避 内 恒 有 


pe 全 
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生 二 过 0， 光合 t>0， [人 人 + (人 -让 = 


因此 , 如 果 对 于 Ma ( 思 人 0 则 对 了 0 的 最 大 绝对 误差 2 必 满 足 


ps | 5 2 3， ， 


多 一 1 了 一 工 

















二 | 
5 工区 


因此 3， 不 作 亚 性 增长 。 递 推 过 程 基本 稳定 。 上 面 所 说 的 民 ， 的 若干 基本 性 质 也 可 以 
从 这 个 递 推 公式 导出 。 区 

从 几何 上 看 ，* 是 单 峰 式 的 对 称 山 丘 形 函数 。 当 增 大 时 ， 光滑 度 逐 步 提高 ， 基底 ” 
逐步 加 宽 ， 面 积 保持 为 1。 20、 Ms、Mas、M。 的 曲线 见 第 一 章 图 1.32。 下 面 给 出 它们 的 分 
段 表达 式 。 除 了 通常 的 短 次 表达 外 ， 还 给 出 用 三 且 生 将 和 和 作 人 比较 
紧 姿 些 。 为 了 简化 , 采用 记号 


和 一 和 (办 一 4 一介， 4 一 0， 土工 十 2， 本 (3.3.66) 
这 就 是 以 整数 t 一 0， 士 填 ， 土 2， … 为 节点 的 分 段 线性 插值 基 函 数 ( 见 第 一 章 1.3.5 节 )。 
和 一 一 4( 一 (3+ 末 ))， 0, 士 贞 士 2 …， (3.3.67) 
这 就 是 以 半 整 数 # 一 土 吉 ， 土 本， 土 号 ，… 为 节点 的 分 慌 线 性 插值 基 画 数 。 
人 工 
人 0, t< 瑟 
hi 从 == (+ =(:- 二 =- + 二， -= 亏 <i< 喜 一 Tectt (3.3.67') 
1 
< 
0 枚 -1 
1+1 一 1<t<0 
了 的 一 GTHDe2G Di 人 和 -4()-M (3.3.68) 
0， 1T<si 
1[/， 8 le Tt 1 3 
Ms 人 -下 |(t 豆 ) 一 3( 豆 )，+3(t 王 ) 一 (一 豆 ) 
3 Js 
「 0， ;< 一 于 
8 2 
Ce 2 
二 二 


4 2 
于 [人 多 33+N (G 3.69) 
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有 鸭 = 于 [(G 二 罗 8 一 4 二 力 革 6 人 4404 一切 3 人 一 区 习 
0， 1 委 一 2 

(2 十 翘 3， 一 2< 帮 一 1 

(2 十 办 3 一 4(1 十 办 3， 一 1<ti<0 

0<;i<i 





~ 工 
f 
《2 一 力 2， 1<i<2 
0， 2<; 
一 于 DA&:++6M237o 二 12X 528 二 43 十 12 十 6XoAi 十 ) 习 (3.3.70) 
样 条 函数 愉 ，( 妨 在 谐 波 分 析 中 有 典型 的 意义 。 已 知 Wi 的 谱 函 数 


CH) 一 rectt~sinos 一 -开本 (3.3.71) 


于 是 根据 MWs 的 卷 积 表达 式 以 及 卷 积 与 乘积 的 互 换 定 理 可 知 
(GD ~ (sines)s= ( 空 宪 ) (3.3.72) 
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随 着 2 的 增 大 ，J， 的 光滑 度 增高 , 而 其 谱 函 数 在 {s| 一 ce 处 的 衰减 率 也 增高 。 更 确切 地 说 ， 
Mr 为 一 次 样 条 , 它 的 2 一 2 阶 导 数 连续 , 2 一 工 阶 导数 有 跳跃 性 间断 , 即 有 如 人 台阶 函数 状 ， 
D 阶 导数 有 脉冲 式 的 奇异 性 ， 即 有 如 3 函数 ， 而 相应 的 谱 函 数 三 (s) 在 无 穷 远 处 按 * 的 了 次 
寡 衰 减 , 即 王 (3) 一 0O\|s| 2)，|s| 一 ce。 这 一 事实 可 以 推广 到 一 般 , 即 在 伟 氏 变换 下 , 光滑 度 
与 衰减 率 是 互 换 的 。 样 条 Us 具体 地 反映 了 这 一 规律 性 。 


3.3.3 卷 积 的 物理 意义 
通常 的 物理 器 件 , 例如 滤波 器 .光学 仪器 等 等 , 所 实现 的 功能 都 可 以 示意 地 表示 为 


答 入 7CGD)~ 一 输出 Kb 


输出 取决 于 输入 以 及 器 件 自身 的 功能 特征 。 在 许多 场合 下 , 器 件 具 有 下 列 性 质 
(一 ) 线性 ， 如 果 有， 户 全 一 后 ( 有 ，ja 人 四 
风 aa 广 ( 坟 十 oa 记 ( 检 ->oaja 人) 十 asjs 人 (办 
(二 ) 平 移 不 变性 ， 如 果 了 的 一 大 的 ， 则 7 一 本 一 4 一 本。 这 时 ， 设 输入 为 8 鸭 ， 输 出 
为 g (的 ， 则 9 ( 信 叫 做 器 件 的 脉冲 响应 函数 。 由 性 质 ( 二 ) 可 知 ， 当 输入 为 SG 一 可 时 ,输出 为 
g( 一 态 。 根 据 式 (3.2.28), 任意 输入 (可 以 表 为 504t 一 态 的 线性 迭 加 
7jG=| COad-aar 一 co<t<oo 
故 由 性 质 (一 ) 可 知 , 相应 的 输出 就 是 
719- | FogG-aer-7G0og 人 (8.8.73) 
“ 即 输出 函数 玫 为 输入 函数 与 器 件 的 特征 函数 ( 即 脉冲 响应 函数 ) 的 卷 积 。 
在 时 间 序 列 分 析 中 , 对 于 函数 让 i), 一 co<t< oo 定义 其 自 相 关 函 数 
刀 .四 = 产 (7G+aar (3.3.79) 





它 刻画 了 序列 也 力 的 自身 的 统计 相关 性 。 很 容易 看 出 , 它 就 是 了 (与 六 (一 轧 的 卷 积 , 即 


户 罗 一方 * 产 (一 攻 (3.3.75) 
设 J 了 ~ 万 (s), 从 卷 积 与 乘积 的 互 换 性 就 得 到 
jb) 一 | 盏 (8)|3 (3.3.76) 


这 就 是 所 谓 维 纳 - 辛 钦 (Wiener-XrnrdunrD) 定理 。| 石 (s) | 称 为 函数 jb) 的 功率 谱 , 它 在 许多 
科学 技术 领域 里 有 应 用 。 
3.3.4 傅 氏 变换 的 对 偶 关 系 


在 传 氏 变换 下 , 原 函 数 与 谱 函 数 之 间 有 许多 互 换 关 系 , 即 对 偶 关 系 。 回 顾 基本 性 质 简 表 
《 表 38. 二 就 可 看 到 ， 几 乎 其 中 每 一 项 表示 一 种 对 偶 关系 。 掌握 这 种 对 偶 关 系 对 于 运用 谐 波 
分 析 的 工具 来 解 实际 问题 是 有 益 的 。 特 别 重要 的 有 光滑 度 与 增 训 率 之 间 的 互 换 以 及 “ 窗 ” 与 
“ 宽 之 间 的 互 换 , 下 面 对 此 稍 加 说 明 ， 

依次 考虑 


3 的 ~1，reott -2 王 ，4 人 的 ~~(- 王 只 ) 
4 函数 具有 点 脉冲 式 的 奇异 性 ， 它 的 请 本 区 =1 aeoti 为 台阶 状 间断 函数 ， 导 数 ract# 
一 3 人 (t+ 去 ) 一 5(t 一 二 ) 为 点 脉冲 式 ， 因 此 光滑 度 提高 一 阶 ， 而 谱 函 数 在 无 穷 处 量 级 为 
O(|j, 按 一 次 宕 衰减 。4( 的 本 身 是 连续 函数 , 一 阶 导 数 .4( 人 =rect( :十 于)-reot(- 阅 ) 


有 台 失 状 间断 ， 二 阶 导数 4 的 一 3 了 一 2 的 十 380 一 为 点 脉冲 式 ,光滑 度 又 高 一 阶 ， 
面 谱 函 数 在 无 穷 处 衰减 加 快 一 阶 , 量 级 为 O(js| -9)。 
一 般 地 , 对 于 山 丘 形 样 条 M， (2=0, 1, 2 时 就 是 ,rect 4) 有 


wo~(s) 
人 


( 琶 于 了 -0(lsl 有 ，|al->eo 





示 风 上 的 导 站 为 过 革 谱 函 数 则 在 无 穷 处 按 了 次 宕 衰减 。 这 样 本 娄 的 光度 对 话 于 
谱 函 数 衰减 率 加 快 。 

从 另 一 方向 也 可 以 考虑 

8 人 ~1， 8 四 一 2ris，…， Se) (2mts)? 

光滑 度 递 降 而 谱 函 数 在 无 穷 处 的 增长 率 递 升 , 这 里 8 (办 是 32) 人 的 2 次 积分 , 由 微分 与 积分 
的 互 道 , 也 不 妨 认为 8 坟 是 3e) 人 的 (一 D) 阶 微分 。 

以 上 的 特例 反映 了 一 个 普遍 的 性 质 , 即 函 数 的 光滑 度 与 增 误 率 之 间 存 在 着 对 偶 的 关系 。 
当 函 数 了 开始 在 2 阶 导数 出 现 点 脉冲 式 的 奇异 性 时 ， 对 应 于 谱 函数 三 在 无 穷 处 有 环 (s) 一 
OO0s|1-?)。 这 样 ， 根据 原 函数 的 光滑 度 [ 增 衰 率 ] 可 以 对 谱 函 数 的 增 误 率 [光滑 度 ] 作 出 估计 ， 
在 实践 上 很 有 用 处 。 

承 数 的 光滑 性 , 即 可 微分 性 是 函数 逐 点 的 性 质 , 是 一 种 局 部 的 性 质 , 而 函数 的 增 衰 率 , 即 
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无 穷 处 的 渐 近 行为 , 则 是 一 种 大 范围 的 ,整体 的 性 质 。 因 此 上 述 互 换 关系 可 以 看 为 在 傅 氏 变 
换 下 的 一 种 局 部 性 质 与 整体 性 质 之 间 的 对 偶 关 系 。 

至 于 所 谓 宽 与 窄 的 对 偶 关 系 ， 在 自然 界 的 种 种 波动 现象 中 都 会 遇 到 。 例 如 ， 在 声学 领 
域 , 音响 的 持续 时 间 愈 短促, 则 音调 成 分 愈 杂 , 即 频谱 愈 宽 ; 反之 , 音调 最 纯 的 单 音 在 时 间 上 
就 是 无 限 重复 的 简 谐 振 动 。 在 电子 技术 里 , 脉冲 的 宽度 愈 窗 则 频带 愈 宽 。 对 于 光 的 衍射 , 当 
照明 孔径 愈 窗 时 , 衍射 成 象 愈 宽 。 在 量子 力学 里 , 对 于 粒子 的 位 置 与 速度 的 测量 精度 是 互相 
了 矛 盾 的 , 一 个 提高 了 , 另 一 个 必 降 低 , 即 所 谓 测 不 准 原理 。 所 有 这 些 在 谐 波 分 析 中 反映 为 宽 
窄 对偶 关系 , 原 函 数 愈 窗 ( 即 愈 集中 ”), 则 谱 函 数 愈 宽 ( 即 愈 " 分散 ) 。 

表 3.1 中 第 5 项 举 出 了 传 氏 变换 下 的 尺度 伸缩 原理 : 设 j 为 ~FGs)， 则 及 ~ 


仁 了 他) 当 a>1 时 ,了 GO- 了 (ob 是 把 (的 图 形 模 向 压缩 , 而 卫 的 -> [ 有 (二 ) 则 


|a， 
是 把 五 (s) 的 图 形 横向 拉 伸 , 伴 以 纵向 于 缩 而 面积 不 变 。 因 此 原 函 数 变 窗 时 ， ev 即 
在 傅 氏 变换 下 宽度" 朝 相 反方 向 转化 。 
至 于 原 函 数 与 自己 的 谱 函数 的 宽 窗 对比, 则 仍 可 以 从 最 简单 的 例子 
G( 让 ~T，reott~sincs 

看 出 。; 函数 是 集中 在 一 个 点 的 函数 , 是 最 窗 、 最 集中 的 函数 , 而 它 的 谱 函 数 工 则 可 以 说 是 最 
宽 最 分 散 的 函数 。reott 是 矩形 ， 宽 度 为 1。 它 的 谱 函 数 sines 是 波纹 状 有 中 峰 的 函数 。 虽 然 
直接 地 无 所 谓 宽度 , 但 可 以 适当 地 赋 以 等 效 的 宽度 ， 例 如 定义 为 其 面积 与 峰 点 的 高 度 之 比 。 
由 十 sinesg 的 面积 为 二 峰 点 即 原点 处 值 为 土 故 等 效 宽度 为 1。 作 斥 度 变换 ，rect 一 Tectct 


(不 妨 设 e> 了 ,宽度 久 至 二 ,而 相应 地 谱 函 数 sines-* 工 sine 硅 ， 后 者 面积 仍 为 工 而 峰 点 高 
度 为 二， 故 等 效 宽度 放大 为 %, 即 新 的 原 函 数 与 谱 函 数 的 宽度 互 为 侗 数 。 


上 面 只 是 对 特定 的 函数 规定 了 宽度 的 概念 , 还 太 局 限 , 也 不 尽 合理 。 可 以 在 更 广 的 范围 
引进 比较 合理 的 宽度 概念 , 并 使 得 宽 窗 对 偶 性 从 数量 上 表达 出 来 。 为 此 ,可 以 仿照 力学 上 定 
重心 和 和 量 的 方法 先 按 下 式 定 义 函 数 了 的 “重心 ” 困 


纪 Fl 人 二 (3.3.77) 
再 对 重心 点 活 求 矩 量 而 定义 宽度 4 如 下 : 
0 站 Pa 人 Go GB.3.78) 
这 样 的 宽度 便 正 , 并 有 平移 不 变性 和 比例 压缩 性 , 妈 
dh>0 


4 To (= 太一 0) 
4 一 加 4，8Sof(G) 一 Fat) 
-符合 于 直观 上 的 宽度 概念 。 相 应 地 , 对 于 太 力 的 谱 函 数 五 (8) 也 有 重心 w 和 宽度 4r, 
s| za=| azpa (3.8.79) 
Cn _1P2as=| _G-s21Fl2as (3.3.80) 
梧 以 建立 一 个 具有 普遍 意义 的 不 等 式 


-Wasg orsr :yesgeree -emrceeapemer ee 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
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Je)， aypPw 人 azpa>( 去 ) | Hat Plus (3.8.81) 


并 在 这 个 基础 上 得 到 关于 宽 窗 对 偶 性 的 不 等 式 


T 
“小 > 一 .3.82 
沙 4z 关 > (3.3.82) 


量子 力学 中 的 测 不 准 原理 就 是 表 为 这 种 数学 形式 , 事实 上 它 在 谱 波 分 析 中 是 普遍 成 立 的 。 
$3.4 离散 伟 氏 变换 及 其 快速 算法 
3.4.1 离散 和博 氏 变换 
在 有 限 多 个 等 距离 散 数据 的 基础 上 进行 谐 波 分 析 的 工具 是 有 限 传 氏 级 数 或 称 离散 传 氏 


变换 ,这 就 是 
正 变换 本 
Ze 一 名 47 一， 8 一 0，1 冯 一 工 (3.4. 切 
逆 变 换 
=- 方 吕 DaP 5 (3.4.9) 
它 表 示 了 向 量 (uo，x … Www- 与 (Uo， 71，…,Vx-u 之 间 的 线性 互 逆 关系 。 这 里 采用 了 记号 
于 = 琴 w 一 esrwy (3.4.3) 


它 是 工 的 一 个 和 次 原 根 , 即 
环 Y 一 二 并 且 开 ;=1， 当 且 仅 当 和 0(modN)O9 (3.4.4) 
这 个 简单 性 质 是 离散 健 氏 变换 的 基本 点 。 由 于 
0 一 1 一 酌 亚 = 圭一 本 9 (十 本 ?十 琴 全 十 … 十 机 GD)， 
因此 有 正 交 关 系 
R=1 A, 86E= 三 0(Gmnod 
I 十 全 * 十 琴 人 十 … 十 全 人 一 到 oo 


据 此 可 以 导出 (3.4. 了 与 (3.4. 罗 的 等 价 性 事实 上 , 设 (3.4.2) 成 立 ,把 它 两 端 各 乘 以 村- 志 ， 
并 对 7J=0， 起 … 和 人 一 求 和 ,利用 (3.4.5)， 
且 w7- 一 坟 总 忌 UeTrew- 起 “Up 一 Uv 
即 (8.4. 卫 成立。 也 就 是 说 (8.4.1) 与 (8.4.2) 是 互 着 的 公式 。 
公式 (8.4. 了 ，(3.4.2) 不 仅 对 于 力 9 一 0, 1 …， 太一 工 有 意义 ,而 且 对 态 了 为 一 切 整 

数 也 有 意义 ,为 此 只 需 理解 

wW=i ，， 当 jE7 (nodN) 

Ti=UDw 当天 一 好 6 癌 
两 个 周期 为 1 的 无 穷 序列 


(3.4.5) 


(3.4.6) 


她 ，Vz，， 1 =0， 土 ， … 
事实 上 都 只 有 六 个 自由 度 , 即 由 任意 不 个 相连 分 量 (os …) tx-1)，(DIo Der …， 
Uusx-i, 用 周期 性 延 拓 可 以 分 别 决定 全 序列 {} ，{C 对 j， 利 用 式 (3.4.6)、(3.4.4) 不 难 验证 
开道 关系 (3.4. 芒 、(3.4.2 等 价 于 下 列 互 送 关系 : 
和 7Y(modN) 的 意思 是 ?7 一? 为 的 整数 倍 , 因此 7=0(mod) 的 意思 是 ?为 太 的 整数 倍 。 
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es 

Dr 训 ui 帮 有 一 9， 9 十 1， ，…，9 十 太一 工 (3.4.7， 
_ 工 TY = 

坟 阅 [天 7 一 D，10 士 1，…，0 十 太一 工 (3.4.8) 


二 在 实践 中 的 问题 通常 提成 这 样 的 一 般 形 式 ;而 在 实际 
计算 时 则 利用 周期 性 归 化 为 (wuo 加 …，Wr-)，(7o，U …，Ux-bD) , 并 按 标 准 形式 (3.4.1) 
或 43.4.2) 执 行 。 

因此 所 谓 离散 变换 也 可 以 指 (3.4.7) 及 (8.4.8)， 而 W， UVu 9 8 一 0， 士 1 … 恒 理解 成 
周期 为 W 的 无 穷 序列 。 0 

设 {u} 为 实数 列 ， 即 由 == 地 ， 则 其 变换 {Dy} 为 共 罗 DTw-z 王 D5， 由 于 周期 性 (3.4.9) 这 
也 等 价 于 U-xz=Vz。 事 实 上 


六 各 % mao 马 四 有 条 -局 好 (RD 一 可 
类 似 地 , 可 以 证 明 : 当 {uw} 为 实数 并 且 对 称 ur 权 ( 等 价 于 2-iE2) 时 ,{Z 对 也 是 实数 并 且 


对 称 ; 当 fu} 是 实数 并 且 反 对 称 ww-; 王 一 好 (等 价 于 wj 和 一切 时 ， 则 {D9} 是 纯 虚 数 、 反 对 
称 。 归 纳 起 来 ,上 述 结论 可 以 表 为 


她 三 好 八 【 记 三 me， (3.4.9) 
由 EU 王 Wy- 信 U=Vz=Vx-x . (3.4.10) 


他 三 1 三 一 -1 改 [ 太 三 一 (大 三 二 (3.4.11) 
离散 传 氏 变换 (3.4.1) 、(3.4.2) 可 以 写成 2 
D- 侣 w cos(2z 让 /7) -县 sin (2m 和 /7) 
纪 - 亏 司 Usceos(axj4/N) 十 3 sin (2 证 /17) 
不 妨 定义 离散 的 余弦 及 正弦 变换 为 
Ce 隐隐 | 


， (3.4.12) 
暨 一 铅 轨 sm 人 2mj2/ 0， …， 作 一 工 
于 是 
LU 一 充 一 和，8 一 0，…， 克 一 工 
ww 一 天 契 + 元 芭 一 二 镶 ( 一 好 + 全 ， 了 0 了- 
当 为 当时 , 上 式 条 人 为 


[7 一 城 一 外，8 一 0，…， 六 一 工 
| IJ 一 0， 2 六 一 工 
当 习 他 为 实数 、 对 称 时 ， {Di} 也 是 实数 .对称 (3.4.10)。 傅 氏 变 换 可 以 单独 用 余弦 变换 
表达 


Uxz 一 成 ，81 一 0，…， 六 一 工 
| (3.4.13) 


一 方太 =- 斑 吹 了 0 -1 
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由 于 对 称 性 只 需 算 一 半 的 分 量 , 
当 太 =2N' 时 
地 = ai eos(27 卫 /1)，=0， Ar 
ao 一 二 ， 0 一 … 一 Qi 一 2， Qx 一 工 
当 太 一 2N' 二 1 时 
叹 = 六 cpueos(2njt/)， 0 
00 一 寺 ， ad 一 … 一 ON TI 一 2 
当 Ts} 为 实数 、 反 对 称 时 ， {D 对 是 纯 虚 、 反 对 称 式 (3.4.11) 。 傅 氏 变 换 可 以 单独 用 正 弱 


变换 来 表达 ， 
ip 一 态 1-0 人 一 


w= 志 克 -0 NW_1 (3.4.14) 
这 时 由 于 反对 称 性 , 也 只 需 计算 一 半 的 分 量 : 无 论 对 于 人 =2N' 或 2N'+I 都 有 
中 -2 呈 wWsinC2njt/TD)， 4 
3.4.2 离散 卷 积 
对 于 两 个 序列 ww(7=0, 1 …, 克 一 慷 定义 其 离散 卷 积 , 即 新 的 序列 
= 避风 人 和 一 7 7 一 0， 二 ， 的 入 一 工 (3.4.15) 
这 里 好 导 都 理解 为 对 下 标 按 周期 立 作 拓展 , 因此 有 
?200 00 VON-1 -3 人 外 0 
?1 人 1 200 VON-LT ”23 他 
Va 一 0 0 ta (3.4.16) 
20N -1 ON_1 0- 0-a… 0o/ ZWN-11 
而 由 也 同样 具有 周期 六。 


图 3.12 表 示 这 种 卷 积 的 形式 ,其 中 (e) ( 妃 表 示 原 画 数 必 ?及 其 周期 延 拓 , (c) 表 示 ?” 的 
反 转 , 然后 依次 右 移 0 1,，…, 交 一 工 格 ,并 分 别 乘 、 加 , 即 得 (. 力 中 的 卷 积 值 

很 容易 验证 , 与 连续 的 情况 相 类 似 , 这 种 周期 性 离散 卷 积 与 " 逐 点 乘积 在 离散 傅 氏 变换 
下 是 互 换 的 。 设 


他 八 L7j， 27 八 帮 x (3.4.17， 
则 有 
必 一 1 
yj 一 7 人 [有 (3 .4. 18) 
1 xc=1 ， 
20 全 人 友 De _v (3 .4 .19》 


为 了 方便 .离散 傅 氏 变换 的 一 些 主要 性 质 列 在 表 3.3 备考 。 所 有 这 些 性 质 都 是 初等 的 ， 
不 难 根据 离散 傅 氏 变换 的 定义 和 三 角 函 数 的 周期 性 加 以 验证 。 
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《o) oo- 


《d) zi 





( 信 哺 


图 3.12 


表 8.3 离散 作 氏 变换 性 质 简 表 





说 明 


5 =0, 1 -1 


互 逆 性 
OUby 十 Bvy 线性 迭 加 原理 
和 Dr 偶 ( 奇 ) 函 数 ~ 偶 ( 奇 ) 函 数 


丰 D- 实 函数 方 一 方 ~ 及 一 区 








他- 栈 入 DB7x 平移 距离 Y (整数 ) ~ 乘 因子 歼 护 
机 3704Y CC 
时 2 1 刀 -1 卷 积 记 乘积 
U 到 
人 -1 尺 -1 
忌 邮 o= 广 到 Di 
了 1 ke0 
亲 5 内 积 不 变性 
之 | 上 一 去 包 1 人 
大 xz=0 
本 wweerieemrtyreeeemmeeermrrrerr 可 
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3.4.3 快速 傅 氏 变换 


离散 传 氏 变换 的 计算 ,就 是 从 已 知 的 (wo, 迪 ，…，tzr- 切 按 显 式 (3.4.1) 计算 未 知 的 (UVw 
UVa，…，Uw-D)， 或 者 从 已 知 的 (To，U:，…，Urw-i) 按 显 式 (3.4.2 计 算 未 知 的 (xo， 妇 ，…， 
zw-i)。 表 面 上 看 , 这 是 一 个 极其 简单 的 “算术 问题。 直接 根据 (3.4. 了 1 或 (3.4. 轨 可 以 看 到 ， 
计算 一 个 W 点 离散 傅 氏 变换 的 工作 量 为 2 个 复 运算 G 一 一 所 谓 一 个 复 运算 是 指 一 个 复数 
乘法 连同 一 个 复数 加 法 。 对 这 种 直接 算法 ,考虑 到 三 角 函 数 的 对 称 性 等 等 因素 , 可 以 把 工作 
量 节约 一 定 的 倍数 ,但 量 级 仍旧 为 六 这 样 的 工作 量 。 对 于 实际 谐 波 分 析 中 较 大 的 六 ,特别 
.对 于 “实时 ”的 计算 , 这 往往 成 为 沉重 的 负担 。 正 因 如 此 , 在 相当 长 的 时 间 内 , 在 各 种 领域 中 
的 谐 波 分 析 的 问题 中 数值 手段 没有 得 到 广泛 应 用 ,人 们 往往 更 多 地 采用 物理 模拟 的 手段 。 近 
年 来 在 生产 实践 的 基础 上 逐渐 明确 并 发 展 了 逐次 分 半 或 类 似 的 递 推算 法 ， 使 得 计算 一 个 广 
点 变换 的 工作 量 降 至 入 logs 个 复 运算 ， 比 传统 的 直接 算法 提高 工区 W/log: 六 倍 。 当 六 
很 大 时 (实践 上 往往 如 此 ) 这 是 数量 级 上 的 提高 。 例 如 一 16 时 为 生 俏 ,<108 时 约 为 100 
售 ,六 一 108( 有 这 样 的 情况 ) 时 约 为 五 万 倍 ! 这 样 ,基本 上 克服 了 所 谓 “ 时 间 域 与 “频率 域 ” 
转换 中 的 计算 障碍 ， 从 而 为 数值 谐 波 分 析 方 法 在 科学 技术 的 许多 方面 (例如 光谱 和 声 谱 分 
析 、 全 息 技 术 . 地 震 勘 探 ,数字 信号 处 理 、 图 形 信息 处 理 、 微 分 方程 数值 解 等 等 ) 的 广泛 应 用 开 
除了 有 快速 的 特点 外 , 还 有 下 列 特 点 : 精确 度 比 传统 方法 所 得 到 的 高 .计算 过 程 稳定 比较 简 
单 等 。 目 前 它 在 数值 谐 波 分 析 中 已 占 主导 地 位 。 下 面 将 介绍 其 中 主要 的 一 种 ， 即 逐次 分 半 
算法 。 
在 逐次 分 半 法 中 便 取 六 = 2"， 并 把 一 次 W 点 变换 的 过 程 分 解 为 凤 一 logs 人 步 ， 每 步 计 
算 一 个 简化 的 傅 氏 变换 ,工作 量 为 广 个 复 运算 ， 因 而 总 工作 量 为 W logs 信 。 由 于 分 点 数 六 
的 选取 在 多 数 场合 下 人 们 是 有 主动 权 的 ， 因 此 取 太一 2” 这 一 特殊 形式 并 不 是 严重 的 限制 。 
现 对 于 
及 - 避 JW- 10 二 -1 (3.4.20) 


以 太一 2 一 8 为 例 说 明 算 法 思想 。 
将 下 标 沁 8 一 0, 1 …，7 表 为 二 进 制 
9 一 (Ja 和 Jo) 一 和 中 十 六 "2 十 ?0， jo 和 ja 一 0, 二 
下 一 (13 而，1o) 一 加 ,22 十 条 .2 二 1， No 让， 加 一 0, 工 
由 于 
了 一 (7 施加 ) (1 下，jo) 一 ( 放 .23 十 六 .2 十 )) (1a*22 十 友 *2 十 1o) 
一 和 (Na 2 十 位 *23 十 jov22) 十 人 (Na.23 十 杂 *22 十 7ov2) 十 7o(1a22 十 友 2 十 和 o) 
二 入 (8o.22) 十 太 ( 有 ,22 十 加 22) 十 和 (av22 十 "2 十 各) 《mod23) 
以 及 (3.4.3) 故 有 


王 - 天 二 全 -te00 肌 -ft 0 一 全 二 


命 瑟 一 瑟 (1s 页， 加 )， 方 = 让 Jo 廊 知 ， 于 是 


名 这 里 不 计 及 三 角 冰 数 歼 4 一 cos 2x 庆 /N -isin2u7U]N 的 产生 。 
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厂 (1a， 811， 8o) 一 倍 HT- 袜 疡 太 (7a， 旋 ， 各) 一 Ho 0 0 -Rb ie 0 了 一 bo t) 


0 加 =0 


区 ( 己 袜 (、 包 Ia 7 Jo) 隐 -te00 ) FF oj 有 


这 样 就 导出 了 递 推 过 程 
ja 7 jo) 一 fa 加 J)，j 7 加 =0, 工 


Ji 入 税 = 闪 Jo(jo 入 向 了 栈 von 
一 10 入 间 +7o00 入 癌 厂 -00 和 因为 -0 
Je0io 和 各 = 袜 Jo 入 间 卫 -oa 
-j(io 0 知 十 PC 于 税 厂 -io 和 本 加 -0,1 
Fa)(01o 而， 友 = 阅 Jo(hu 而 和) 本 -人 和 


一 Ho 语 ，0) 十 ji 01o， 1) 机 -和 和 No 而，1s 一 0 工 
(Na， 有， 和) 一 (1o， 有 1) ， 7， 及 ， 加 一 0, 工 
把 下 标 改 写 即 得 
开始 Js， 他 ， 1o) 一 太 (7a， 1 1o) 
第 一 步 ， jj (ja 在 ，1o) 一 大 2 (0 页 ，8o) 十 Fo 人， 在，10) 卫 -009 
第 二 步 ，je (ja 机， 机) 一 (有 ea，0， 各) 十 (ja 于 各) 肌 玫 9) 
第 三 步 ，je (1a， 页，1o) 一 22(1a， 有，0) 十 Fo (1a，1a， 力 琴 一 各 和 
结束 :五 (fa， 而，1o) 一 3 (1o， 三 ，71s) 
1o，1，13 一 0, 工 

注意 这 个 算法 实现 的 关键 在 于 下 标的 组 织 ,在 结束 步 要 作 下 标的 按 位 反 转 (Ha， 1 和 一 (bo， 
困 ，8a)， 即 

下 一 (1 看， 加 0) 一 > (10， 而，1s) 一 

0= (0, 0, 0) 一 (0, 0, 0) =0 

IT 一 (0,， 0, 妇 一 (1 0; 0) 一 4 

2~- (0, 1 0)->(0, 了 业 0) =2 

3= (0, 1, 症 一 (了 站 0) 一 6 

4= (1，0，0) 一 (0，0, 1) 一 工 

5 一 (车 ，0, 二 ) 一 人 ,0, 工 ) 一 5 

6= (1 1，0) 一 (0, 也 了 一 3 

7= (1 二 ) 一 (1 工 1 一 了 7 
此 外 每 一 步 丈 于 的 赛 次 码 (ja，0，0) ，( 厂 ，1a，0)，(zo, 太 ，71) 也 需要 由 (7 而，1o) 作 按 位 
反 转 再 分 别 左 移 2 位 、 工 位 及 0 位 得 到 


(有 矶 有) 大 (1 有 有) 





一 《jzo， 7， /sa) 
因此 一 个 方便 的 办 法 是 在 开始 步 作 反 转 ， 则 以 后 就 无 须 再 作 反 转 , 即 算法 改 为 
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j0(01a， 办， 加 ) 一 了 (No， 如， 1o) 
JI(1a，1， 加 ) 一 Jo0(1a， 矶 ，0) 十 jos，1， 二 ) 卫 09 
(1 思 ，1) 一 GD(71。， 0，j1o) 十 70(js， 1 加) 瑟 - 必 各 09) 
Je 而， 如) 一 了 20 而， 而 ) 十 Fe 有，j) 孜 玫 各 二 
五 (1a，1，j) 一 7281，1，8o) 
bo，h11，1a 一 0, 工 (3.4.21 
这 里 每 一 级 的 矿 的 震 次 (fo,， 0 0)，( 加 zj 0)，(ja, 如， 加 ) 直接 由 (ja, 为， 加 ) 左 移 
入 工 0 位 而 得 。 图 3.13 给 出 这 个 三 级 计算 各 分 量 的 流程 图 , 其 中 虚线 表示 直接 相 加 , 实 线 
表示 乘 以 太一 的 相当 洗 次 后 相 加 。 在 每 一 级 的 计算 中 都 是 把 变换 的 分 量 两 两 配对 , 每 一 对 - 


恨 1 JeD 2 je 一 下 ， 





图 3.13 3.14 


是 一 个 "蝴蝶结 " 形 的 计算 (图 3.14)， 
Je 十 。 作 -? 一 让 ” 
十 育 了 环 环 = 让 
这 一 算法 显然 可 以 推广 到 一 般 的 六 = 2"。 从 0 到 六 --1 的 任意 整数 天 可 以 表 为 二 进 揣 
一 《Zn 7， 1o) 一 m-1s2m-1 十 。… 十 1e2 十 70o 工 
1 1， 1 一 0, 1 0<1< 广 -1 
于 是 有 
On lt 办 2 zo) 一 po， 妨 1， 0 mn-1) 
(br 一 六 (1 0 
十 je-D(1o 1 1 2 
甩 (jo -0 一 (joy 10, 工 (3.4.22) 
这 里 ,每 步 每 个 分 量 需 要 工 个 复 乘 和 一 个 复 加 , 即 一 个 所 谓 “ 复 运算 ”, W 个 分 量 则 要 站 个 复 
运算 。 共 有 和 一 ]Jogs 帮 步 ,总 计 为 ,一 人 lns 和 个 复 运算 。 这 是 一 个 简单 而 高 效 的 算法 。 
实践 表明 , 即使 对 于 很 大 的 太 ， 计 算 过 程 也 是 稳定 的 。 
实 函数 的 傅 氏 变换 算法 
以 上 快速 算法 是 对 于 复 变 量 的 。 在 实际 应 用 中 , 多数 情况 下 原 函 数 是 实数 ( 它 的 传 氏 变 
换 一 般 还 是 复 的 ) ， 当 然 可 以 直接 套用 上 列 标准 算法 ， 但 不 很 经 济 。 设 有 实数 列 由 (J=0， 


的 
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半 和 六 一 二 )。 由 于 局 让 
W 放 0 


其 傅 氏 变换 Tx 必 满 足 关系 式 
[一 DA 8 一 0， 二 六 从 一 工 (3.4.23) 
因此 有 节约 的 潜力 。 下 面 举 的 两 种 处 理 方法 ， 都 是 问 接 套用 标准 算法 ， 但 工作 量 可 以 节约 
一 半 。 
1) 用 一 个 六 点 复 变换 来 计算 两 个 W 点 实 变换 ar 4 bi Bu。 
作 复 向 量 


0 一 0 十 20 7 一 0， 也 5 六 一 工 
套用 标准 算法 ~ Cux, 8=0, 1 …, 六 一 lo。 由 线性 和 迭 加 原理 得 (六 = 4 十 4Px。 
另 一 方面 , 因为 4x=4x-z 有 一 Bw-z， 因此 有 
Cr 一 4 一 4Bx 
于 是 j 
. 如 一 可 (Ch 十 Oy-) 
=0, 1 …, 太一 全 .4.24) 
有 一 本 (Cx 一 CN-b) 


2) 用 一 个 广 点 复 变换 来 计算 一 个 2W 点 实 变换 ~ Drx。 


作 复 向 量 9 一 四 十 共 0; 
式 中 罗 一 2ai，D 一 Waitl) 了 一 0 1， …， 六 一 荆 
套用 标准 算法 COxz 一 4 十 Bu 7 7 一 0 1 …， 人 一 上 


此 处 4x， 肋 用 公式 (3.4.24) 计 算 。 又 由 于 


2N 一 1 N-i 
太 - 向 0 未- 加 GT 上 oa 村 


NI 
一 党 (@ 开 得 十 六 丽 利 。 厂 不) 一 4 十 肪 本 区，8 一 0, 1 …， 2 一 I 


由 于 4w+Hz 一 4 Bxrx 一 有 
了 酝 5 一 到 站 ,了 这 一 一 政 


IT 一 4 十 且 环 由 
TUxyrx 一 4 一 瑟 环 下 
关于 快速 算法 的 其 它 形式 以 及 对 于 高 维 的 推广 等 等 可 以 参考 [中 、[3]。 
计算 X 点 复数 列 变换 以 及 用 它 来 计算 2X 点 实数 列 变 换 的 语言 程序 列 在 本 节 之 末 。 
利用 离散 卷 积 与 乘积 的 互 换 定 理 (3.4.17)，(8.4.18)，(3.4.19) 可 以 得 到 卷 积 的 快速 
算法 。 事 实 上 ， 如 果 按 照 公式 (3.4.15) “直接 ”计算 W 点 卷 积 的 运算 量 为 六 ,但 是 ,如 果 采 
用 “间接 ”的 方法 , 即 先 算 凯 ”的 傅 氏 变换 , 再 逐 点 相 乘 ,然后 作 首 傅 氏 变换 同样 也 得 卷 积 而 
运算 量 是 3N log: AN。 
在 实际 的 卷 积 计算 中 , 往往 要 求 即 "在 7=0 二 …，, 六 一 工 以 外 恒 为 0， 而 不 是 周期 性 
的 。 对 于 非 周 期 卷 积 , 离散 的 互 换 定 理 是 不 成 立 的 。 设 四 只 当 了 一 0，-… 工时 不 为 0, 为 了 
套用 傅 氏 变换 方法 可 以 把 原 程 序 w W% (和 =0 …, 六 一 二 的 尾部 增补 了 个 0 而 把 周期 不 


因此 有 
1=0, 1 ,一 1 (8.42) 


ap rr 





4182 
延 成 广 = 六 十 Z， 则 所 得 周期 为 六 的 卷 积 的 前 六 个 分 量 , 就 是 非 周期 性 卷 积 的 准确 值 。 关 
于 卷 积 计算 的 细节 可 以 参考 [3] 。 


快速 傅 氏 变换 程序 


逐次 分 半 算法 的 程序 实现 可 以 有 多 种 多 样 。 下 面 介绍 一 个 计算 2N 点 实数 列 和 六 点 
复数 列 的 快速 算法 语言 程序 , 这 个 程序 比较 简短 , 比较 节省 内 存 , 但 不 是 最 快 的 。- 
说 明  . 
1 过 程 BERE(4，B,，M) 用 来 计算 实 序列 z， cz， ，…，zar-i(Y=22) 的 余 弱 及 正弦 变 
换 
0z 一 高 0 co08(2m71/ 太 7 
%- 入 癌 AT : 
而 xzo，zi，，…，xzsv_i 的 离散 ( 复 ) 傅 氏 变 换 就 是 
了 7 一 0 一 和 1 友 一 0，1， 机 2 一 工 
在 计算 时 首先 从 实数 列 zo，…，2Zav-i 作成 复数 列 2Z0， ”2N-1: 
攻 一 09j 十 20ej+3 7 一 0， 填 ， 区 入 一 工 
将 地) 的 实 部 {zs} 放 在 场 4[ 妃 中, 虚 部 {fzwoj 放 在 场 B[ 妃 中 , 调用 FFRE(4，B，M) 后 
结果 在 4，B 中 , 分 别 是 {2adj，{ 一 20 叶 ,1 一 0 1， …， 六 一 lo 
过 程 FFR 了 是 利用 计算 太 点 复数 列 人 氏 变换 的 快速 方法 来 计算 2N 点 的 实数 列 的 傅 
氏 变 换 。 
2 过 程 FET(4， B， 友 也 可 间 使 用 以 计算 和 二)， 了 一 0, 1， 太一 I(N 一 22) 


的 ( 复 ) 倩 氏 变换 
Ti 司 gerae 下 一 1 ,，N 一 工 . 


为 此 先 要 把 复数 列 {o 的 实数 到 {Reyj} 和 虚数 列 {im go 接 下 标的 自然 顺序 分 别 放 在 场 4 
与 了 中。 计算 结果 在 4 中 为 {F 的 实数 列 {ReF 叶 ,3 中 为 虚数 列 {Im7 冉 ,8 一 0, 1 
太一 1。 
在 过 程 FET 中 , 语句 IL 至 I7 实现 “就 地 ”的 按 位 反 转 , 其 后 实现 “就 地 ”的 快速 算法 ， 
在 每 个 选 代步 计算 一 次 所 需 的 三 角 函 数 , 不 另 占 单元 。 
过 程 FERE(A，B, M); 场 A，B; 简 变 M，Ni; 
始 过 程 HET(A，B, M); 场 A,，B; 简 变 M，Ni 
始 简 变 玉 1， 了 ， U2，WIT W2,， TI T2,，NV2， NM1,， JJ 民 ，IP，LEIL， 世 ER，PI; 
0 一 J 册 2 个 M 一 Ni N/ 2 一 NV2; 一 1 一 NM1; 
对 于 I-0 到 NMI1-- 工 步 长 荆 执行 
始 若 J<I 则 转 了 5 否 ; A[ 中 一 TI BIJ] 之 T2; AD 一 A{[ 中 BO 一 B[IJ]) 
T1->A[D;T2 之 Bi 
1L5，NYVs。 之 开 ; 
”L6， 若 J< 玫 则 转 工 7 否 ; J 一 及 一 JJ 民 /2 一 开 ; 转 工 6; 
IL7，J 十 玉 一 本 
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3.1415926 -PT 

对 于 工 =I 到 M 步 长 1 执行 

始 21 工 IB LE/2 一 LEH 1 过 U1 0 过 02 80O0S(PIMLEJ) 一 到 ] 
8SIN(PI/LEI)->W2， ， 
对 于 J=-0 到 LEI~- 工 步 长 革 执 行 
始 对 于 I=J 到 于 步 长 也 执行 

始 I+LEL 一 IP; ALIPJ*U1+TBIIP]*U2 之 了 1; 
BUP]*Ul 一 ATIP1*U2 一 T2; A 也 一 也 一 人 AL]; 
BDI-m 二 B[IP]， AI 上 +IAD， BID 上 +I2 一 BDD; 

终 ; 

UlxWl 一 U2x*W2 一 1i Ulx*W2 十 U2*W1 一 U2 人 1 一 UdH 

终 ; 


终 ; 
过 程 REAL(A，B,，N); 场 A，Bi 简 变 区 
始 简 变 AA，AB, BA,，BB, RE, IM 0OD, NH,，ON，SN,，SD，RAD，R，Ki 
SENTI(CN/2) 一 NEH; 3.1415926/N 一 RAD; SSIN(RAD) 之 8D 
一 (2x8SSIN (0.5x*RAD)) 个 2 之 R， 一 0.5*R 之 0D; 1 一 ON 0 全 SN -9SD 二 9D 
A[0]A[N]; BIO 之 BIN 
对 于 J=0 到 NE 玉 步 长 1 执行 
始 本 一 J=> Ki 
A[ 四 +A[K] 人 >AA; A[- _A[I ->AB B[ 丰 +BIEI 坟 BA， 
B 四 -~-B[B 区 之 BB; ON*BA+TSNeAB 之 RE SNx*BA 一 CNeAB 一 IM; 
IM-BB 之 B[KI]; | .AA-RE 一 AU; 0 


= 
et 岂 有 
=Sj; 


FFT(A，B; MN); REAL(A BIN 
终 


玉 


835 取样 效应 
当 连 续 的 谐 波 分 析 代 以 离散 化 的 谐 波 分 析 时 , 通常 不 可 避免 引起 误差 这 是 因为 ,第 一 ， 
连续 变量 被 代 以 离散 取样 ; 第 二 , 变量 的 无 穷 范围 被 代 以 有 限 的 范围 。 前 者 导致 遍 请 频率 瀑 
垩 效应 ; 后 者 导致 所 谓 谱 线 兴 漏 效应 。 这 两 项 构成 了 离散 化 谱 波 分 析 的 误差 的 主要 来 源 。 下 
面 分 别 加 以 初步 的 分 析 , 这 对 于 传 氏 变换 的 近似 计算 有 指导 意义 。 


3.5.1 离散 取样 与 频谱 混 生效 应 人 


在 等 距离 散 点 + 一 一 洲 4 一 0 土 1， 的 区 上 现 续 衣 数 (时 ,由于 
失 了 信息 ， 一 般 要 导致 拓 讲 失 真 。 现在 来 讨论 这 种 误 莽 。 


ro 本 





小 
对 于 两 个 不 同 频率 s，8' 的 谐 波 户 ( 轨 一 拓 ， 访 , ee 刀 (0ILdD)， 
六 04b， 9 一 0， 土 上 直 如 果 频 郑 5 一 8 为 取样 频 率 7 一 二 的 整数 倍 ， 朋 
则 画 组 观察 值 完全 重合 : 
六 (7 = erae 人 4 saniej4 一 记 (7 7 一 0， 土 1，… 


因此 当 以 少 为 间距 取样 时 ; 这 样 两 个 频率 8 与 8 就 完全 泥 同 起 来 ， 不 论 如 何 加 工 处 理 都 无 
从 分 辨 。 由 于 任何 频率 % 一 定 可 以 表 为 


ss 十 也， 四 < -5 几 一 整数 (3.5.2) 
因此 只 能 辩 认 低频 段 |s| < -也 _， 而 其 它 高 频 都 按照 (3.5.3) 补 折合 到 用 本 村 
机 0 的 周 长 为 -二 芍 贺 周 上 , 一 局 ss 


二 如 图 3.15。 


as 
人 1 





图 8. 图 3.16 
由 于 esarof 一 gog2m sf 土 bin am 二 上 的 下 肌理 8 一? 实际 上 当 于 个 正 频率 
s。 因此 也 可 以 看 作 把 频率 轴 反 复 折 短 于 -0<s< 本 信 5 如 图 8.16。 这 就 是 等 距离 散 取 样 导 
致 的 频谱 混 琶 (aliasing) 效 应 。 概 言 之 , 由 于 取样 间 上 距 4 人 能 是 有 限 小 ， 
于 是 频率 辨认 的 范围 不 能 是 无 穷 大 而 只 能 是 有 限 大 |3| < 二 频率 -二 2 通常 叫做 折 梧 


频率 或 奈 奎 斯 特 频率 。 
对 于 一 般 情况 , 设 也 为 ~7G), 即 
7 9 Je (3.5.3) 
类 保全 
人 8 了 二 间 (3.5. 分 
于 是 


本 0 
1G 的 -719) -Pear 羡 | 、 FJ)enoweas 
5 赐 一 责 引 


2 /2 1 
一 之 上 且 (8 一 128)e2ede l- 习 | ，PG-m8)ere 人 


履 地 一 8/3 
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会 


有 (9) 一 2 (一 mS)， 一 co<s<co (3.5.5) 
这 是 由 了 (逐次 平移 虐 离 4S 再 琶 加 而 得 的 函数 , 显然 具有 周期 8: 
可 sg(s 十 B) 三 Fs(S)， 一 co<s<<co (3.5.6) 
于 是 有 总 
7(71L)= | BC)ereweds (3.5.7) 
1 <8/2 
，|s 
roota/8- 人 0 es (3.5.8) 
因此 、 
(7 -上 (rects/S) Fe(s)eazefatds，， 
人 (3.5.9) 
这 就 表示 , 在 离散 点 列 t1=74 上 观察 波形 太志 时 ， FGD 


能 够 看 到 的 频率 范围 只 是 |s|<S/2=I1/24#， 其 外 
的 频率 都 按照 (3.5.2) 被 折合 到 上 述 频段 , 即 原来 的 0 
谱 函 数 被 代 以 折 到 了 的 谱 函数 reots/S.Fs(Gs)。 图 
.3.17 表示 三 个 函数 媚 (8) 、Fs(s) 和 recta/S .Fes(s) z 
之 间 的 关系 。 可 以 设想 把 *- 刀 平面 卷 绕 于 周 长 为 
8 相 切 于 纵 轴 *= 0 的 圆柱 上 ， 于 是 图 线 就 变 
为 reots/S Fas(s)。 

Za(s) 是 周期 为 8 的 函数 ， 因 此 可 以 展 为 传 氏 
级 数 





Fs(s) =- CjET3r018 
了 S7/3 
一 二 eye2rtfa/8 
亲 | RsG)e ds 
由 于 (8.5.7) 
于 7(740) 一 妇 7(7 
因此 有 





ss) 一 4 之 (14i)e-ara4 (3.5.10) 


实践 上 一 类 重要 的 情况 是 7 的 谱 函 数 (8) 为 紧凑 ; 这 时 我 们 称 j6) 为 有 限 谱 宽 函 
” 数 ， 即 太 的 频谱 有 上 限 工 使 得 


万 (9)=0 当 |8|> 研 (3.5.11) 
这 时 ,只 需 取样 间距 4 足够 小 , 即 满足 条 件 
尿 委 1 /2 (3.5.12) 
(也 就 是 说 8/2 一 TV/24i> 万 时 ,就 没有 混 码 , 即 
态 (8s) 二 rects/9 .Ps(s)， 一 co<s<<co (3.5.]13) 


这 从 图 8.18 也 可 以 看 出 , ?fr 可 与 有 混 豆 的 图 3.1 作对 比 。 条 件 (3.5.12) 表 示 , 对 于 最 高 频 


Hg + 和， svg Ne “crqriiee < -mr 宙 oevhq Ar aocryippR 0 全 
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F(s)》 
天 (ss) 
3 
@ 


图 3.18 


的 一 个 正 艾 整 波 至 少 要 有 两 个 样 点 ， 才 可 以 避免 混 玛 。 在 此 情况 下 ， 根 据 (3.5.13)， 
(3.5.10)，(3.5. 约 有 


ee oo 8/ 
了 (人 -| 玉 (8)e2nmtat cs -| Tect8/8 .1s(s)e2rtet ds 一 | 攻 sg(8)e2rtta0s 
一 oo 一 oo 一 晤 





/2 加 。 2amiej4t ] 2ntst oo S13 
-| ,4 2 乙 jj40ew ]。 de 习 j 用 | her G-14008 


这 FJ4 罗 人 ce2ais(- 140 .08 
算出 右 半 的 积分 值 ; 就 得 到 
7G- 袜 JJ40sinelt 一 7 的 / 胡 一 co<t<co (3.5.14) 


这 就 是 说 ,对 于 满足 (3.5. 1 的 有 限 谱 帘 夯 雪 7J (iD)， 当 取样 间距 满足 4<I/27 时 ， 单 任 样 
点 值 j(j4，j 一 0， 士 l) 士 2 … 用 公式 (3.5.14) 可 以 把 函数 ji) 完 全 复原 。 这 一 事实 通 
常 叫做 抽样 定理 或 取样 定理 , 它 有 重要 的 实践 意义 。 例 如 , 在 通信 技术 里 , 实际 的 信号 波形 
总 是 具有 有 限 谱 宽 的 , 或 者 近似 于 此 , 人 们 无 需 取 其 全 部 信息 而 只 需 按 条 件 (3.5.12) 取 样 就 
可 能 抬 信 号 完全 复原 。 在 涉及 谐 波 分 析 的 数值 计算 里 ,条 件 (3.5.12) 对 选取 步 长 4 也 有 指 
导 意 义 。 
当 函 数 7() 不 具有 有 限 谱 宽 时 ， 混 大 效 应 在 原则 上 是 不 可 避免 的 ， 但 一 般 随 4 的 闯 小 
而 减弱 。 
。 综合 上 述 可 知 离散 取样 的 两 个 参数 4, 下 的 作用 是 不 同 的 ,缩小 媳 可 以 减少 混 又 但 不 
能 减少 渗 漏 。 放 大 全 可 以 减少 渗 漏 但 不 能 减少 混 笈 。 
于 谱 函数 环 (s), 根据 (3.5.13)，(3.5.10) 有 
本 : 己 JJ41)e-2ntw8，|8[ 窒 S12 
五 (8) 一 Treot 8/8 .Ps(s) 一 (3.5.15) 
，|3| >8S/2 
这 就 是 利用 祥 点 值 jj40) 产 生 RS 取 整 数 W， 使 得 如 = S/N 为 要 求 汰 认 频率 的 
“ 细 度 ”， 于 是 


了 48) 一 汉 马 了 (740e 一 we 而 习 ， 70Daraamm 
生 人 党 习 ((5 一 MT) 0) eantd-mNE/ 
-4 器 且 J(G-nND0eoeoma 


及 一 下 (14s) (3.5.16) 
方 -= 习 70G4-mDD，2=N4 (3.5.17) 


四 
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于 是 了 户 之 间 存 在 离散 倩 氏 变换 的 关系 
及 一 尾 辫 衣 R 人 (3.5.18) 
注意 用 这 套 公式 来 计算 谱 点 的 值 是 准确 的 ， 用 到 了 全 部 离散 样 点 值 FJ40)，jJ= 一 0， 土 二 
士 2， 0 
38.5.2 有限 窗 宽 与 频谱 渗 漏 效应 


实践 上 处 理 谐 波 分 析 时 ， 人 们 不 能 掌握 全 部 时 间 一 cc"<t< ce 而 只 能 截取 有 限 的 时 段 ， 
例如 一 T/2<t<7T/2 来 观察 fi), 仿佛 是 通过 一 个 有 限 宽 的 “窗口 “来 观察 。 这 时 


了， 一 co<t<co (3.5.19) 
被 代 以 
，| 引 <D/2 
jO 一 (万 ) “7 | 0 (3.5.20) 
如 图 3.19。 此 处 9 (=rectt 称 为 “数据 窗 “" 或 截断 函数 , 而 
g( 元 )=rectt/ mwmsine(28) =- 22 (3.5.21) 
这 就 相当 于 子 (人 的 谱 函 数 五 (s) 
被 代 以 
万 (9) 一 万 (ssine(7e) -| Fo)Tsine(Te-o))do (3.5.22) 


它 的 效果 是 把 了 (9) 平滑 化 , 从 而 破坏 了 频谱 的 精细 结构 。 

典型 的 情况 如 取 ==T~ 太 (s) -3(8), 则 豆 (8) = 了 sineys 即 一 根 无 穷 窗 的 谱 线 被 拉 
宽 或 扩散 成 一 个 波形 中 间 有 高 峰 一 一 这 是 近 上 端 寺 扰 两 端 有 按 一 |- 衰减 的 正 负 “ 过 辩 ”， 左 
右 第 一 个 零点 在 s 一 土 元 -一 这 是 远 端 干扰。 参看 图 3.6( 取 生 = 了 。 注 意 增 大 时 g( 韦 ) 


互 (s) 


() 


(b) 之 
(d) 


网 3.19 
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愈 宽 , 卫 sine 78 愈 窗 ; 而 ->co 时 ， 有 
到 7(B) -ooamat~G) =-8(s 二 笃 ) 二 去 8(s 一 全 )， 这 是 相距 为 6 的 两 根 谱 线 (图 


3.19 的 g。 它 被 扩散 为 刀 () - 开 sinoz (s 十 针 )+ 于 sinoz (*- 呈 )。 如 取 Y> 工 则 
豆 G@) 作 双 峰 状 可 以 明确 分 辨 图 3.19 的 下。 如 取 了 < 工 , 则 豆 人 的 两 项 汇合 为 单 峰 状 ， 
不 能 分 辨 (图 3.19 的 9。 从 直观 上 看 ， 临界 分 辩 的 情况 是 中 二， 这 时 一 个 sine 的 主峰 与 


另 一 个 sine 的 第 一 零点 相 重 ( 图 3.19 欧 办 。 
。 这 就 是 有 限 取样 范围 导致 的 频谱 渗 漏 效 应 (leakage) 。 概 填 之 ,由 于 取样 范围 不 能 是 无 
穷 大 而 只 能 是 有 限 大 , 因而 频谱 分 辩 率 的 精细 度 不 能 是 无 穷 小 而 只 能 是 有 限 小 。 

显然 当 7 纺 本 身 具 有 有 限 宽度 , 即 当 | 引 >4, 办 =0 时 ,只 需 取 中 六 24 就 没有 渗 湄 效 
应 ; 在 其 它 情况 下 渗 漏 是 不 能 避免 的 , 但 其 效应 随 窗 宽 了 的 增 大 而 减弱 。 

为 了 减低 渗 漏 于 扰 ， 特 别 是 远 端 干扰 ， 还 可 以 取 另 外 的 “数据 窗 "。 为 了 比较 ， 连 同 
(3.5.20) 列 举 一 些 实用 上 可 取 的 截断 函数 及 其 谱 “函数 如 表 3.4。 图 形 见 图 3.20、 图 3.24。 
这 里 yo 是 扼 形 ; gx 是 三 角形 ; gs 是 截取 余 允 函 数 的 一 段 , 有 导数 的 连续 性 ; gs 形状 接近 于 所 
形 , 但 把 棱角 修 邹 , 有 二 阶 导 数 的 连续 性 。 

表 8.4 


9 人 G() 











9 从 一 rectt Go(s) 一 2 SO(lsl-9 
0 的 =4(29 Gi(9= 计 (2 罗 全) =0(is| 全 
多 的 一 rectt 了 (Lecoagzb Ga(s) = 地 二 =O(ls|-3) 
1 | 引 生 0.45 9rs 
一 工人 (1 十 cos8 中 ，0.45 二 人 二 0.5 GC ie 
外 (办 一 豆 ( 十 co82z(10 一 4.5)，0. 和 5 入 | 入 0. 3 一 5700T (fs19) 


0，| 纪 >>0.5 
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所 有 这 些 截 断 函数 当然 都 满足 
1. y 的 =0， 当 | 让 > 于; 


2. g( 太 ) 广 > 即 PG(Zs)->8(8) ,当下 >oo。 


从 表 3.4 及 图 3.20、3.21 可 以 看 出 , 若 9( 轨 愈 * 方 ", 则 G(s) 的 主峰 愈 罕 , 近 端 干 拓 较 小 , 最 
好 的 就 是 Go。 反 之 CD) 傅 光滑, 则 Ge) 的“ 边 兴衰 退 愈 快 ， 远 端 干扰 较 小 ， 如 gs 一 Ga。Gs 
的 图 形 在 近 端 接近 于 Go， 远 端 接近 于 Ga， 因 此 是 一 个 折 吉 的 选取 。 注 意 , 取 9 一 go 时 ,事实 
上 对 数据 无 需 作 预 先 加 工 , 而 取 其 它 的 9 时 要 作 预 先 的 乘法 处 理 。 
3.5.8 ”连续 与 离散 傅 氏 变换 的 关系 
设 有 一 对 傅 氏 变换 
太一 五 (8) 
取 五 个 正 参数 W，4i，4s, 罗 ，8 满足 下 列 四 个 关系 


ZN4，8=- Nd，= 癌 ， 

对 妃 王 分 别 构造 周期 复 变 函 数 
广 的 - 己 JG 一 mm 
FeG)- 习 FG 一 mS) 


这 里 , 自然 假定 jj( 人 及 环 (8) 在 无 穷 远 处 衰减 得 足够 快 , 以 使 无 穿 和 收 信 。 显 然 挛 ( 信 ，Fs(s) 
各 具 周 期 了 8 


| 
-万 (3.5.23) 


(3.5.24) 


广 G+ 四 王国 ， 机 GTB) = 丙 国 (8.5.20) 
合 


同一 Pr 一 省 袜 74-mm)，70 士 二 士 2 … 
| ee (3.5.26) 


Uz=Fe(k4e) = 袜 7s(84s 一 m8)，1 一 0 土 症 土 2 


显然 1 与 {U 对 都 是 周期 为 六 的 序列 

内 王 WH， UVUaiy (3.5.27) 
因此 各 取 六 个 分 量 如 (oo， 如 ur-0，(Uo Us Ux-) 就 能 分 别 决 定 全 序列 fj, {D。 
重要 的 事实 在 于 这 样 的 (w) 和 (Cw 构 成 一 对 离散 傅 氏 变换 ， 即 


De 吕 w 刘 50, …, -1 (8.5.28) 
1 好 一 1 
w- 二 是 Ui8 了 0 -1 (8.5.29) 
事实 上 , 由 于 函数 . 广 ( 纺 具有 周期 也 故 可 展 为 傅 氏 级 数 


户 四 = 习 monwy 一 co<t<co 





多 -元 | 万 ( 有 ent dt - 韦 |，: 写 (一 和 全 ) -2xttt/F 坟 


oo 入 十 并 ) 们 
=- 元 |。 衬 7G-mDDenae- mr 大 一 志 2 人 CDe-aaawzd 


一 工 一 2xtktT 0 一 元 | 一 2mit 大 4s 7 一 
= 元 | Demor7d= 击 | (Der-2naaelt 一 而 (全 


es 


因此 _ 
户 鸭 =- 击 习 FUkjenaa 


朵 一 此 产 (7 人 4 鸭 一 巡 衬 了 (1 4s) earb407 一 交 五 (及 48)eamt 交 人 7 


斑 ? 妈 丽 (( 一 加 N) 4s) et-mX 一 元 名 衬 Fi 一 mS) en 
1 


坟 呈 GLe)erowr= 开 呈 DRF 
(8.5.29) 成 立 。 关 系 式 (3.5.28)，(3.5.29) 可 以 更 明显 地 胡 成 


一 WAHN-~1 

Ps-44 局 户 (I0B 和 1 一 一 HT- (3.5.30) 
9= 一 六 
_NeN-I 

方 (7 下 了 Fe(kL4) 卫 久 -NTN-LI (8.5.31) 


考虑 了 (为 有 限 谱 宽 函数 的 特例 。 这 时 存在 S>0 使 得 
瑟 (S)=0 当 |8|>S]/2 
因此 有 (图 3.18) 
6(s) 三 玉 (8) 当 |s| 委 /2 (3.5.32) 
对 于 任意 整数 X>0, 取 心 =8/N,， 4 涉 =1198, 了 = 人 4 ， 则 关系 式 (3.5.28) 得 到 满足 , 于 是 
由 (8.5.26) 以 及 (3.5.30) 可 得 谱 函 数 王 (8) 在 离散 点 s=84s 的 准确 表达 式 
万 (148) 一 宫 w 训 184s1<8S7]2 
| (3.5.33) 
一代 Fr 人 (9 一 悄 忆 7(744 一 mm 了 了 ) 


$ 3.6 谱 的 近似 计算 
下 面 简单 介绍 快速 伟 氏 变换 的 个 别 应 用 。 有 关 的 问题 和 其 它 的 应 用 可 以 参考 [3]。 


3.6.1 傅 氏 级 数 的 近似 计算 
设 函 数 J 芒 具有 周期 ?， 它 可 展 为 倩 氏 级 数 


JG- 习 oem 一 co<1i<co (3.6.17 
现 将 基本 周期 [0,， 妇 分 为 W 等 分 ,要 求 在 离散 点 值 
方 -jj140，j-0 … W-Y 洗 -Z/ 3.6. 


的 基础 上 计算 傅 氏 系数 ct。 由 于 了 是 周期 函数 , 自然 采用 扼 形 求 积 公式 吕 〈 见 第 二 章 ) 
加 ” 当 端 点 值 7(0)，7(7) 不 相等 时 ，7() 作为 周期 函数 是 间断 的 , 这 时 取 如 = 访 (7(0) 十 /(77)， 而 矩形 公式 实质 
上 就 是 梯形 公式 。 
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C -二 。 | 7 C-2ztptbT [ 人 号 07L) pamt4tUz 一 二 | 万 丽 节 
“下 全 租 了 7 和 入 - q 
让 (3.6.3) 
而 7 人 力 则 近似 地 表 为 
j 切 ~ 之 只 ee” ， 一 co<t<oo (3.6.4) 
关于 右 端 取 多 少 项 , 取 哪 些 项 的 问题 留待 稍 后 再 说 。 由 于 
和 一 1 太一 1 
or 再 加 万 条- 记 辐 放权 草 - 风 有 0 十 十 2 


坝 {otj 为 周期 序列 ， 周 期 为 W， 可 以 由 任意 相连 的 六 个 分 量 例如 fco，c5， …，cw- 寸 完全 决 
定 。 由 式 (3.6.3) 可 知 {Nco，… Ne- 与 {jo， …， -为 一 对 互 着 的 离散 传 氏 变 换 


No- 互 放 和 5 (3.6.5) 
人 

放 - 避 sH 旬 J=-0 0 N-1 .6.6) 
-可 以 用 快速 算法 来 计算 we。 


近似 系数 {o} 与 真 系数 {cs} 之 间 有 简单 的 关系 。 为 此 , 将 计 j4# 代入 (3.6.1) 得 到 


方 -10 人 = 习 won- 习 wo 
Ni 一 一 oo 天 = 一 oo 


太一 Loo 入 一 
=- 已 or 有 近 0 毒 ( 袜 onr)7 
天 :=0 雪 一 一 丰 =D 站 二 一 oo 


所 (8.6.6) 比 较 即 得 


必 = 袜 om 1 一 0 土 本 士 2 … .6 
从 而 得 到 误差 
作 一 和 一 富 Oe-my (3.6.8) 
0 


这 就 是 说 , 近似 列 {o} 可 由 原 列 {ot} 左右 平移 0, 土 W,， 士 2N,… 再 释 加 而 得 。 这 里 显示 了 
离散 取样 的 频率 混和 仅 效 应 。 在 离散 点 值 (3.6.2) 的 基础 上 不 能 辨认 |1t|>>N/2 以 上 的 频率 ， 
原 有 高 频 分 量 都 被 折 释 到 11| <N/2 的 范围 。 一 般 地 ， 当 jb 的 光滑 性 提高 时 ，cx 随 
4-> 土 co 的 衰减 率 愈 快 。 图 3.22 中 反映 了 一 个 函数 的 傅 氏 系数 wm ( 圆 点 ) 和 近似 系数 慌 ( 又 
点) 。 注 意 , 图 3.22 与 图 3.17 是 相似 的 。 

现在 转 来 讨论 表达 式 (3.6. 委 中 取 多 少 项 以 及 取 哪 些 项 的 问题 。 首 先 , 表达 式 中 的 项 数 





-5 -4 -3 -2 -0 T 5 
《~N) 《-N) 让 (CV^) (V) 
图 3.22 
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决 不 是 愈 多 愈 好 ,比如 说 , 取 8= 一 co 至 十 co， 则 由 于 {o 和 j} 的 周期 性 ,级 数 是 发 散 的 。 由 于 
{o} 中 只 有 W 个 相连 独立 分 量 是 独立 的 , 因此 自然 地 应 取 连 续 的 太 个 项 大 =mm, 各 十 二 …， 
吧 十 作 一 T。 从 公式 (8.6.8) 或 图 3.22 可 以 看 出 , 到 [一 /2,，N/2] 内 广 个 项 与 原 系 数 的 偏 
差 为 最 小 ， 可 以 从 图 3.22 比较 [一 N/2， W/2] 与 [0, 六 ] 的 情况 。 因 此 作为 合理 的 逼近 应 
取 


7 
(人 了 625 庆 17 一 2 0O6 83m 涛 纪 /了 (3.6.9)》 


=-2X 或 2 十 二 可 以 证 明 , 当 7 力 有 连续 的 *(">2) 阶 导 数 ， 各 阶 导数 均 有 周期 也， 
立 =2 人 十 1 则 有 误差 估计 式 呈 ; 


7 
的 一 局 oe2rtt7| 委 民 -MT (3.6.10) 
X= 二 N 





此 处 
Mi=maxljo( 轨 |， 羽 ,= (去 ) 


小 一 工 \27 
由 于 周期 函数 在 一 个 基本 周期 [0, 到 上 的 行为 足以 反映 它 在 (-- co，ce) 上 的 全 和 狐 , 因 
此 取样 (3.6.2) 虽然 局 限于 有 穷 的 范围 [0, 们 内, 但 并 不 引起 频谱 渗 漏 效应 。 


38.6.2 谱 函 数 的 近似 计算 


在 一 co<t<co 上 的 函数 9) 可 以 看 作 是 周期 函数 当 周 期 2_>co 时 的 极限 ， 而 谱 函 数 
也 (s) 则 可 看 作 是 相应 的 傅 氏 系数 的 极限 。 据 此 可 以 制定 从 jb) 的 离散 点 值 计 算 到 (8) 的 离 
散 点 值 的 计算 方法 如 下 : 
1. 适当 估计 待定 谱 函 数 玉 (s), 特别 是 根据 fi) 的 光滑 度 来 估计 到 (s) 在 s= 十 co 处 的 
衰减 率 。 据 此 选取 足够 小 的 4 化 使 得 区 闻 |s| 和 8S/2 足以 包括 谱 的 主要 部 分 。 此 处 8=17/4t。 
也 可 以 反 过 来 说 ， 当 原 函数 本 身 是 以 消 为 间距 的 离散 数据 形式 给 出 时 ， 则 能 够 计算 谱 
的 范围 只 是 |s| <8S/2。 
2。 取 足够 大 的 整数 W 使 得 S8/N = 4 为 所 要 求 的 频谱 精细 分 辩 的 下 限 , 于 是 相应 地 原 
函数 了 的 “数据 窗 ” 的 宽度 应 取 为 卫 = 六 4i=1/4s， 即 取样 范围 为 一 /2<t<Z/2。 
也 可 以 反 过 来 说 ， 当 所 掌握 的 原 函 数 数据 范围 为 一 ?/2<t<2Z/2 时 ， 则 频谱 精细 分 辩 
的 下 限 只 是 必 =1/Z=S/N。 
这样， 问题 就 是 在 范围 | 引 <Z/2 内 个 等 距离 散 数据 fj(J49 的 基础 上 计算 在 范围 
ls|<8S/2 内 太 个 等 距 频率 点 值 妃 (84s) 。 这 里 有 五 个 参数 如 也，4s，S8，W, 满足 关系 式 
上 必 一 和/ 人，4= SN，8S=L1/4，=1/4s (3.6.11) 
其 中 有 三 个 独立 的 关系 式 , 因此 五 个 参数 中 只 有 两 个 是 独立 的 。 
83. 把 传 氏 积分 的 无 穷 限 土 ce 代 以 有 穷 限 土 2/2， 并 运用 和 抢 形 式 求 积 公 式 
BFGC 全 =-| GDeroamedt | CDeraeoedtm 由 3 (LED)eraadata 
一 一 太一 太 十 1 和 ， 一 克 ' 十 让 一 工 
人 =2N' 或 2NT+LI 


FE 全 = 及 -4 革 方 本 5= -NAHN-1 (3.6.12) 





443 
户 =J(OJAD，J= 一 人 …， 一 人 二 一 19 
即 {4t} 与 {Zr 之 间 为 一 对 离散 傅 氏 变换 。 各 自 对 下 标记 友 按 周期 广 进行 延 拓 就 归 化 为 
标准 型 ， 即 六 ;一 记 入 了 _x 一 五 zo - 
肪 = 汪 吕 7 了 训 810，…,， 太一 I (3.6.13) 


而 谱 函数 的 估 值 即 由 (3.6. 12) 给 出 。 

由 于 4 是 有 限 小 , 全 是 有 限 大 ,一 般 地 总 有 频谱 的 混和 琶 和 奖 漏 。 如 果 面 临 的 任务 是 计 
算 数学 函数 “的 谱 , 即 函 数 了 ( 轧 在 (一 co，ceo) 上 有 明显 表达 式 , 则 可 以 用 下 列 办 法 来 克服 渗 
漏 。 代 替 (3.6.2) 改 取 





万 = 天 (7 一 己 FT74 一 m)，7 一 0，…， 六 一 工 (3.6.14) 
通过 离散 变换 (3.6.13) 得 到 刀 8= 0，…, 六 一 上 再 用 关系 
了 _x 一 万 yx (3.6.15) 


妇 化 区 间 |12| 和 NW/2。 于 是 根据 (3.5.24) 可 知 准确 地 表 为 ， 
故 = 本 (4 = FE 一 m8)， | 丰 | 入 N/2 即 184s|<S/2 (3.6.16) 
因此 所 得 结果 不 是 谱 函 数 本 身 而 是 它 的 周期 性 重复 。 因 此 误差 为 ( 见 图 3.17) 
肌 一 PH4e) = FE4 一 m8)， 184s| <8S/2 (3.6.17) 


启 扩 0 


这 单纯 是 由 混 矢 效应 引起 的 ， 随 着 消 的 减 小 即 8 的 增 大 而 减 小 。 如 果 记 (6) 是 有 限 频谱 函 
数 , 则 取 汪 充 分 小 即 8 充分 大 时 可 以 完全 消除 误差 ， 如 在 3.5.3 节 末 所 述 。 
如 果 原 函数 /并 不 是 明确 定义 的 数学 函数 而 只 是 某 个 观测 序列 的 离散 值 ， 它们 当然 
只 能 是 有 限 长 。 设 “数据 窗 "为 一?/2<t<Z/2。 这 就 是 如 3.5.2 节 中 所 述 的 , 取 
方 = 
这 相当 于 把 原 函 数 0) 代 以 力 GD) =(9) .9 (9)， 即 谱 函数 刺 Gs) 代 以 豆 (9) = 万 ()sG(s)， 而 
1 | 引 <</2 
y 的 =reot 太 = 可 ， | 寻 = 全 /2 
| 引 盖 了 /2 
9 人 -7sine(79 = 到 他 7 
于 是 由 于 
加 全 = 邱 1 的 拓 的 ，| 直 <<2/2 
以 及 公式 (3.5.80)， 
Fe(t 人 = 下 和 (多 Pi- 妆 2 的 Bi- 轨 J(0ADTPie 
卫 此 得 的 并 甩 ( 归 化 到 je| <8/2 上 ) 
有 丽 一 瓦 sg(kF48)，|84e| <S72 
即 不 是 讲 函 数 人) 的 值 , 而 是 F(9) .9 的 谱 函 数 瑟 全 的 周期 性 重复 。 因 此, 这 里 除了 有 





名 当 Jj(I/ 约 二 /一 7/2 时 , 应 取 思 = 豆 (7(7/) 十 几 - 了 / 鸡 ) 事 实 上 相当 于 采用 梯形 公式 。 
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频率 混和 琶 外 , 还 有 有 限 窗 宽带 来 的 涂 漏 效应 。 关 于 后 者 的 讨论 和 政 进 办 法 已 见 3.5.2 节 。 


3.6.3 功率 谱 的 估算 


许多 工程 技术 问题 中 需要 估计 时 间 序 列 的 功率 谱 。 对 于 连续 的 实数 时 间 序 列 帮 0)， 
一 co<t<co, 功率 谱 通常 定义 为 


2 (De-aaetdi| (3.6.18) 
取 
1， 当 引 < 记 
0 (四 一 Tectt 一 (3.6.19) 
0， 当 | 寺 > 哥 
1， 当 | 引 坟 了 /2 
引 < 
gG/1]) -rzeetlb2 = 当 1 
于 是 
中 (62 人 di 一 省 (0(8)e-2rttdtt 
9(t/) 就 是 对 应 于 窗口 [一 /2， 2 /9 的 “数据 窗 ” 或 截断 函数 , 见 3. 5 2 节 。 因 此 
PG) -lim n 站 | 小 的 gt/)eroner 开 | (3.6.20) 
通常 只 在 有 穷 的 区 间 [一 人 /2， mo] 内 掌 强 7) 的 数据 , 帮 作 为 了 (s) 的 估计 , 可 以 取 
P@ = 也 || (ge-aet 对 (8.6.21) 


问题 归结 于 计算 (8)9(8/) 的 谱 函数 。 

由 于 取样 在 有 限 的 范围 , 必 有 浴 漏 。 为 了 减少 渗 漏 , 特别 是 谱 线 扩散 的 远 端 于 拢 , 可 以 
选取 比 式 (8.6.19) 更 好 一 些 的 “数据 窗 ”， 例 如 取 9() 一 ga(8 (3.5.2 节 )。 

不 妨 将 函数 .769(2/ 下 ) 作 平移 世 >*t 十 了 /2 即 变 为 了 (t 十 ?/2)9( 疆 了 人) 原 函 数 经 平 
移 后 相当 于 对 谱 函数 乘 以 绝对 值 为 1 的 因子 eez/% 由 于 功率 谱 定义 为 谱 函数 的 绝对 什 平 
方 ,， 故 P(e) 不 变 。 对 刻 9 作 平移 相当 于 以 数据 了 的 起 始 端 (t= 0) 作为 时 间 的 原点 。 即 把 窗 
口 [一 /2 到/ 匀 移 为 [0, 四 ， 故 不 妨 就 认为 :7() 定 义 在 [0, 四 上 ,而 9(t/2) 为 对 应 于 窗口 
[o, 四 的 “数据 窗 ”于 是 


P 人 了 | 人 )e-azetdi| 一 包 | FDCt/ De-anetdi (8.6.22) 
的 = 天 | FDCGDeraeeai| = 到 人 7GDrG/TD。 @.6， 
如 果 取 g 一 久 ( 见 3.5.2 节 ) 则 对 于 窗口 [0, 四 的 表达 式 是 


i<0 
王 f -oos(2or 才 ] 0<i<0.057 
gt 四 =ga(t/2=j1 0.05m<t<0.95m (8.6.23) 


本 下 下 
于 性 -oos(2or 广 ) 0.957<t< 史 


0 了 < 
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因此 , 如 命 {1Ut} 为 {ob} 的 离散 傅 民 变换 
Du- 忌 ui -0 1 -1 
人 
则 有 


U(k4s) = 4 一 /2<1<N/2 
而 功率 谱 则 为 
P(bde) = 24- 1 (3.6.24) 


下 只 取 一 半 ，1 = 0, 荆 …， N/2 即 0<Eds<S/2.。 
对 于 快速 倩 氏 变换 , 为 了 提高 方法 的 效率 和 编程 序 方便 , 通常 是 取 六 =2, 即 六 为 2 的 
整 次 寡 。 为 此 , 对 于 原来 的 时 间 序 列 { 方 》， 在 必要 时 需要 截 去 一 段 或 者 补 加 一 些 0， 以 使 长 


度 祥 成 为 2 的 整 次 宕 。 
功率 谱 的 估算 过 程 大 致 归纳 如 下 : 
T 工 ， 对 原始 数据 截 去 一 段 尾巴 或 补 加 一 些 0, 使 得 序列 长 度 让 =2”"， 由 于 
&( 坟 和 反 太 坟 "9 (2 (3.6.25) 
为 实 函数 , 它 的 谱 函数 
DG) -| wperoel (3.6.26) 


为 共 斩 对 称 ,V (一 人 =Z” (8)， 而 了 (8) 是 按照 绝对 值 定义 的 故 为 对 称 ， 即 已 (一 人) = 卫 (s)， 因 
此 只 须 考 虑 >0 而 


PG) = 韦 |17( | (3.6.27) 
实践 上 , 时 间 序 列 j 力 通常 给 为 笔 距 离散 样本 的 形式 
方 = 让 74)， 7=0， 汪 四 信 一 工 (3.6.28) 
命中 = NW4 S=1/4 =S/N。， 可 以 按照 3.6.2 节 的 方法 在 
2 一 大 IJ409(0748 TD)，7 一 0 二 六 一 工 (8.6.29) 


的 基础 上 计算 
U(pds) | (1 丰 8-2z48448 人 4 怠 20 8 一 2z14 引 48 
一 /2<1<N/2 即 18d4s| 生 8/2 
及 =0J0，7=0 了 二 NT = 
2， 使 用 适当 的 “数据 窗 ”9(&2) 对方 进 行 修正 
弛 一 方 9j 7=0， 二 ， 3? 人 一 工 
此 处 9 可 取 为 ga(3.6.23) 或 其 它 ; 
gj 一 90I4W TD) 
由 一 太 9j，7 一 0 二 …， 六 一 
3.， 快速 算法 计算 实数 列 fo} 的 离散 倩 氏 变换 
De- 加 ui 5=0, 1 Ni 


4 得 到 功率 谱 估计 





aa 
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Ps 人 iD -01 … N/2 
此 处 如 =1I/N4=IT/7。 
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第 四 章 ”曲线 拟 合 与 经 验 公式 


8$41 问题 的 提出 


先 看 一 个 最 简单 的 例子 。 
设 z 一 ”平面 上 有 五 个 点 , 其 分 布 图 形 和 观测 数据 ce， gt) ,= 1 2，…， 5 如 图 4.1 和 
表 4 所 示 。 问 题 是 要 用 一 简单 式 子 表示 这 些 点 的 关系 。 由 图 易 知 ， 这 些 点 大 体 分 布 在 一 
直线 上 , 因此 可 用 线性 式 表 为 
4 一 4 十 2 (4.1.1) 











十 2 
3 十 
。 4 3 
1 4 
_ 信 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 1! 5 
图 4.1 
这 时 各 观测 数据 大 体 满 足 如 下 方程 组 ; 
4 十 20 一 2.01 
CC 十 40 一 2.98 
CC 十 50 一 38.50 - (4.1.2) 
CC 十 80 一 5.02 
C 十 90 一 5.47 


式 中 的 “2 是 待定 参数 。 这 时 间 题 简化 为 确定 参数 o. 1。 

确定 3 的 最 简单 方法 是 < 选 点 法 >。 这 时 在 给 定 的 五 个 点 中 ， 任 选 两 个 连 _ 直 线 。 换 
名 话说 , 从 上 述 五 个 式 子 中 任 选 两 个 联 立 便 可 解 出 c、.5。 在 实际 问题 中 ,由 于 给 出 的 观测 数 
据 往往 带 有 误差 , 甚至 表达 式 本 身 也 是 近似 的 , 因此 选 点 法 确定 的 直线 一 般 不 会 同时 通过 给 
人 
2 的 值 也 有 差异 。 例 如 选 第 二 2 两 点 得 
的 各 2.01 
La 十 和 一 2.98 


ao-10400 


2 


选 第 2_3 两 点 得 
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人 se 
4 十 52 一 8.50 2 一 0.5200 
为 减 小 解 的 变化 , 可 用 “平均 法 ” 即 把 上 述 五 个 式 子 分 为 两 组 ， 并 分 别 求 平均 ， 最 后 从 
这 两 个 平均 式 中 解 出 o :3 妆 直 庄家 寺 手 摔 两 考 图 维 组 得 
4 二 3.70 一 2.83 a 一 0.9748 
| 症 介 | -80.5014 
显然 , 平均 法 的 解 也 随 着 分 组 的 不 同 而 有 差异 。 例 如 改 令 第 革 、 全 \ 其 你 戈 为 另 


一 组 则 有 
号 6 哮 还 轩 计 公 其 音 半 面 平 一 s 站 
[二 全 is 长 条 和 全 an ,去 广 上 上 于 


封 丽 轨 责 洪 因 ,十 时 直 
总 之 ,在 实际 问题 中 , 只 要 给 出 的 观 油库 孝 大 于 待定 参数 的 个 数 , 这 时 列 出 的 方程 组 就 


会 出 现 互相 矛盾 的 现象 。 曲 线 拟 合 中 参数 的 确定 问题 , 实质 上 就 是 解 了 矛盾 方程 组 的 问题 。 选 
点 法 与 平均 法 只 是 解 了 矛盾 方 程 组 中 最 初等 的 方法 。 因为 它们 的 解 都 不 唯一 ,而 且 在 不 同 的 
解 中 , 什么 样 的 解 “最 好 ”以 及 怎样 才能 找到 最 好 的 解 等 问题 尚 不 明确 ， 因此 在 一 般 情 疯 下 ， 
这 两 个 方法 仅 作 粗略 估 值 之 用 , 而 不 作为 正式 算法 。” + 
为 使 问题 明确 和 便于 研究 , 先 建立 待定 人 参数 好 坏 的 标准 。 
在 上 述 的 例子 中 ， 如 果 有 某 一 种 方法 可 以 确定 参数 c、 罗 则 给 让 * 后 便 可 算 包 记 作 
咏 一 Q 十 Dox 人 ( 估 一 1，2，…，5) (4.1.3) 
这 里 的 呈 称 为 久 的 估计 值 。 如 上 所 述 , 由 于 数据 的 误差 和 表达 式 的 不 精确 等 原因 , 估计 值 
%x 与 观测 值 因 是 不 完全 相同 的 ,它们 之 间 的 差 常 称 为 “ 残 差 ” 或 “剩余 ”， 记 为 
6 一 全 一 中 一 以 一 (十 bt) (1 一 T，2，…，5) (4.1.4) 
由 于 在 原始 数据 给 定 的 情况 下 ， 残 差 仅 依赖 于 参数 c、! 的 取 值 ， 因 此 残 差 的 大 小 就 是 衡量 
被 确定 的 参数 gc、8 好 坏 的 重要 标志 。 
可 以 使 用 各 种 各 样 的 原则 来 确定 参数 , 例如 ; 
(了 使 残 差 的 最 大 绝对 值 达到 最 小 , 即 令 


了 一 max |ex| 最 小 
(2) 使 残 差 的 绝对 值 之 和 达到 最 小 , 即 令 
4=- 字 |e| 最 小 
《8) 使 残 差 的 平方 和 达到 最 小 , 即 令 
Q- 习 呈 最 小 


显然 ,单独 使 用 残 差 和 史 er 为 最 小 的 原则 并 不 充分 ,因为 即使 or= 0， 也 不 能 避免 革 


些 残 差 的 绝对 值 很 大 的 情况 。 (D)、(2) 两 个 原则 是 较 自 然 的 , 也 是 较 理想 的 , 但 计算 繁 难 , 远 
非 原则 (3) 来 得 简单 和 常用 。 基 于 原则 (3) 得 到 的 参数 "、0， 通 常 称 为 最 小 二 冬 解 。 本 章 的 
重点 就 是 在 最 小 二 有 乘 意义 下 讨论 曲线 拟 合 和 经 验 公式 中 参数 的 确定 , 至 于 非 最 小 二 匀 问 题 ， 
在 本 章 的 最 后 一 节 将 稍 有 涉及 。 

曲线 拟 合 问题 的 特点 在 于 , 被 确定 的 直线 (或 曲线 ) 原则 上 并 不 特别 要 求 真 正 通过 给 定 
的 某 一 个 (或 一 些 ) 点 ,而 只 要 求 它 尽 可 能 从 给 定点 的 附近 通过 。 插 值 法 所 确定 的 曲线 要 求 . 
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通过 给 出 的 所 有 点 。 史 于 合 有 有 先 则 误 益 隐 数 所 求 说 省 不 过 点 的 原则 显然 更 为 适合 。 因 为 这 
禅 的 处 理 , 可 以 部 分 地 朱 著 据 中 你 在 的 观 泛 误 六 st 

最 后 , 我 们 指出 , 确定 表达 式 中 的 参数 并 还 是 栅 线 拟 合 问题 的 全 部 。 昌 线 拟 合 中 , 首先 
磁 到 的 问题 是 表达 式 形式 的 确定 。 这 是 参数 售 信 的 基础 。 但 是 ， 这 一 部 分 与 客观 实际 联系 
非常 紧密 ,必须 深入 实际 作 调 查 克 罕 本能 得 利 软 好 的 解决 。 然而 基 些 数学 方法 有 可 能 被 
用 来 协助 解决 这 类 问题 ， 在 8$4.4 中 将 对 此 作 较 详细 的 讨论 。 此 外 ,用 “ 样 条 函数 ”(spline 
funetion) 作曲 线 的 分 段 拟 合 是 国际 上 近 十 年 来 值得 注意 的 动向 ， 由 于 第 -一 章 已 月 详细 介 
铅 , 这 里 就 不 介绍 了 


8$42 线性 模型 中 参数 的 确定 
4.8.1 基本 算法 


曲线 拟 合 和 经验 公式 中 参数 的 最 小 二 乘 佑 计 问 题 , 可 用 如 下 的 数学 语言 朱 述 ， 
“和 若 % 是 关于 自 变量 入 和 待定 参数 及 的 形式 已 知 的 函数 : 


一 三 (入 加) (4.2 .于 
今 给 出 (和 g 力 的 于 对 观测 值 ; 
(于 gg 。 ( 丰 一 1 2， 则 (4.2.21 
要 求 确定 参数 召 使 
- 衬 [ 一 廊下， 有 五 )]。 (4.2.31 
为 最 小 ”。 


这 里 的 焉 可 以 是 单个 变量 或 六 个 变量 ， 即 
是 一 (OU ，Xo， ao) (有 一 了 2，…， 见 ) 
参数 玉 也 可 以 是 单个 参数 或 双 个 参数 , 即 
如 一 (0 0 2 bm) 

的 讨论 中 ， 我 们 一 般 都 假设 是 多 个 变量 和 多 个 参数 的 情况 。 有 时 为 突出 这 一 点 ， 式 

2 .) 人 2.2) 也 分 别 写成 

WU 一 (CO1，0Ca，，…，03，01，D2，…，0) 

利 (2 0at of，W) (下 一 了 2，…， 他 ) 
为 简便 起 见 ， 今后 将 用 久 或 玉 表示 1，0，…，b 中 的 任 一 个 。 对 于 和 白 变 量 ，2 或 0 亦 有 
类 似 的 意义 。 

为 使 Q 达到 极 小 , 各 玉 应 满足 如 下 方程 组 








; 殉 ， (4.2 . 雪 








即 残 差 平 方 和 对 各 参数 的 偏 导数 全 为 零 。 
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至 此 还 没有 对 函数 9 一 ( 忆 , 如 ) 作 更 多 的 限制 。 如 果 了 对 于 各 ui 的 依赖 关系 过 于 复 
杂 , 则 (4.2. 多 式 亦 将 很 复杂 。 这 为 六 的 确定 带 来 极 大 的 麻烦 ( 见 84.3)。 在 本 节 , 将 从 9 是 
各 ww 的 线性 函数 这 一 简单 形式 入 手 ， 这 时 假设 


4 一 po 十 DO 十 Da 十 … 十 Don2m (4.2.5) 
这 里 有 一 个 参数 bo 是 实际 计算 的 需要 。 为 使 其 后 讨论 方便 , 形式 上 加 设 一 个 变量 zo= 寺 得 
% 一 bozo 十 001 十 … 十 DonZm (4.2.6) 
4- 六 [一 六 (下 z， 甩 ]?- 六 [加 一 (poxzok 十 Doaxz 十 十 DZmz)]2 (4.2.7) 
- 纺 -2 总 [ 败 一 (bozoz 士 0247 十 十 Donomz)] (一 Ziz) 
-2 人 匀 momu+ 5 ON 十 六 +in 阅 Vi1X 人 一 由 mo) 
或 8 
于 --sopo+aaDi 十 … 二 anBn 一 (一 0，1，2，…，70) 
这 里 


99 一 阅 oa2 (人 7 一 0，1，2，…，70) 
| (4.2.8) 
5 一 妆 Za (4 一 0，1，2，.…，71) 


当 观 测 值 (cax，zar，…，wmz 人 名) 给 出 后 , sg 和 都 可 算出 。 这 时 ,方程 组 (4.2.4) 可 化 为 
SooDo 十 sot01 十 十 sombm 一 sov 
stopo 十 Sii01 十 8 十 31mpn 一 8ly 人 2 9) 
SmopDo 十 sn1D1 十 … 十 SmmDm 一 Smy 
这 一 方程 组 常 称 为 “法 方程 > 或 “正规 方程 ” 它 是 bo, 总，…， bo 的 和 十 元 联 立方 程式 ( 即 
mm 十 工 阶 线 代数 方程 组 ) 。 在 w%>mm 的 情况 下 ， 正 规 方程 一 般 有 唯一 解 。 由 观测 数据 算出 系 
数 sw 及 右 端 sy 之 后 , 便 可 用 诸如 消去 法 等 经 典 方法 解 出 go， 0 …，bw。 在 计算 过 程 中 , 如 
果 注 意 到 系数 的 对 称 性 % 皇 se 计算 量 可 以 大 为 节省 。 
例 ，$4.1 中 最 前 面 的 例子 。 
把 9 一 十 pz 改写 为 
4 一 po 十 Dof 或 2 一 bozo 十 Di0 
这 里 ?0、5 即 原来 的 c、2 zwo=1，cx 即 原来 的 z。 由 (4.2.8) 得 


攻 
Soo 一 宫 Vo0xXoxk 一 5 
5 58 
ES S 2 化 一 化 . 二 2 
801 一 310 全 2 6 
5 
8141 一 癌 ok 一 190 


5 5 
8o0y 一 钮 zolrr 衬 炙 = 蕊 .上 
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他 
81 一 局 01kx 一 122.83 


由 (4.2.9) 得 
50o 十 287: 一 18.98 
287o 十 190 一 122.83 
解 之 得 
人 ( 即 9) 
妨 一 0.498253 。(〈 即 思 ) 
如 果 对 计算 结果 的 精度 有 较 高 的 要 求 ， 计 算 时 可 以 把 观测 数据 “标准 化 >， 即 作 尺 度 变 
换 , 使 变换 后 的 各 个 量 \ 记 为 必 , 9% ) 的 平均 值 为 0 内 积 为 二 即 





工 六 oo-=0， 福 (wdD3=-1 (4.2.10) 
龟 K= 工 kk= 工 
为 此 可 令 
人 一 伏 一 作 一 他 一 工 2，，…，m， 1 一 2 wm) (4.2.11) 
Y 
其 中 
芭 工 中 / 
2 妾 ” 7 cm=V 畔 (Zu 一 03 (4 一，2， 人 7) 
(4.2.12) 
二 由 加 cy 一 人 说 (一 力 3 
原 表达 式 
= bo 十 001 十 Dos 十 … 十 DoCm 
变换 后 可 化 为 
一 玉 丰 十 及 允 十 十 芒 0 (4.2.13) 
其 中 
太一 站 (一 1 2，…， 和 1) (4.2.14) 
《 
po 一 9 一 (00 十 ba03 十 … 十 jn2Zm)G (4.2.15) 
由 于 变换 后 的 式 子 (4.2.13) 不 显 含 bu， 因此 相应 的 正规 方程 也 降低 了 一 阶 , 得 
Ia18 十 人 130 十。 十 扩 rm80 一 人 liy 
人 atb1 十 as02 十 。 十 am00 一 fay (4.2.16) 


1 


Iw121 十 人 mn302 十 人 十 YimD0 一 人 ooy 


提 ”其 证 明 如 下 ， 


原 表达 式 可 写 为 
4 一 00 十 D1215 十 二 Do 
全 十 …， "十 bm (Zou 一 Zu) 十 Do 一 Y 寸 421 十 … ,十 DT 


二 儿 -7 CELIZN 一 Z1 1 二 和 (Zou 一 ze 去 
妈 1 人 二 至 )+ 十 了 | 呈 ) 士 Do 一 72 而 二 十 ie5e)/ow 
猴 玉 2 十 … 十 pg 十 (20 一 9 十 DT 十 … 十 DaZm)/oy 
上 式 两 边 对 四 求 和 , 并 注意 到 
总 o= 衣 色 =0 


便 得 (4.2.13) 作 (4.2.15) 。 





1 各 亿 





其 中 四 类 似 于 8 
?5 一 站 st-= 寺 - 之 (cz 一 弛 ) (zz 一 力 ) (人 了 1 一 工 ， 2， 9 如 ) 
| 1 (4.2.17) 
1 一 之 0410 一 之 (zu 一 为) (or 一 人 (5 一 .92) 
2 0Oi0y jl 


最 后 指出 ,线性 模型 中 参数 的 确定 问题 就 是 线性 矛盾 广 程 组 的 求解 问题 。 因此 相应 章 
节 ( 见 第 八 章 ) 的 算法 完全 可 以 用 在 这 里 。 


.4 和 .2.2 线性 模型 的 推广 
上 面 考虑 的 表达 式 
9% 一 bo 十 Do1 十 Daza 十 … 十 bm 
是 标准 的 线性 式 , 形式 简单 。 有 一 些 看 来 较 复 杂 的 问题 ,往往 可 以 通过 “变量 变换 ”的 办 法 简 
化 成 这 样 的 简单 形式 。 下 面 可 用 具体 例子 作 说 明 。 
例 王 =bo 十 Dig 十 Da02 十 ba 
作 变 量变 换 
印 一 4， 为 一 2， ze 一 0 
则 表达 式 变 为 . 
4 一 0o 十 D32 十 Dazs 十 Dazs 
车 把 和 ,2, 加 也 看 作 是 自 变量 ， 则 上 式 与 标准 的 线性 式 无 异 。 4.2.1 节 中 关于 解法 方程 确 
定 % 的 办 法 依然 有 效 。 当 然 有 关 式 子 中 出 现 的 地 方 要 相应 地 改 为 ae 


例 2，V=ao 十 妾 (ceooaiz+bsin 这 ) 
式 中 的 Co，Q1，03 也 是 待定 参数 ， 现 分 别 改 为 Do， 0a， 04， 并 作 变 量变 换 
入 一 Sin 1Z， 2 一 Sin 22 


2 一 C08 10， 2 一 60S 20 


得 4 一 bo 十 太 和 十 0azs 十 bza 十 0424 
这 仍 是 标准 的 线性 式 。 
综合 这 两 个 例子 , 可 得 如 下 的 一 般 方法 : 如 果 原 表达 趟 为 
4 一 0o 十 Digi (下 ) 十 Daga( 焉 ) 十 … 十 bngm( 避 ) (4.2.18) 
这 里 的 g( 有 下 ) (6 一世 2 加 ) 是 是 = (2 2， …，zo) 的 已 知 函 数 , 则 可 作 变 量变 换 
4 一 i( 避 ) (一 二 2，…，70) (4.2.19) 
把 原 表 达 式 化 为 标准 的 线性 式 
4 一 加 十 2 和 十 Da 十 … 十 Don2zm (4.2.20) 


使 用 和 .2. 工 节 的 算法 便 可 得 到 4 的 佑 值 。 显 然 原 来 变量 的 个 数 2 可 以 不 等 于 me 
变量 变换 的 方法 ,不 仅 适 用 于 自 变 量 , 也 适用 于 因 变 量 y 和 待定 参数 Duo 
例 3. 人 1 一 0BP+iGT 和 (和 1) 
式 中 的 4 也 是 待定 参数 。 今 对 两 边 取 对 数 得 
ipgy 一 了 ia 十 Diol 十 Da0s 十 7s(za7s 一 过) 


日 “ 写 得 具体 一 点 即 ， gx 一 py go 一 烃 ， za 一 奏 (一 1， 2，…，%) 


得 
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作 变 换 . 2 一 ljny，bo 一 ln ac，xzs 一 2a0s 一 二 


2 一 00 十 Do 十 Dazs 十 baz3 
这 是 以 ” 为 因 变 量 的 标准 线性 式 ， 可 用 4.2.1 节 中 的 方法 确定 0 不 过 在 得 到 加 之 后 , 需 用 
道 变换 式 求 w, 即 6 一 e"。 
这 样 , 用 于 确定 标准 线性 式 参数 的 方法 可 以 推广 到 下 述 形 式 之 中 ， 
万 (9) 一 co(po) 十 Ci(b)91( 有 下) 十 …… 十 cn(bo)gm( 丰 ) (4.2.21) 


入 口 


0 一)) 
GT<7=0 1 mm+1) 
1- S00， 10 二 


R+ 1 大 


二 
G= 1， 2，…，》) 





38 字 zol 


变换 否 






这 时 人 这 
具体 的 ， 
于 北 91(2) 字 zi6 = 1 2， pm 0 





RC2zp +8) 之 zmti 











2# 十 501 人 >S01/ 
(Ci=1,2，。…， 下， 说 十 1)7 
zl21 二 SS11 
G<j=1l,2， 9 17 











出 口 


mepweateserAoeur seereee rm nnerreryerrsirreerr 


re 





式 中 &( 幼 是 因 变 量 y 的 已 知 函数 ; 
0 下) 一 二 2 2) 是 变量 下 一 (ci，za， …，22) 的 已 知 函数 ; 
c(00 G=0, 1 2，…， mm) 是 第 宗 个 参数 轧 的 已 知 函 数 。 显然 它 必须 是 可 道 
的 ， 以 便 由 ci(Di) 经 道 变换 求 得 po 
关于 变量 变换 的 问题 , 还 应 指出 : 当 因 变量 y 变 为 册 (y) 后 , 用 4.2.1 节 的 方法 求 出 的 2 
一 般 而 言 ， 已 不 是 关于 4 的 残 差 的 最 小 二 乘 解 ， 而 只 是 新 因 变量 六 (y) 的 残 差 的 最 小 二 乘 解 
(在 例 8 中 ， 残 差 是 my 一 也 内 )。 这 二 者 之 间 有 差别 ， 但 是 在 实际 计算 中 ， 人 们 往往 只 关 
心 变量 变换 后 可 以 把 问题 简化 ， 而 不 理会 这 种 变换 可 能 引起 解 % 的 差异 。 因此 ， 可 以 把 式 
(4.2.5) 与 (4.2.21) 都 称 为 线性 模型 而 不 加 区 别 。 
在 实际 问题 中 ， 有 时 由 于 各 次 观测 数据 的 精度 不 同 以 及 各 次 观测 值 的 差异 可 以 超过 几 
个 数量 级 等 原因 , 一 般 的 残 差 平方 和 最 小 的 原则 已 不 适应 , 如 果 改 用 加权” 的 残 差 平方 和 最 
小 的 原则 更 好 。 这 时 
QQ 一 衬 Tnw- (bo 十 DZ 十 Da0oz 十 十 Dn0oiz)] (4.2.22) 


这 里 的 刺 z(6 一 1 2，…， 只 是 “权重 ", 将 根据 实际 情况 给 出 。 一 般 原 则 是 : 某 一 观测 值 的 重 
要 性 越 大 , 则 其 权重 也 越 大 。 对 于 加 权 的 情况 , 可 作 类 似 式 (4.2.6~4.2.9) 的 推导 。 为 确定 
2 仍 需 解 (4.2.9) 形 状 的 法 方程 , 但 % 和 sb 要 相应 地 改 为 
一 习 Pruanan 
和 (4.2.23) 
一 了 环 zrzagz 
因 变 量 y 的 变 RE 因此 , 可 用 加 权 的 观点 来 理解 
上 面 指出 过 的 这 种 变换 所 引起 的 解 % 的 变化 。 
最 后 指出 ， 编制 线性 模型 的 标准 程序 时 , 应 考虑 变量 变换 的 灵活 性 ， 可 采用 图 4. 2 所 示 
的 框图 计算 ss 及 sy( 即 Si ms1) 。 


8$84.3 非 线性 模型 中 人 参数 的 确定 
本 节 要 讨论 的 模型 是 最 一 般 的 模型 
Y 一 三 ( 轧 ，01，D3，…，bm) (4.3.1 
其 中 了 可 以 是 参数 灸 的 最 一 般 形 式 的 非 线性 函数 ; 下 可 以 是 单个 变量 也 可 以 是 了 个 变量 ， 
即 素 = (zi za，…;o)。 一 般 的 非 线性 问题 无 法 直接 求解 。 数 值 计 算 中 , 通常 是 用 逐次 通 近 
的 方法 处 理 。 这 种 处 理 的 实质 是 逐次 “线性 化 ”。 


4.3.1 基本 算法 一 一 高 斯 -牛顿 法 
先 给 2 一 个 初始 近似 值 , 记 为 2, 并 记 初 值 与 真 值 之 差 ( 未 知 的 ) 为 如 
六 = 十 4 G= 二 2 ,mn) (4.3.2) 
这 时 确定 % 的 问题 化 为 确定 修正 值 4。 为 确定 4 可 对 毅 数 了 在 鸭 附 近 作 人 台 劳 展开 ， 并 
略 去 4 的 二 次 及 二 次 以 上 的 项 得 


三 (人 pa， Ds， 0 0m) 馆 =jo+3 0 小 + 十 … “十 2 dd (4.3.3) 
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式 中 
力 o 一 让 大 202 ，80)) 
2- 2 下 一 下 z (4.3.4) 
有 2 
5 _je 


当 加 "给 定时 ， 它们 都 是 自 变量 下 的 函数 ， 可 以 直接 名册。 类 似 上 节 (4.2.7) 的 推导 ,并 注 
意 近似 式 (4.3.3) 可 得 











和 ba，…,， bo)]? 袜 | w -(Ja+ 红 这 和 + 台 避 
器 -发 -nr 作 人 各 沾 ]- 吃 





-4 六 各 略 ++4 呈 积 多 沁 0 4.3 . 司 


记 








(4.3.6) 





入 可 得 关 似 于 4: 人 和 
aa 小 十 cis 人 十 十 aind 一 aa 
0214d1 十 Cssds 十 十 Camdn 一 Coey 

1 cord 小 十 Gosde 十 十 Gmmdm 一 Go 

当 观测 值 ( 瑟 s， go) 给 定 , 并 给 出 近似 值 gg 后 , 系数 oj (也 是 对 称 的 ) 及 右 端 ww 可 按 (4.3.6) 

一 一 算出 。 因 此 可 解 出 如 进而 得 轧 值 ， 

有 一 pb 十 上 (1 2 Mr) (4.3.8) 

当 | 4]| 值 较 大 时 ， 可 令 当前 的 & 值 代替 原 来 的 近似 值 jw， 重复 (4.3.6) 算 出 os 及 us 并 解 

(4.3.7) 得 新 的 汪 (进而 得 50) 。 这 种 过 程 可 以 反复 迁 代 , 直至 | 4| 的 值 小 到 可 以 忽略 为 止 

这 时 最 后 得 到 的 % 即 为 所 求 。 这 种 算法 常 称 为 高 斯 法 ， 也 称 为 高 斯 -牛顿 法 或 台 劳 展开 法 。 

其 要 点 归纳 如 下 : 

(CD 人 为 地 指定 初 值 go, 并 记 到 一 22 十 4 把 求解 六 的 问题 化 为 求解 4 的 问题 。 
(2) 利用 全 劳 展开 式 ，4 即 为 线性 模型 的 待定 参数 ,借用 上 节 方 法 可 求 出 4( 即 把 这 里 

的 一 名 看 作 是 上 节 的 因 变 量 gn 2 2 看 作 是 自 变 量 za) 。 这 一 过 程 亦 称 线性 化 。 

(3) 以 二 修正 8 上 14i| 小 于 允许 误差 , 再 次 修正 已 成 

为 不 必要 。 

求解 过 程 之 所 以 需要 反复 迭代 和 修正 , 是 因为 关键 的 台 劳 展开 式 (4.8.3) 只 是 近似 的 式 

子 ， 因 此 得 到 的 玉 也 是 近似 的 , 其 近似 程度 依赖 于 | 水 | 的 大 小 。 若 | 4i| 较 大 ,上 的 二 次 及 

二 次 以 上 的 项 就 不 能 忽略 ， 台 劳 展 式 的 近似 性 就 较 差 。 但 一 般 而 言 ， 经 一 次 修正 后 得 到 前 


Ni 1 二 乔 和 再 et: pg 观 ieareiyrpiyqyaggrrr 和 ro 
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& 虽然 还 不 是 真正 的 解 ， 却 可 能 比 原来 的 2 更 接近 于 真 解 ; 逐次 选 代 的 结果 ， 将 使 当前 的 
# 值 逐步 逼近 真 解 。 这 也 可 以 理解 为 修正 量 |4| 逐次 缩小 。 当 | 4 小 到 它 的 二 次 项 可 以 
忽略 时 ， 台 劳 展 开 式 (4.3.3) 事 实 上 可 以 看 作 是 精确 的 式 子 9， 这 便 得 到 真 解 wk。 如 果 和 迭代 
过 程 果真 按照 上 述 方式 完成 , 则 和 迭代 称 为 “收敛 的 "。 显 然 , 在 这 过 程 中 可 能 包含 着 大 量 的 反 
复 计算 。 

非 线 性 问题 的 难点 , 远 不 是 很 大 的 计算 量 ， 而 是 挝 代 过 程 有 可 能 不 按 上 述 方式 完成， 邑 
所 谓 ” 发散 "现象 。 这 是 因为 初 值 " 选 得 不 好 , 台 劳 展开 式 (4.3.3) 完 全 失真 ， 和 迭代 得 到 的 
新 六 有 可 能 比 原来 的 Wo? 更 远离 真 解 ， 而 且 越 迁 代 越 精 糕 。 迭代 的 收敛 或 发 散 的 关键 在 于 
初 值 Wo 的 选择 。 对 于 不 少 问题 , 要 选 一 个 较 好 的 初 值 有 时 又 是 困难 的 , 为 了 放宽 对 初 值 的 
限制 , 麦 压 脱 提出 了 修改 方案 ”。 


4.3.2 算法 改进 一 一 麦 夸 脱 法 
才 压 脱 法 与 高 斯 -牛顿 法 相似 , 其 差别 仅 在 于 迭代 时 确定 4 的 线性 代数 方程 组 改 为 : 
(于 两 芭 于 玖 直下 “十 CHmLw 一 Ciy 


Cs 小 十 (as 十 d) dd 十 … “十 Comd 一 Co2y 


Cnd 小 十 Crac 人 十 … 十 (Cnm 十 QI) 人 一 Comy 


即 在 原 方程 (4.3.7) 的 对 角 线 上 加 了 一 个 因子 d (d>0)@。 显然 , 当 d 一 0 时 麦 亏 脱 法 退化 
为 高 斯 -牛顿 法 。 若 引入 记号 


(4.3.9) 


4= (4 4。， 5 dm) 


@ 一 (aly，0a0，…，qmy) 
可 以 证 明 ( 参 看 口 ]): 
人) 当 & 越 来 越 大 时 , 4 的 长 度 越 来 越 小 , 并 以 零 为 极限 , 即 
lim 144 =0 (4.3.10) 
(2) 当 % 越 来 越 大 时 ， 4 和 wy 两 矢量 的 夹 角 7 越 来 越 小 , 并 以 零 为 极限 ， 即 
lim 7y=0 (4.3.11) 


一 oo 


由 于 四 不 随 d 改变 ，(2) 的 结论 实际 上 指出 4 的 方向 将 随 着 4 的 增 大 而 逐渐 接近 四 
的 方向 。 又 由 于 ay 方向 就 是 梯度 方向 (最 速 下 降 方向 ), 沿 羞 这 个 方向 , 只 要 步 长 不 太 大 , 残 
差 平方 和 @ 总 可 以 逐渐 减少 。 所 以 ,只 要 4 充分 大 ， 定 能 保证 下 一 次 迭代 中 得 到 的 久 值 比 
上 一 次 的 小 , 除非 当前 的 8 值 已 是 所 求 的 真 解 了 。 


加 被 忽略 的 水 的 二 次 及 二 次 以 上 的 项 的 系数 依赖 于 二 阶 及 二 阶 放 上 的 偏 导数 。 如 果 这 些 偏 导数 全 为 零 , 则 不 论 
水 有 多 大 , 式 (4.3.3) 总 是 精确 成 立 的 。 因 此 zu 不 需 再 迭代 。8 4.2 中 的 线性 模型 正 是 这 种 情况 。 在 那里 特别 令 2z2 = 0， 


则 有 Jo 三 0， 澡 -ow。 因而 Qzj 一 34 03y 一 Siy， 并 且 解 出 的 4 就 是 包 的 真 解 。 然而 在 非 线性 模型 中 ， 这 些 偏 导数 在 解 


的 附近 不 可 能 全 为 夫 ， 我 们 只 能 假设 它们 都 存在 并 且 有 界 。 
日 式 以 ,3.9) 实 际 上 是 使 


9=~ 名 [ww- (ja+ 各 小 十 本 站 +a 色 及 
达到 最 小 的 4 应 满足 的 方程 ,这 时 4 亦 称 为 “阻尼 ”因子 。 
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上 面 的 两 个 结论 , 提供 了 因子 了 的 选 了 到 原则 , 亦 即 在 收敛 的 情况 下 ， 为 减少 迁 代 次 数 ，2@ 
宜 选取 较 小 的 值 ; 仅 当 不 能 保证 相应 的 @ 值 比 前 次 小 的 情况 下 , 才 选 较 大 的 @ 值 因此, Cd 是 
随和 迭代 过 程 变化 的 。 例 如 可 以 给 出 如 下 的 具体 选取 方法 ， 
(GD 算出 初 值 go 所 对 应 的 残 差 平方 和 ， 并 记 为 Qo; - 指定 一 个 常数 e (c> 了 例如 令 
c=10); 并 给 出 @4 的 一 个 初 值 go( 例 如 当 os= 工 时 , 令 do=0.01)。 
(2) 进行 下 一 次 迁 代 时 ， 令 四 
| 0=cxdo (oa= 一 1 0 1 2 3，…) (4.3.12) 
这 里 的 w 值 尽 可 能 取得 小 些 ， 但 需 保证 式 (4.3.9) 解 出 的 省 (进而 是 加 ) 相应 的 残 差 平方 
和 Q@ 不 大 于 Qeo;,， 即 
Q<Qo (4.3.13) 
也 就 是 说 ， 先 令 d=c-do 一 do/e， 若 (4.3.13) 成 立 ， 则 这 一 次 迭代 完成 ， 否 则 令 
qd=o0do 一 do 若 (4.3.13) 成 立 , 则 这 一 次 迭代 完成 ; 否则 令 4= cado, …。 根据 上 面 的 论证 ， 
只 要 qd 一 cxd@) 充分 大 , 总 能 保证 (4.3.13) 成 立 , 从 而 结束 这 次 迭代 。 
(3) 以 中 到 和 @ 的 当前 值 ( 即 结束 上 一 次 欠 代 时 的 值 ) 代 替 do，bo 和 Qo， 重 复 (2) 
作 下 一 次 迭代 , 直至 | 水 | 可 以 忽略 ,迭代 过 程 收 剑 @。 
这 便 是 麦 夺 脱 方法 的 主要 思想 。 具 体 的 计算 程序 将 在 4.3.4 节 中 给 出 。 计 算 经 验 表明 ， 
这 一 方法 确实 比 高 斯 -牛顿 法 有 效 。4.3.3 节 中 的 实例 计算 结果 表明 了 这 一 点 。 在 实际 计算 
中 , 高 斯 -牛顿 法 或 麦 夺 脱 法 都 可 以 进一步 改进 。 例 如 当 偏 导数 太 复杂 时 , 可 用 差 商 代替 .23 ， 
又 如 为 避免 在 寻求 合适 的 4 的 过 程 中 反复 求解 线性 方程 组 (4.3.9)， 可 用 近似 的 4 来 蔡 
代 (o， 甚 至 可 用 其 它 方法 选取 合适 的 口 值 等 等 


和 .3.3 实例 与 算法 比较 


晶体 振 萝 器 的 频率 是 随 温度 变化 的 。 为 使 频率 稳定 ,简单 的 办 法 是 使 用 如 图 4.3 所 
示 的 热 敏 网 络 来 补偿 B8。 网 络 的 输出 电压 矿 随 着 
温度 7 变化 。 它 作用 于 振 葛 器 之 后 ,能 使 振 苏 
器 频率 也 随 人 变化 , 但 要 求 这 种 变化 恰好 与 原来 
的 变化 相反 ， 以 便 相 互 抵消 ， 使 频率 最 终 得 以 稳 
定 。 

我 们 的 问题 是 : 经 测试 ， 知 某 振 葛 器 需 按 图 
4.4( 或 表 4.2) 所 示 的 温度 -电压 关系 来 补偿 ， 要 求 
确定 补偿 网 络 中 各 参数 的 值 (包括 电阻 co # 及 变化 
人 参数 吃 。 ， 图 4.3 热 敏 网 络 





口 有 有 疝 吕 估 尖 未 收 做. 但 由 于 4 -> co, 也 可 以 引起 Mr 因此 需 仔细 鉴别 , 见 4.3. 4 节 的 程序 。 
日 图 4.3 中 , 必 表 示 阻 值 为 久 的 电阻 ; 
DZ) 如 表示 阻 值 随 温度 变化 的 热 敏 电阻 
到 (一 aoc 人- 训 ) 
这 里 c 为 变化 参数 ; 
4 为 293" 开 ( 即 '20*0) 时 本 电阻 之 阻 值 ; 
温度 7 用 绝对 温度 表示 。 ， 
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矿 ( 伏 ) 
. 
二 
6 t+ 
十 
十 
二 
5 + 
十 
十 
4 针 十 训 
十 中 
中 
党 十 
二 

3 本 和 了】 
230 250 270 290 310 330 7 了 (N) 


图 4.4 温度 -电压 由 线 
表 4.2 (7x5， 了 xz) 数据 










































































FF 伏 玫 和 “下 到 伏 
333.4035 4.202 12 288.66575 | 3.750 
2 239 .35995 3.720 1 292.99200 3.966 
8 243.597235 是 3.493 了 和 2397-68075 二 4.210 
二 249 .90110 3.252 1 15 303.372310 4.527 
5 254.230285 3.155 上 16 309 .73835 和.912 
6 258.05660 3.110 | 17 314.01480 和 5.168 
、 了 262.54575 3.086 18 319 .24615 亏 .469 
8 268.73452 3.151 19 323.76605 5.713 
9 272.85824 3.218 2 327 . 75165 5.905 
10 278.15804 3.357 3 332.77260 6.122 
了 | 283.27835 3.530 339 .09160 ” 6.356 








注 ， 温 度 卫 用 绝对 温度 表示 , 温度 的 读数 是 换算 出 来 的 , 因此 数位 较 多 。 
由 欧姆 定律 , 网 络 中 各 量 的 关系 如 下 : 


ce (二 5) 


0 十 








区 = 
人 (4.3.14) 
亚 六 七 deee 人 -2 
。 ce (去 -全 了) 汪 
了 =- 到 (ba+aue 人 ta (4.3.5) 


oo( 击 -5 ) 汉人 
了 二 bs 十 CC 工 293 


刀 十 Davci6 





式 中 输入 电压 召 =12 伏 , 是 已 知 常数 ;as= 工 也 是 已 知 常数 (这 是 假设 的 ， 它 将 使 解 有 唯一 
性 , 并 使 计算 简化 。 如 果实 际 使 用 时 ,cs 一 100, 则 ,ba，2ps 和 o 都 应 乘 100 倍 )。 因 此 网 络 
中 各 参数 的 确定 问题 , 就 是 曲线 拟 合 中 的 参数 确定 问题 , 其 表达 式 是 (4.3.15), 待定 参数 是 . 
1 5 83，as co cm 一 6)， 观 测 数据 是 表 4.2 中 的 (7x，Fa) 7 一 二 2 mn 一 22)。 

对 不 同 的 初 值 ， 使 用 高 斯 -牛顿 法 和 麦 压 脱 法 的 计算 情况 见 表 4.3 至 表 4.6。 
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表 4.3 高 斯 - 牛 额 法 对 几 个 初 值 的 计算 情况 
















初 值 co 0.02 0.03 0.04 0.05 
入 机 166.9445 


收 伍 时 的 迭代 次 数 





初 值 


ai 








507.2890 








293.1680 341.1420 382.57830 


| 


- 失败 失败 失败 


初 值 对 应 的 残 差 平方 和 
OO 











收敛 时 的 迭代 次 数 


一 0.02205450 | 0.06552070 | 0.1758245 | 0.2133135 | 0.2147570 | 0.2147405 | 0.2147405 
加 | 0.2218455 | 0.2746170 | 0.3381135 | 0.3558130 | 0.3569820， | 0.3569855 | 0.3569855 
2 | 1.084085 “| 1.100250 “| 1.164690 | 1.135845 “| 1.141900 | 1.142065 | 1.142070 
0.010062 “| 0.01306475 | 0.01328110 | 0.01141960 | 0.01161490 | 0.01162095 | 0.01162090 
Ga 4258.000 “| 4034.390 “| 4473.825 “| 4695.850 “| 4698.505 “| 4698.075 “| 4698.075 
65 3737.605 “| 3674.360 “| 3824.090 “| 3951.035 “| 3950.975 “| 3950.680 “| 3950.680 
9 9.979615 “| 0.7983040 | 0.03474510 | 0.00121607 | 0.00091597 | 0.00091595 | 0.00091595 































入 葡 目 - 淮 到 
全 

























0.2141445 
0.3569815 
1.141985 


0.3147405 | 0.3147405 
0.3569855 | 0.3569855 
1.142065 工 .142065 


b 0.1449170 | 0.1996885 |1 0.2141980 
Do 0.3252305 | 0.3483100 | 0.3565255 
bs 工 .818880 工 .122550 工 .139300 


夸 04 0.01576230 ! 0.01121155 | 0.01152395 | 0.01161775 | 0.01162085 | 0.01162090 电 
赔 |] cc 5000.965 4716.095 4 好 01.390 4698.240 4698.080 4698.075 时 不 再 碱 | 

是 7 人 
法 cC5 \ 36 人 5.965 3904.435 3957 .280 3950.855 3950.680 3950.680 


0.00091595 | 0.00091595 
0.000001 “| 0.000001 


0.00091596 
0.000001 


驴 1.533985 0.03188835 | 0.00094167 
0.001 0.0001 0.00001 - 








表 4.6 初 值 稍 差 时 麦 夺 脱 法 迭代 过 程 中 @ 的 变化 c 加 一 0.1 





























迭代 次 数 0 1 2 3 他 5 6 
各 79.98555 12.46410 8.753780 2.884910 | 0.2829345 0.03519820 4.02056185 
人 0.001 0.0001 10 1 01 | oo0l 
和 迭代 次 数 | 7 8 9 10 I1 12 13 
外 0.00552958 | 0.00152503 | 0 .00115947 | 0.00104520 | 0.00099057 0. 00096073 0.00094.45 
Q 0.001. 0.001 0.001 0.001 | 0.001 0.001 0.001 
和 迭代 次 数 芭 45 16 17 18 | 程序 控制 
@ 0.00093310 | 0.00092870 | 0.00091623 | 0.00091595 | 0.00091594 | 当 a 一 0.00000 
d 0.001 0.0001 0.00001 | o.oo0oi | 9.ooooo 了 时 不 再 减 小 ! 
| 


| 
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计算 是 在 109 乙 机 上 进行 的 。 为 便于 对 比 , 初 值 的 6 个 参数 中 ,只 对 较 敏 感 的 cs 在 区 
间 (0.02, 1) 上 取 了 不 同 的 初 值 ， 其 它 固定 不 变 , 即 
0 一 0.5，30 一 0.5，2 拓 =1，o 风 =5000，c 加 =4000 
若 |4|/(|a 上 0.001) <0.00001, 则 认为 迁 代 收敛 , 结果 为 
刀 一 0.2147405，D 一 0.3569855，7s 一 1.142070 
一 0.01162090，o 一 4698.075， cs=3950.680 
残 差 平方 和 Q@=0.00091595 
计算 结果 表明 ， 对 于 高 斯 -牛顿 法 ,co 刀 =0.02, 0.03, 0.04 都 可 获得 上 述 结果 , 但 o 纪 一 0.05 
或 更 大 时 便 告 失败 。 若 用 麦 夺 脱 法 , 则 当 oo2<0.4 时 都 能 获得 上 述 结果 , 这 比 高 斯 -牛顿 法 
对 初 值 的 要 求 放 宽 了 一 个 数量 级 。 
上 述 例 子 是 有 代表 性 的 。 计 算 经 验 表明 ,当初 值 较 好 时 ,， 考 夺 脱 法 计算 顺利 , &d 值 逐 步 
下 降 , 收敛 过 程 与 高 斯 -牛顿 法 没有 多 大 差别 。 这 时 对 于 相同 的 允许 误差 而 言 ， 两 个 方法 的 
迭代 次 数 一 般 相差 甚 少 ( 见 表 4.5) 。 对 于 高 斯 -牛顿 法 不 收敛 的 初 值 , 使 用 麦 夸 脱 法 则 有 可 
能 收敛， 而 且 有 时 迭代 次 数 也 不 很 多 ( 见 表 4. 由 特别 是 gc 加 一 0.4 时 )。 ， 
的 情况 ， 即 在 迭代 的 开头 几 步 , d 值 一 下 子 变 得 很 大 , 大 大 影响 了 收 傅 速 度 ( 见 表 4.6)。 
这 种 情况 下 ,我 们 势必 为 寻找 结果 耗费 一 些 时 间 , 但 总 比 不 能 求 得 结果 好 一 些 0 
法 放宽 对 初 值 的 要 求 也 不 是 没有 限制 的 。 实在 太 差 的 初 值 , 下 可 能 丰 并 计 和 中 呈 开 人 
况 ,或 掉 进 “ 坑 里 ”。 计算 以 失败 告终 ( 见 表 4.4 中 名 >0.5 的 情况 )。 在 上 例 中 , 当 一 0. 
时 , 迭代 四 步 以 后 , Q 值 从 341.1420 下 降 到 0.9920385。 但 此 后 虽 经 过 百 次 迭代 ， 2 
还 是 在 不 合理 的 区 域 上 徘徊 ,致使 R 值 总 不 小 于 0.35。 


4.8.4 程序 
过 程 _LSN(M, N, B, GEEB，F,，PD, 也 , ERR, MAXP, GN, LE); 

使 用 说 明 

本 过 程 按 最小 一 滋 意 义 估计 经 验 公式 中 的 非 线性 参数 。 方法 包括 麦 专 脱 法 与 高 斯 - 牛 
顿 法 。 算 法 与 记号 如 前 ， 但 解 线 性 方程 组 求 4 时 (这 里 改 为 @)， 先 将 as 标准 化 ， 即 用 af 一 
ui/wW 西 V 硬 代替 原来 的 oo 车 记 替 换 后 的 解 为 天 ， 则 六 一 及 Wow /au( 参 看 式 (4.2.14))。 
此 外 , 当 dg>>100 时 , 不 再 增 大 , 改 用 六 一 2)+w4 其 中 0<w<1。 

现 将 各 参数 介绍 如 下 ;: 

使 用 者 需 定义 三 个 场 : B[L:M]，GLL:M+ 妇 ，EELL:B。 M 为 待定 参数 个 数 。 N 为 
观测 次 数 。B 在 计算 前 放 初 值 , 计算 后 为 结果 。 了 是 自 编 算 残 差 的 过 程 。PD 是 自 编 算 偏 导 
数 的 过 程 。 说 明 时 , 这 两 个 过 程 都 要 带 参 数 , 如 过 程 ER(K) ,过程 PD(K), 其 中 玉 为 值 , 用 以 
指示 当前 应 计算 的 观测 点 的 顺序 号 , 计算 时 , 参数 依次 从 BT ，B[2]，…， BLM] 取 出 , 算得 
的 残 差 放 在 卫 内 ， 偏 导数 依次 放 在 G[J，G[ 人 9，…，GLM] 内 。 _BRR 是 结束 迭代 的 允许 误 
差 ( 相 对 误差 )。 MAXP 是 最 高 的 和 欠 代 次 数 。 在 GN = 工时, 本 过 程 用 高 斯 -牛顿 法 ， 其 它 情 
况 用 麦 夺 脱 法 。 计 算 结 束 时 ， 各 残 差 依次 放 在 场 BE 内 ， 残 差 平方 和 放 在 卫 内 。 LE 是 开 
关 ， 它 应 含有 三 个 标号 ， 依 次 处 理 如 下 三 种 意外 情况 ，G@ 迭代 次 数 已 达 MAXP 仍 未 收敛 
四 麦 夺 脱 法 的 因子 4 一 100 时 改 令 0% 一 bi 十 4 但 双 一 人 轿 闪 
” 代 中 矩阵 cs) 的 主 元 素 为 零 。 
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熟悉 非 线性 代数 方程 但 求解 的 读者 , 不 难看 出 , 本 过 程 也 可 用 于 此 目的 。 这 时 把 B 作为 
所 求 的 未 知 数 , 过 程 了 (KK) 改 为 计算 0 减 去 第 民 个 方程 式 的 值 ( 即 一 乘 该 方程 的 值 )。 
过 程 _LSN(M，N，B, G，EE, FR，PD, BE ERR, MAXP，GN,， LE); 
值 M,，N，ERR, MAXP,，GN; 简 变 瑟 
场 ，B，G，EE, 过 程 了 PD， 开关 工 F， 
始 简 变 D,， Do Q，Qo 了 ，Wi 
场 Bo[1:M], 了 [1:M 十 3,A，Au[1:M,， 1:M 十 划 
过 程 SUMi 
始 0 一 Qi; 
对 于 玉 =I 到 步 长 执行 . 
始 了 ( 开 ); 卫 >EE[K]， Ex*E++Q 一 >Q 终 
终 ; 
Lo:0 二 > 了; 
若 GN=1 则 0 过 D 否 0.01->D, SUM， 
LP:P 了 二 IT 一 PP QQ 一 Qo B 一 Bo 0 全 Au 
LA: 对 于 碧 = 工 到 玉 步 长 1 执行 
始 PD(K); EE(K) 一 GIM 二 Ti 
对 于 工 =-1 到 M 步 长 上 执行 
始 GD 一 Qi 
对 于 J-I 到 M+1 步 长 1 执行 
Q*G[IJ] 二 Ao[L 吃 一 Ao[, 可 
终 


终 ; 
”对 于 I=- 工 到 M 步 长 1 执行 
始 Ao[I, 卫 一 Qi; 
”车 Q<0 则 转 LEF[3] 否 1/8SQRT -= 
终 . 
1/8$8QRT(Q 志 HIMA+1， 
对 于 I=-I 到 M 步 长 1 执行 
始 了 四 一 Qi 
对 于 丁 =-I+I 到 M+I 步 长 执行 Ao[L, 四 *Q* 再 四 一 AD 吃 ; 
Q/HIM+ 了 3 全 了 ID 
终 ; 
LD:， 若 D<0.0000002 则 否 D/10 之 Di;iT 之 Wi D 一 Do; 
LB，Ao 一 人 A; 
对 于 TI=1 到 M 步 长 1 执行 1I+D 一 A[L 也 ; 
对 于 I=-1 到 M 步 长 1 执行 
始 对 于 J=I+HI 到 M 步 长 工 执行 A[L， 刀 志 AT 已; 
车 A 贡 , 局 =0 则 转 LEFT[3] 否 17A[IL 卫 Q， 


er wainmrrccigaoqqglh 了 2 入 02 -和 1 “ji 3i0i 关 各 和 at > 们 + 秆 和 rp -了 oo vig 人 ivgegrgtarii 9 ever rr 
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对 于 J=I+LI 到 M+L 步 长 执行 
”AL 刀 *Q 之 AI 中 ; 
对 于 玉 =I+IT 到 M 步 长 革 执 行 
始 A 民 ,已 全 Qi; 
对 于 J= 到 到 MIT 步 长 1 执行 A 区 , 刀 -QxeAfJ] 一 人 区 , 刀 
终 - 
终 ; 
对 于 工 -M 到 工 步 长 一 执行 
始 对 于 J=I+1L 到 M 步 长 丰 执行 . 
AI MA+ 一 AI[J M+ 卫 *A[ 吃 人 AI，M 二 加 ; 
AI M+ 习 <*E[D 之 GUI Bo +G 有 DBDD 
终 ; 
TLERR:SUM; 
若 Do<D 则 否 
始 对 于 I= 工 到 M 步 长 工 执行 
车 8ABS(GH[IHD)/(SABSCBDD) +0.001) 入 ERR 则 否 转 LDs 


转 LEND 
终 ; 
LD:， 若 Q<Qo 则 车 P<MAXP 则 转 工 P 否 转 DFT] 否 ; 
若 GN=1I 则 


若 P<MAXP 则 转 LP 否 转 LEFTI] 否 ; 
车 D<20 则 始 10*D 僵 D; 转 B 终 否 ; 
TLW， 到 /4 之 WW; 
若 凡 =0 则 转 LF[2] 否 ; 
对 于 I=1 到 M 步 长 T 热 行 
Buo[ 了 十 WGH] 一 BID 
SUM; 若 Q<Qo 则 转 LP 桂 转 工 Wi 
LEND，@Q 一 卫 
终 


到 所 


8$44 借助 数学 方法 选取 表达 却 
和 .4.1 问题 的 提 册 


前 面 两 节 , 我 们 介绍 了 表达 式 中 待定 参数 的 确定 方法 ， 但 这 不 是 曲线 拟 合 问题 的 全 部 。 
则 线 拟 合 问题 中 首先 需要 解决 的 , 是 给 出 表达 式 的 形式 ,其 后 才 是 确定 这 个 表达 式 中 的 待定 
参数 。 一 些 简单 的 问题 , 或 变量 之 间 已 有 较 明确 物理 关系 的 问题 , 要 给 出 一 个 表达 式 并 不 太 
困难 。 但 是 较 复 杂 的 问题 , 要 建立 一 个 有 效 的 表达 式 就 不 容易 了 。 在 一 些 问题 中 , 可 供 选 取 
的 自 变量 很 多 ， 我 们 不 但 搞 不 清 这 些 自 变量 及 待定 参数 应 该 以 什么 样 的 形式 出 现在 表达 式 
中 , 甚至 也 难于 扒 明 负 个 变量 或 参数 不 重要 , 可 以 舍 去 。 这 就 所 出 了 表达 式 的 选取 与 变量 的 


人 
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选取 问题 。 

例如 , 在 气象 预报 中 , 预报 式 的 自 变 量 可 以 有 当地 的 气温 、 气 压 和 湿度 , 以 及 邻近 一 、 二 
个 或 更 多 个 地 区 的 气温 气压 和 湿度 。 甚 至 太阳 黑子 及 大 气 环流 方面 的 指标 与 此 都 有 关系 。 
而 且 这 些 指标 可 以 是 今天 的 数据 , 也 可 以 是 昨天 、 前 天 或 更 早 的 数据 。 这 既 有 选取 表达 式 的 
问题 , 也 有 选取 重要 变量 的 问题 。 

和 

8 一 加 十 太 十 bac2 十 … 十 Dom2m 


根据 数学 定理 , m 越 大 , 逼近 的 精度 越 高 。 但 实际 计算 表明 , mm 过 大 时 , 不 但 求解 过 程 中 容 
易 发 生病 态 等 麻烦 情况 , 而 且 得 到 的 多 项 式 尽管 在 各 必 处 的 值 与 访 很 接近 , 但 其 它 地 方 却 
产生 不 合理 的 波动 现象 。 所 以 , 在 实际 计算 中 应 避免 选项 过 多 。 这 也 提出 了 从 一 ，c2 …， 
2 " 中 适当 地 删 掉 一 些 项 的 问题 。 

更 常见 的 例子 是 实验 数据 曲线、 图 表 的 公式 化 。 这 是 为 进 一 步 兴 所 实验 结果 内 在 关系 
的 常用 方法 。 但 是 ,使 用 电子 计算 机 作 计算 时 , 为 了 输入 和 计算 的 方便 , 有 时 也 需要 把 大 量 
的 数据 ,曲线 、 图 表 公 式 化 。 在 石油 、 化 工 的 计算 中 , 这 一 点 较 突 出 。 

本 节 将 介绍 一 种 数学 技巧 一 正 交 筛 选 法 中 。 经 验 表明 ， 它 对 选取 重要 变量 和 建立 表 
达 式 是 有 效 的 。 当然 , 由 于 实际 问题 的 复杂 性 , 要 想 较 好 地 解决 问题 , 单 靠 数学 技巧 或 对 各 
种 函数 图 象 的 熟悉 是 不 够 的 ; 必须 深入 实际 , 作 一 番 调 查 研究 和 全 面 分 析 , 搞 清 其 物理 背景 ， 
才能 减少 盲目 性 , 并 收 到 效果 。 在 这 个 过 程 中 , 反复 计算 也 许 是 不 可 避免 的 。 

正面 , 首先 介绍 选取 重要 变量 的 方法 ( 见 双 .4.2 节 ) ,然后 把 这 个 方法 应 用 于 选取 表达 式 
上 ( 兄 4.4.4 节 )。 实际 上 ， 表达 式 的 形式 仅 限 于 式 (4.4.35) 所 示 的 一 类 之 中 。 


4.4.2 变量 的 正 交 第 先 法 加 
这 里 讨论 在 线性 表达 式 中 选取 重要 变量 的 办 法 。 令 表达 式 为 
4 一 50 十 bo03 十 十 Da 有 《4.4 


观测 数据 为 
(2tx， 3 “Wapb 2z) (6 一 工 2 2 


为 其 后 讨论 方便 ,这 里 假设 6 各 个 变量 都 是 标准 化 了 的 ， 即 平均 值 为 0 内 积 为 革 
| 袜 mm=0 衬 志 -1 
5 元 衬 %=0， 六 4-1 


问题 是 从 由 个 自 变量 由 ，zs，…。ww 中 选取 用 个 对 表达 y 是 重要 的 变量 。 正 交 利 选 法 正 是 
解决 这 种 问题 的 方法 。 
在 简 述 生 选 法 之 前 , 先 引 入 如 下 的 量 


(G=1 2 my (4.4.2) 


怠 ”这 一 假设 不 是 必要 的 , 而 且 不 失 一 般 性 ， 因 为 由 8$4.2 中式 (4.2.10) 一 (人 4.2.15) 的 讨论 可 知 ， 对 于 常见 的 另 一 
形式 
3 一 bo 十 Doa 十 Do 十 十 DaZm . 
可 通过 变量 变换 (标准 化 ) 化 为 (4.4. 了 的 形式 。 光 


1 
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2 (cm 二 2Z0) (%r 幼 
习 Co-a 忆 由 (号 一 力 ? 


yw 称 为 w% 与 y 的 (线性 ) 相关 系数 ，| ro| 的 大 小 标志 着 两 个 量 中 的 一 个 量 可 用 另 一 个 量 线 
性 表 出 的 程度 。 例 如 y 就 是 wm 的 线性 函数 ， 即 9 一 ao 土 bei (2>0)， 则 rw 一 士 1 其 它 情况 
ra| <t。 车 假设 y 是 标准 化 的 量 , mw 的 平均 值 为 零 , 则 可 简 扎 为 


mi= 妆 soso[y 站 克 (4.4. 


若 假设 y 与 都 是 标准 化 的 量 ; 则 





(4.4.3) 


Yo 一 


二 yy 一 妾 man (4.4. 司 
这 就 是 内 积 。 
“下 面 可 以 看 到 相关 系数 ”rw 的 作用 。 
一 般 当 光 用 ww 线性 玫 出 时 : 
于 % 一 px an (4.4.6) 
其 待定 参数 5 由 84.2 得 本 
二 1 它 鸭 (4.4.7) 
在 wz 9 已 标准 化 的 假设 下 , 易 知 6=”w， 即 


gm 9) 
这 时 残 差 平方 和 ，， 人 
4Q- 包 人 一 mas 一 阅 央 -2rw 刁 ago+ 闹 袜 克 
一 上 一 27aro 十 ?5 一 工 一 9 (4.4.9) 
可 见 从 mi，za， …，aom 中 选 一 个 对 表达 y 最 好 ( 即 残 差 平方 和 @ 最 小 ) 的 变量 ,就 是 选 使 re| 
最 大 的 变量 w。 换 句 话说 ,rs 可 作为 变量 选取 的 标准 。 
正 交 筛选 的 具体 计算 步骤 如 下 ; 
( 伯 选 第 一 个 变量 ; 即 在 mw 中 选 对 表达 Y 最 好 的 变量 。 如 上 所 述 , 只 需 算出 各 必 与 y 的 


相关 系数 @， 
yt 一 了 ou] 妆 鸭 (4.4.10) 
并 选 jre| 最 大 者 ， 则 相应 的 m 即 为 第 一 个 被 选中 的 量 。 为 方便 起 见 ， 假设 恰好 选中 wm 并 


从 


二 ， 
人 一 9ay (4 和 .4. 卫 ) 
aa/ 刀 | 0 (4.4.12) 


” 则 得 最 优 的 单 变量 表达 式 . 
4 一 121 有 (4.4.13) 


- 唱 由 于 辣 已 标准 化 ， 加 驹 -1 因此 分 母 可 以 不 写 出 ， 这 里 保留 分 母 的 目的 在 于 与 其 后 的 形式 一 致 ,其 后 
以 C8)2+1。 | 
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(2) 选 第 二 个 变量 ， 
G) 对 未 被 选中 的 变量 作 变 换 使 之 与 . 正 交 ， 可 得 of， 
2 人 一 好 一 Ci2 (一 2，3，…，7I) 《4.4.14) 
这 里 的 cx 由 Zi 与 飞 正 交 这 个 条 件 


习 吹 2 一 0 (4.4.15) 
来 确定 , 即 
on 一 OH (4.4.16) 
GD) 对 9 扣除 用 、 线性 表 出 的 都 分 得 ga)， 
4 一 9 一 2 (4.4.17) 


并 在 各 中 选 对 表达 %? 最 好 的 变量 作为 第 二 个 被 选中 的 量 。 原则 上 可 用 类 似 ( 了 的 办 法 算 
出 只 " 与 %2) 的 相关 系数 并 选 绝对 值 最 大 者 。 在 实际 计算 中 ， 考 虑 到 只 与 国正 交 ， 从 而 
zf 与 g 的 相关 系数 等 于 z" 与 9 的 相关 系数 , 因此 可 以 不 算出 % 5 并 改 为 算 叭 " 与 9 的 


相关 系数 , 并 选 绝对 值 最 大 者 
7P 一 袜 2 on/ /六 (zfp)3 (4.4.18) 
假设 | 多 | 最 大 , 即 允 被 选中 , 令 


Ia 一 人 好 (4.4.19) 
(4.4.20) 
o- 史 // 访 c) 
则 得 % 的 两 个 变量 的 表达 式 
水 一 9324 十 个 329 《4.4.21》 


(3) 类 似 的 算法 可 选 出 第 3, 4 …，s* 个 变量 。 在 此 基础 上 再 选 第 * 十 工 个 变量 的 方法 
是 : 
G》 作 变量 变换 得 新 的 of 
一 of 一 co， (一 8 十 三 十 2 1) (4:4.22) 


其 中 
Cu4 一 袜 2 TDzsx (4.4.23) 
以 保证 z 名 与 % 正 交 。 
人 G) 计算 相关 系数 
从 -站 an/ 富 oB (9 
并 选 |r 多 | 的 最 大 者 , 以 确定 第 s 十 + 个 被 选中 的 量 。 设 ci 被 选中 , 令 = 
Ta 一 TU (4.4.25) 
aa > (c 人 2 (4.4.26) 
则 得 y 的 s 二 1 个 变量 的 表达 式 
有 0 一 91 和 十 323 十 十 Ya+12s4 《4.4.27) 


ee 22 与 GD 实际 上 是 用 xxi( 即 拉 ) 表 达 ws 与 Y 所 得 的 残 差 。 





?全 全 


(4) 重要 变量 个 数 的 确定 ， 上 述 过 程 只 解决 每 次 从 指定 的 变量 中 选 出 一 个 相对 其 它 为 
优 的 变量 ， 它 没有 保证 这 个 相对 最 优 的 量 确实 对 表达 wy 有 显著 的 作用 。 因 此 ， 要 给 出 一 个 
“显著 ”的 标准 。 例 如 可 以 指定 一 个 re 值 , 著 
js| ro (4.4.28) 
则 认为 第 * 个 变量 作用 确实 “显著 ”, 准 其 选 入 , 并 作 下 一 变量 的 选取 试验 ; 否则 不 选 入 , 并 结 
束 筛 选 过 程 , 这 时 有 s 一 工 个 变量 被 选中 。 在 实际 计算 中 , 可 借助 数理 统计 的 方法 , 建立 一 个 
比 (4.4.28) 更 好 的 检验 标准 , 即 构造 一 个 量 6 


万 = 一 8 一 蕊 作 (4.4.29) 
1 袜 作 
并 指定 一 个 临界 值 To， 以 下 式 代替 (4.4.28)， 
Fr> 人 4 4.30) 


一 般 取 Fo 一 4 车 希望 多 选 一 些 变量 ， 则 Ze 值 稍 小 些 , 例如 及 一 2， 肋 =1。 反之 Fo 值 可 稍 
大 些 , 例如 丽 =7， 刀 =10 等 。 
G5) 从 变量 2 转换 为 wm 的 计算 ; 上 述 计算 过 程 所 得 的 Y 的 表达 式 是 关于 汉 的 , 即 





9 一 们 打 十 az 十 … 十 Taz -。 (4: 4 2 
在 使 用 时 ， 此 项 记得 到 关于 2i 的 表达 式 1 
4 一 Da 十 Da0s 十 … 十 Deos (4.4.32) 


这 时 可 逐次 使 用 式 (4.4.26)，(4.4.22) 作 逆 变 换 。 必 须 指出 , 这 个 过 程 等 人 
2 的 方程 组 ， 
站 过 04x D1 十 全 和 二 0 各 二 十 0 六 一 人 


. % 一 二 


W 呈 CH)22 十 Cas ,十 cas 0 一 9 
(4.4.33) 
机 人 风 ) 全 十 … 0 


An 


4.4.3 节选 中 的 一 些 问题 


用 正 交 筛 选 法 选 出 的 * 个 变量 , 在 理论 上 和 实践 上 都 不 能 保证 它们 就 是 最 优 的 。 也 就 
是 说 ， 可 以 用 别 的 方法 找到 另外 的 s 个 变量 (它们 与 这 里 选 出 的 s 个 变量 至 少 有 一 个 不 相 
同 ), 它们 构成 的 y 的 表达 式 的 残 差 平方 和 不 大 于 这 里 选 出 的 * 个 量 相应 的 残 差 平方 和 。 但 
大 量 来 自 实际 的 问题 的 计算 结果 玫 明 , 这 种 差别 往往 不 是 本 质 的 , 特别 当 * 不 太 大 时 , 它们 
往往 就 是 最 优 的 。 因此 , 正 交 第 选 法 还 是 有 效 的 。 
下 交 得 选 法 的 计算 程序 不 难 编 出 ， 这 里 从 略 。 但 是 必须 指出 ， 这 种 计算 办 法 的 存 迪 量 

和 运算 量 都 较 大 ， 从 节省 计算 基 的 角度 考虑 ， 正 交 第 选 过 程 的 全 部 量 都 可 以 用 递 推 公式 来 
完成 。 例 如 


名 ”在 数理 统计 中 ,此 量 服从 瑟 分 布 , 自由 度 为 1 和 ms 一 1。 
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习 次 mr 一 袜 C8m 一 omoDg= 站 汪 D 央 一 ou 忆 伐 gr ) (Zr 5)2 (4.4.34) 
友 一 于 一 


这 样 ,不 难看 出 式 (4.4.33) 可 以 由 84.2 的 趟 (4.2.16) 用 消去 法 得 到 。 因此 ， 若 把 选取 显著 
量 的 思想 用 于 消去 过 程 中 ( 即 按 "多 的 大 小 决定 消去 顺序 , 并 作 显 著 竹 检验 )， 也 可 以 收 到 同 
样 的 效果 "。 本 书 回归 分 析 一 章 中 给 出 的 逐步 回归 法 正 是 这 样 做 的 。 

若 式 (4.4.30) 中 的 临界 值 Fe 很 小 (特别 配 =0), 则 全 部 变量 都 被 选中 。 这 时 s 一 m, 正 
交 短 选 法 与 84:2 指出 的 传统 算法 的 计算 结果 在 理论 上 没有 差别 。 但 由 于 算法 不 同 ， 数 字 
效果 也 可 能 不 同 。 此 外 当 自 变量 之 间 相 关 密 切 , 致使 法 方程 出 现 病态 甚至 退化 时 , 传统 算法 
将 碰 到 困难 , 且 得 到 的 解 5 的 精度 也 不 好 ; 而 正 交 筛 选 法 则 较 自 然 地 回避 了 这 个 难点 ,因为 
引起 麻烦 的 变量 不 会 被 选 进 , 这 时 有 s<m。 

最 后 应 该 指出 , 正 交 筛 选 法 实际 用 于 变量 的 选取 时 , 被 选中 的 变量 个 数 * 的 大 小 是 值得 
注意 的 。 只 人 靠 统计 判断 (4.4.29)，(4.4.30) 有 时 并 不 能 选 到 恰当 的 *。 还 应 根据 实际 问题 的 
特点 予以 调整 。 对 于 史 较 小 的 问题 ，* 不 应 选 得 太 大 。 特 别 是 为 各 种 预报 而 建立 的 表达 式 ， 


更 应 注意 不 要 因为 片面 追求 降低 残 差 平方 和 而 选取 过 大 的 s 否则 被 确定 的 六 不 可 靠 ,往往 


随 着 观测 数据 的 微小 变化 而 产生 很 大 的 波动 。 此 外 , 经 筛选 得 到 的 变量 , 亦 应 联系 实际 问题 
加 以 分 析 。 但 这 种 分 析 要 仔细 ， 切 鼠 表 面 和 马虎 。 例 如 有 些 变量 ,根据 经 验 是 非常 重要 的 ， 
但 短 选 时 没有 被 选中 ， 或 放 在 很 不 重要 的 地 位 ， 这 可 能 是 用 于 计算 的 这 些 变量 的 观测 数据 变 


化 甚 微 , 显 不 出 其 重要 性 。 这 意味 车， 如果 在 今后 的 实际 情况 中 , 这 些 变量 只 允许 作 这 样 油 


小 的 变化 的 话 , 则 y 的 表达 式 中 可 以 不 必 考 虑 它们 , 或 不 必 作 为 重要 的 变量 来 看 待 它们 。 同 
理 , 对 一 些 经 筛选 认为 是 较 次 要 的 量 ， 它们 的 相应 系数 六 可 能 不 明显 地 具有 预想 的 性 质 ( 如 
符号 的 正 、 负 或 数值 的 大 、 小 等 ) 这 一 点 也 是 完全 可 以 预料 的 。 


4.4.4 表达 式 的 半自动 挑选 


-如 4.2.2 节 所 述 ， 变量 变换 的 方法 可 将 线性 柜 型 < 六 推 | 。 土 述 正 交 筛 选 法 也 可 以 推 
六 到 如 下 模型 之 中 : 
7(y) 一 ci(0)g1( 避 ) 十 ca(pa)9ga( 避 ) 十 … 十 cm(bn)gm( 下 ) (4.4.35) 
其 中 A(O) 是 因 变 量 的 通 数 ， 可 视 作 新 的 因 变 量 ; c(290) 是 第 4 个 参数 六 的 函数 ， 可 视 作 新 的 
参数 ; 0( 忆 ) 是 变量 下 = (ci，za，…， 9) 的 函数 , 可 视 作 新 的 变量 参加 正 交 筛 选 。 由 于 变量 
变换 的 形式 是 多 种 多 样 的 ， 有 时 还 可 以 是 一 个 变量 的 各 种 初等 函数 的 组 合 或 几 个 变量 的 相 
当 复 杂 的 组 合 。 因 此 , 对 新 变量 的 自动 筛选 , 可 代替 对 于 原 变量 可 能 列 出 的 形 如 (4.4. 35) 的 
大 量 表达 趟 的 自动 拓 选 这 也 是 正 交 筛 选 法 的 一 种 应 用 。 
以 一 个 自 变量 为 例 : 这 时 表达 式 可 以 从 自 变 量 的 各 种 初等 函数 (如 各 种 寡 次 指数、 对 
数 、 三 角 函 数 等 ) 的 线性 组 合 中 选取 。 也 就 是 说 , 可 以 把 
2， 52，08，04， 1/o 1/z2，VZ， LTNWz， 
nz zinz，Inz/z，ez，062， 《4.4.36) 
sinZ，cogO，28Sin0， 2cog0 …， 等 等 
作为 各 种 新 的 自 变 量 ww， 用 4.4.2 节 中 介绍 的 正 交 筛选 法 选 出 一 个 项 数 不 多 的 表达 式 来 。 
例如 , 记 为 g 一 户 (z)。 如 果 有 必要 , 因 变 量 y 也 可 以 作 一 些 最 简单 的 变换 , 如 
In y，l1/y， 妈 ，e", …; 等 等 (4.4.37) 


HT er 和 rr 人 全 900priererymsoy 帮 Me 7 和 gr oj 罗 本 rmeerrprorrrorr 
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对 这 些 新 因 变量 , 分 别 用 (4.4.36) 所 示 的 新 变量 作 正 交 筛选 建立 表达 式 得 
]ny= 户 (Z) 或 9 一 en 
1/y= 户 (z) 或 9 一 了 户 (z) (4.4.38) 
bz 一 访 (z) 或 9 一 了 jc) 
在 这 样 的 基础 上 , 可 以 根据 一 定 的 标准 从 中 选 出 较 好 的 表达 式 。 
这 种 途径 ,完全 可 以 用 于 本 来 就 有 多 个 自 变量 的 情形 。 在 此 情况 中 , 当然 还 应 当 考虑 这 
些 自 变量 的 某 些 组 合 , 如 
102y VT/ Za， /aaas， 21 ]n zs， .等 等 (4 4 39) 
上 述 自动 建立 考 达 式 的 工作 ， 可 以 编制 成 通用 的 计算 程序 。 作为 通用 程序 ， 式 (4.4.36)、 
(4.4.37) 、(4.4.39) 的 形式 都 可 以 更 多 一 些 。 但 应 注意 变量 变换 合理 ， 如 Z=0， 则 不 应 有 
1/z 的 变换 ; 当 “<<0 时 不 能 用 VZ 等 。 这 些 工作 ， 在 正 交 稠 选 前 ,程序 不 难 先行 处 理 。 例 
如 先 把 z 变 为 1T<z<2， 其 后 再 作 其 它 变换 , 一 般 都 不 会 再 遇 到 困难 。 
显然 , 上 述 的 表达 式 的 半自动 选取 方法 , 更 适用 于 对 表达 式 形式 没有 什么 限制 , 而 且 精 
度 要 求 不 高 的 一 类 问题 。 经 验 表明 , 这 个 方法 用 于 自动 控制 或 一 些 预 报 问题 所 需 的 表达 式 ， 
以 及 数据 曲线、 图表 公 式 化 等 问题 时 是 有 效 的 。 
这 里 附带 指出 , 在 建立 表达 式 时 , 如 果实 际 情况 允许 ,可 以 使 用 插值 那 章 介绍 的 样 条 函 
AR 
介绍 。 


8$+45 随机 尝试 法 


这 里 将 研究 最 一 般 的 情形 。 首 先 表达 式 四 
4 一 (瑟瑟 ) (4.5.1) 
胎 可 以 是 线性 的 ,也 可 以 是 非 线性 的 ,其 次 待定 参 数 可 以 是 在 最 小 二 乘 意义 或 其 它 意义 下 角 
出 。 
先 引进 一 个 求 极 值 的 模型 。 设 
了 一 万 ( 王 , 歼 ) 《4.5.2) 
其 中 吾 是 已 知 量 , 它 可 以 是 一 个 向 量 或 矩阵 ; 
了 = (?:， 03， 0 2m) 是 和 个 待定 参数 ; 
下 是 互 、 召 的 任意 非 负 函 数 。 
问题 是 求解 使 T 为 极 小 的 至 值 。 在 某 些 时 候 , 还 令 召 满足 一 定 的 限制 条 件 。 
由 于 环 的 任意 性 ， 这 个 模型 实际 上 包括 不 少 的 数学 问题 ， 特 别 包括 本 章 讨 论 过 的 曲线 
拟 合 中 的 参数 确定 问题 。 例 如 当 表达 式 为 
%=-FCEB) (4.5.3) 
如 果 要 在 最 小 二 乘 意义 下 求解 恕 ， 则 令 
TI- 匀 [m-7CKe 奋 ] (4.5. 人 


此 外 也 可 以 在 非 最 小 二 乘 意 义 下 确定 吾 , 例如 求 吾 使 得 
I 一 Imax |% 一 帮 (o 至 )| (4.5.5) 


( 侈 
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或 ， 
= 衬 |% 一 ACE 可 )| 《4.5.6) 
达到 最 小 。 

由 于 允 的 任意 性 ,要 给 出 一 般 性 的 有 效 算法 是 困难 的 。 尝 试 法 (或 称 搜索 法 ) 是 在 其 它 
方法 不 能 使 用 时 的 一 种 算法 。 通常 的 尝试 法 是 指 等 距离 的 网 格 尝试 法 ， 即 在 需要 尝试 的 区 
间 内 播 入 若干 个 等 分 点 作为 尝试 值 ， 并 逐一 计算 这 些 分 点 上 的 工 值 ， 当 全 部 计算 完毕 之 后 ， 
就 可 选 出 使 工 值 达到 最 小 的 那个 尝试 值 作为 解 。 优选 法 也 是 一 种 尝试 法 , 它 是 对 等 距离 的 
网 格 尝试 法 的 一 种 改进 , 在 待定 参数 个 数 较 少 的 情况 下 是 比较 有 效 的 。 这 里 介绍 一 般 的 随 
机 尝试 法 及 其 改进 , 先 从 一 般 的 随机 尝试 法 开始 。 


4.5.1 一 般 的 随机 尝试 法 
对 待定 参数 六 给 出 一 个 求解 区 间 ( 即 尝试 区 间或 搜索 区 间 ): 


Hi 一 4<2<mL4 (=1 2 mm) (4.5.7) 
每 次 分 别 独立 地 产生 mm 个 上 述 区 间 上 的 均匀 分 布 随机 数 56 9,， 并 令 
吾 =- (0 02， 2 bm) 一 (5 《os， ”… en) (4.5.8) 
作为 一 组 尝试 值 ,代入 下 式 计算 开 了 
工 = 卫 (下 罗 ) 人 59) 
反复 产生 如, 反复 尝试 (计算 刀 , 就 可 以 得 到 如 下 序列 ， 
轨 由 再 2，…， 玉 忆 … (4.5.10) 
这 里 的 如 是 吾 的 第 一 组 尝试 值 ， 至 @) 是 满足 下 式 中 最 先 出 现 的 一 组 尝试 值 器 : 
万 (下 ， 盏 ) < 五 (四 ,五 四) (4.5.11) 
或 了 工 一 Tb 
(不 满足 上 式 的 召 就 被 舍弃 , 不 再 编号 , 下 同 ) 。 吾 @) 是 满足 下 式 中 最 先 出 现 的 一 组 吾 值 : 
万 (发 ， 甩 ) < 万 (下 ， 万 0) (4.5.12) 
其 余 类 推 , 可 知 与 式 (4.5.10) 的 Be 相应 的 Te) 满足 下 式 ; 
了 0D> 了 Ta 二 >TD > (4 了 13) 


可 以 证 明 ， 只 要 & 是 独立 的 均匀 分 布 随机 数 ， 总 朋 得 到 使。 工 为 极 小 的 瑟 值 


4.5.2 改进 的 随机 兴 试 法 
这 里 给 出 随机 尝试 法 的 一 各 或 浊 正 动 疏解 区 则 的 了 机 党 法 。 显 尝试 区 


名 所 谓 (a, 0) 区 间 上 的 独立 均匀 分 布 的 随机 数 , 通俗 地 说 是 指 这 样 的 数 ， 它 可 以 在 (oa, 切 区 间 上 的 任 -点 取 值 ,而 
且 前 一 次 取 值 与 后 一 次 取 值 无 关 ( 独 立 性 ), 但 从 大 量 的 取 值 来 看 ， 它 们 并 不 偏 傈 于 (a, 芒 区 间 上 的 某 一 局 部 位 置 ， 而 是 
均匀 地 分 布 的 。 全 检 水 < 电 于 计算 们 上 用 扒 的 广 计 于 但 地 证 和 。 有 些 计 算 机 把 产生 随机 数 作为 标准 子 程 
序 与 其 它 初等 函数 的 标准 子 程序 一 起 给 出 。 

下 面 介 绍 一 种 产生 方法 : 例如 要 产生 (0， 2a0) 区 间 上 的 独立 均匀 随机 数 ， 可 用 " 科 同 余 法" 进 推 得 到 

n+1 一 mn。 Amod3x0) 

这 里 2 为 机 器 的 放 数 位 数 。mod2x 即 取 略 ' 和 -的 乘积 的 后 2 位 。w 可 取 任 一 奇数 , 例如 mW 一 1; 3， 5,…，, 等 。 和 是 不 起 
过 32x% 的 常数 ,一 般 可 取 入 一 52%+1(% 是 正 整数 ， 它 使 人 尽 可 能 全 近 22) 。 在 机 器 上 ， 召 果 把 最 后 一 位 二 进 制 数 看 作 是 1 
则 % 与 和 的 乘法 可 用 “不 规 含 ”的 双 倍 位 乘法 指令 实现 , 取 模 即 取 此 乘积 的 后 W 位 。. 在 使 用 时 , 仍 依 习惯 , 即 把 最 后 一 
位 二 进 制 数 看 作为 3， 则 (0，220 区 间 上 的 随机 数 即 为 (0，1)y 区 间 上 的 随机 数 。 有 了 (0 攻 区 间 的 随机 数 9 就 不 难得 
到 (a, 0) 区 间 上 的 均匀 随机 数 关 和 一 0 十 7 人 一 0) 。 


二 扩 抽 省 训 和 





179 


亲 的 大 小 , 直接 影响 求解 效率 , 如 果 在 尝试 过 程 中 , 充分 利用 前 面 计算 所 带 来 的 信息 ,不 断 缩 
小 求解 区 间 , 将 有 可 能 大 大 节省 计算 时 间 。 下 面 介 绍 的 正 是 这 样 的 一 种 方法 , 具体 步骤 是 : 
(人 指定 一 个 正 整数 了 (例如 全 =5, 仿照 4.5. 工 节 求 得 了 组 如 值 : 


有 万 2 …,， 万 (4.5.14) 
如 4.5.1 节 所 述 , 与 这 些 如 o 相应 的 Te 值 满足 
T 思 > 了 工 2)>。。>> 工 C) (4:5. 15) 


(人 指定 -个 正 数 "( 例 如 c= 一 2. 劝 及 一 组 权 友 (例如 琴 汪 一 TVTGOGE 一 二 2 7)， 
这 组 权 应 满足 下 述 关 系 : 


Fo< 太 e@<…<Fm (4.5.16) 
在 此 基础 上 计算 新 的 求解 区 间 的 中 点 ju 及 半 长 4 
衬 Je 包 大 (4.5.17) 


4 一 WU 人 由 (2 的 一 Hi) 2 作风 


-加 Yo6D9 有 7- 同 Gao 网 (5 


“一般 而 言 ,新 的 区 间 将 有 可 能 具有 我 们 所 期 待 的 性 质 : 即 几 比 原来 的 更 接近 5 的 真 解 ， 
秋 比 原来 的 大 为 缩小 。 
(38) 以 新 的 w、 汪 代替 原 来 的 内 、 如 并 重复 上 述 计 算 步骤 (1 、(2), 直至 下 述 条 件 得 到 
满足 ; 
Jax (4V (Am 十 0.001)) <sa (4.5.19) 
或 


其 中 st、ss 均 为 给 出 的 允许 误差 。 


To 一 es， (4.5.20) 


.5.3 在 实际 计算 中 应 注 意 的 事项 


自动 收缩 求解 区 间 的 随机 尝试 法 是 一 种 经 验 性 和 技巧 性 的 方法 ， 因 此 下 面 有 必要 对 实 
际 计算 中 应 注意 的 事项 稍 加 说 明 ， 

(GD 实 的 大 小 值得 注意 。 过 大 起 不 到 收缩 区 间 的 作用 ， 过 小 又 容易 把 求解 “引入 死 胡 
同 ”( 即 正在 尝试 的 求解 区 间 已 不 包含 真 解 了 )。 第 一 轮 收缩 时 ,了 例如 可 取 和 4 5、6 等 值 。 其 
后 各 轮 收缩 时 ,下 信 不 变 。 但 为 了 提高 效率 只 要 有 了 两 组 新 召 值 ,就 可 收缩 ,不 足 的 下 一 2 组 
召 值 , 可 用 上 一 轮 最 后 出 现 的 补 齐 。 

(2) 至 史 不 真正 取 瑟 的 第 一 组 尝试 值 , 改 为 到 前 下 次 尝试 中 的 最 优 值 (例如 尼 一 30m)。 

(3) 上 述 算法 有 可 能 导致 新 的 尝试 区 间 越 出 最 早 给 出 的 区 间 ( 当 。 较 大 时 , 更 易 出 现 )， 
最 终 解 也 因而 可 能 在 最 早 给 出 的 区 间 之 外 求 得 。 这 是 本 算法 的 一 个 优点 。 但 是 对 于 解 的 范 
围 有 一 定 限制 的 问题 , 应 稍 加 处 理 。 

( 约 如 果 在 某 组 至 @ 之 后 ， 虽 经 很 多 次 尝试 , 仍 不 能 获得 召 etz 则 可 改 令 尼 一 吾 @, 当 
前 的 4 的 JV5 作为 新 的 4, 强行 收缩 。 
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人 G6) 尝试 区 间 要 合理 ， 以 免 造成 计算 工时 的 困难 (如 溢出 )。 此 外 , 在 曲线 拟 合 问题 中 ， 
7 值 将 随 着 观测 顺序 号 志 的 增加 而 增加 (不 减 )， 因 此 ,在 每 次 尝试 中 , 不 必 等 待 个 观测 点 
算 完 便 可 判别 这 次 的 工 值 是 否 大 于 当前 最 小 的 工 值 。 也 就 是 说 , 算 一 个 点 ,判别 一 次 。 这 样 
可 以 大 大 节省 计算 时 间 。 经 验 表 明 , 当 尝 试 次 数 较 多 时 , 不 论 ” 值 有 多 大 , 每 次 尝试 所 需 计 
算 的 观测 点 数 ， 平 均 而 言 不 超过 2。 

(6) 对 于 给 出 的 尝试 区 间 (kw 一 4 Ap 十 作 一 般 总 认为 解 落 在 该 区 间 的 中 间 部 分 的 可 能 
性 大 。 独立 均匀 分 布 的 随机 数 不 能 反映 这 一 点 。 为 此 , 可 以 交替 使 用 独立 的 均匀 分 布 随机 数 
和 独立 的 三 角 分 布 随机 数 6。 

这 里 提供 的 方法 ， 既 考虑 到 提高 计算 效率 , 也 考虑 到 不 要 把 解 “引入 死胡同 "。 当 然 ,不 
论 在 理论 上 还 是 实践 上 都 不 能 保证 这 种 算法 一 定 成 功 。 特 别 是 对 于 有 多 解 而 且 各 种 解 靠 得 
很 近 ,或 玉 ( 闷 , 至) 对 于 罗 而 言 变化 激烈 的 问题 , 随机 尝试 法 是 难以 收 到 良好 效果 的 。 

随机 尝试 法 的 算法 简单 , 通用 性 强 , 对 于 曲线 拟 合 中 各 种 意义 下 确定 如 都 同样 方便 ,而 
且 对 妈 附 加 若干 限制 也 易于 处 理 。 但 一 般 而 言 ， 它 耗费 机 器 时 间 较 多 ， 仅 作为 应 急 或 其 它 
数值 方法 无 效 时 之 替代 手段 。 计 算 经 验 表 明 , 对 于 重复 计算 次 数 较 小 的 问题 , 如 果 对 其 它 算 
法 的 把 握 不 大 , 或 没有 其 它 现成 的 算法 程序 , 则 采用 随机 尝试 法 , 有 可 能 在 一 次 上 机 计算 中 
花费 不 多 的 时 间 取得 结果 ， 从 而 大 大 节省 人 的 劳动 和 缩短 解 题 周 期 。 对 于 精度 要 求 较 高 的 
问题 ,本 法 常常 可 以 提供 一 个 较 好 的 初 值 。 

下 面 是 两 个 数字 例子 : 

例 1 曲线 拟 合 问题 ， 

给 出 10 个 观测 点 (ce yo) 体 一 1 2 …，10), 并 指定 表达 式 的 形式 为 g 一 如 十 bsw, 要 求 
思 、 如 使 max | 和 一 (i 十 jazg | 达到 极 小 


此 是 的 真 解 已 知 为 1 一 二 03 一 2， 在 利用 随机 尝试 法 (有 收缩 区 间 ) 求 解 时 ， 故意 令 真 解 
落 在 给 出 的 求解 区 间 的 边缘 上 , 其 中 六 的 求解 区 间 为 (1 3),， 即 库 一 2 村 一 2 的 区 间 为 
(0, 2， 即 Ma 一 1 4 一 1。 人 2000 次 尝试 (3 秒 钟 ) 获 得 的 结果 与 真 解 
的 前 5 位 相同 。 
例 2 解 非 线性 代数 方程 组 : 
下 列 三 个 未 知 数 的 非 线性 代数 方程 组 来 源 于 高 温 燃 气 热力 计算 
六 (Cl，za， 0a) 一 az (21 十 va) 十 22s 十 2P5 十 Pe 二 PP 十 已 一 0 
Ja(ca，2a， aa) 一 (一 as) 和 十 Za 十 (2 一 as)zs 十 2P 十 Pe 二 Po 二 Po=0 
ja(ci，za，2zs) 一 十 Za 十 2 十 卫 4 十 疡 十 Po 十 PT 十 Ps 十 PP 十 Po 一 aio 一 0 
其 中 = 一 1 2 …，10) 为 已 知 常数 ; 
PE 4 一 和 5 10) 都 是 辐 、2za、2 的 函数 ， 具 体形 式 是 ; 


了 :一 地 (ca/ 01) 了 5 一 04Oa// Ca28 


4 


日 例如 (~ 了 苇 区 间 上 独立 的 三 角 分 布 随机 数 , 是 指 这 样 的 随机 数 : 它 可 以 在 (一 1, 切 区 间 上 任意 一 点 取 值 ,而 
且 前 一 次 取 值 与 后 一 次 取 值 无 关 (独立 性 ), 但 从 大 量 的 取 值 看 ， 它 偏 倚 该 区 间 的 中 部 ， 即 取 值 最 多 的 是 0 附近 , 离 0 越 
远 , 取 值 可 能 越 小 , 其 频率 呈 一 个 等 故 三 角形 状态 。 

这 样 的 随机 数 可 用 二 个 独立 均匀 的 随机 数 闪 入 [都 是 (0 了 区 间 上 的 ] 相 减 得 . , Y 1 一 由 一 售 。 从 (一 本 1 上 的 


三 角 分 布 化 为 (o, 芒 上 的 三 角 分 布 , 可 用 变换 6=a+ 包 (+DD 。 


而 AN cnsseaggeiggaaaseayweey engtrae re er， roawr 梳 ，rraei se Viwpgei 有 op 8 交 - 全 -4 和 rlgigg Argw ago cqpigpi 本 rr 了 op 
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PR- SEE aa V ww Pa 2 9 生 19 





+m/G+UVaVaV 
LA 全、 
了 Pio 一 0 /asza/ 好 


在 利用 随机 党 试 法 (有 收缩 区 间 ) 求 解 时 ， 令 了 -月 十 及 十 用 尝试 区 间 都 是 (0,， 0.6), 即 生 一 
0.3,， 4 一 0.3 “G- 卫 2 3)。 在 109- 乙 机 上 经 14300 次 尝试 (30 秒 ) 得 解 
2 一 0. 1416475 Za 一 0.5114150 人 37700 踢 


与 真 解 的 前 和 位 相 同 。 类 似 的 方程 解 过 30 个 ,效果 近似 (尝试 次 数 都 在 2 人 


T、 
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第 五 章 回归 分 析 


$51 回归 问题 
回归 分 析 计算 的 中 心 问题 ,就 是 根据 由 变量 组 


(co 3， 0 2 


得 到 的 广 组 观测 数据 
(Zn nr2，“…， htm on) (5.1.) 
网 一 二 ，2，。…， 信 > 作 
对 线性 回归 方程 
g 一 Rim 十 Bezs 十 … 十 Boazo 二 so 十 阅 Rers 人 人) 


进行 最 佳 拟 合 , 研究 因 变 量 y 和 自 变量 ci，za, …，zw 之 间 的 关系 , 预报 或 控制 因 变 量 y 的 
取 值 。 
在 实际 问题 中 , 假定 W 组 观测 数据 (5.1.1) 满 足 线性 回归 方程 (5.1.2), 即 
包 一 十 阅 Rais 二 es G.1.3) 
儿 一 工 ， 2，…， 闵 
并 把 因 变量 wy 叫做 预报 量 ，ci; za，…，2zm 叫做 预报 因子 。 

在 回归 方程 (5.1.2)、(5.1.3) 中 , 回归 系数 Bo，B;，…，pB。， 是 未 知 的 待定 参量 ，s 是 随 
机 变量 ， 表 示 因 变量 y 去 掉 一 般 变量 zi， ca，…， zw 的 影响 后 , 由 许多 复杂 或 然 因素 存在 形 
成 的 随机 误差 。 一 般 假定 各 次 观测 过 程 中 出 现 的 随机 误差 ss(n=1, 2, …, N) 相 互 独立 ， 
服从 数学 期 望 为 零 . 方 关 为 c 的 正 态 分 布 。 为 简单 计 ， 今 后 把 数学 期 望 为 人 方差 为 oa 的 
正 态 分 布 , 简 记 为 W(w，c9] 。 例 如 , 将 数学 期 望 为 零 , 方 益 为 oa 的 正 态 随机 误差 s， 简 记 为 
2E~ 人 (0 ao2)。 

现在 , 我 们 用 一 个 简单 例子 , 说 明 上 面 提 到 的 一 些 概念 。 

在 用 转炉 炼 钢 过 程 中 , 每 炉 钢 的 钢水 重量 要 求 给 于 预报 和 控制 , 取 为 回归 方程 中 的 预报 
量 yg。 炼 钢 过 程 中 ， 影 响 钢水 重量 的 一 些 可 控 因 素 , 如 竞 入 转炉 里 的 铁水 重量 , 废钢 、 矿 石 、 
石灰 石 等 副 原 料 的 加 入 量 , 供 氧 的 情况 等 , 取 作 自 变 量 。 要 求 我 们 研究 它们 之 间 的 关系 , 建 
立 进 行 预报 和 控制 的 回归 模型 (5.1.2)。 炼 钢 过 程 中 的 观测 误差 和 其 它 一 些 或 然 误差, 作为 
回归 方程 中 的 误差 项 s。 在 每 个 炉 役 中 , 除 一 些 可 控 因 素 外 ， 每 炉 钢 都 是 在 大 致 类 似 的 条 件 
下 治 炼 的 。 炼 钢 过 程 中 得 到 的 观测 数据 , 有 着 大 致 相同 的 精度 。 根 据 上 述 诸 点 , 可 合理 地 假 
定 误差 项 ev 相互 独立 地 服从 六 (0，c3) 分 布 。 

在 回归 分 析 计算 中 , 要 解决 的 主要 问题 有 : 

(D 根据 给 出 的 六 组 观测 数据 (5.1. 芒 ， 给 出 回归 系数 Bo， 8, …，Rw 的 最 小 二 乘 估 
计 值 ?0，b，…, pw( 参 见 85.2), 定量 表示 y 和 办，za, …，zwm 之 间 的 关系 。 对 和 佑 计 值 玉 进 


98 人 ie 入 光 ， ax。 resei 浊 rr 可 ev9rt 责 本 一人 下 Ng 了 er tt 人 0 下 pspe oo in、 
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行 统计 检验 , 给 出 这 一 估计 的 可 靠 性 。 

他 根据 自 变量 (ca，za, …，zm) 的 一 组 观测 值 ,预报 因 变 量 Y 的 取 值 ， 并 且 给 出 预报 的 
精度 , 即 给 出 。 未 知 方差 o 的 估计 值 。 

回归 分 析 是 一 类 应 用 范围 很 广 的 统计 分 析 方法 。 它 在 一 般 数据 处 理 、 产 品质 量 控制 、 建 
立 自动 控制 数学 模型 .曲线 拟 合 , 以 及 气象 水文. 地 震 等 预报 中 ,都 有 着 重要 的 应 用 ca 


52 法 方程 
-给 出 线性 回归 方程 (5.1.2) 中 回归 系数 Ap。 Ai:， 2 pn 的 估计 值 bo， 2 失 0 记 


凡 一 1 十 Ba 十 amoa 十 … 十 nan 一 2 十 阅 2au 2. 
叫做 加 的 预报 值 或 估计 值 , 它们 之 差 
一 加 一 钓 =% 一 (+ 六 bo) (6.2.9 
叫做 预报 残 差 。 
最 小 二 乘 估计 的 原则 是 , 定 出 估计 值 be， 思 ，…， bo， 使 残 差 平方 和 
@= 立 汪 =- 卫 [ 一 (po+ 习 tom] (5.2.3) 
最 小 。 今 后 , 在 不 致 发 生 混淆 时 , 记 


语 DO 一 之 DA 


对 给 定 的 六 组 观测 数据 (zz， ns “”…， nohj no)， 残 差 平 方 和 @ 是 待定 参量 po， Di， 2 玫 
bm 的 二 次 函数 , 非 负 , 最 小 值 存在 。 根 据 数学 分 析 中 的 极 值 原理 ， 选 取 jo，5，…，b 使 4 
最 小 的 条 件 是 : 


2Q_ 
O 0 


对 守 0, 1, …。 mm 成立 , 即 Q 对 六 的 偏 导 数 全 部 为 0。 


3，， 
由 画 。 0， 得 到 


之 [入 E bo Daod] 一 0 


即 之 % 一 0 
j 一 庆 瑟 %- 瑟 2 人 ( 方 忆 co) 了 卫 0 (6.2 
这 里 
3 一 方 之 2 


二 - 方 习 mu (一 二 2， 1) 


分 别称 为 预报 量 y 和 预报 因子 必 的 均值 。 把 (5.2.4) 代 入 (5.2.3)， 整 理 后 ， 得 到 残 差 平方 
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Q= 忆 [(% 一 纺 一 Bca 一 2 了 (5.2.5) 
根据 形 =0, 在 - 二 2 …, 定时 ,有 
之 [(% 一 幼 = 仿 Di(oo 一 仿 )] (ou 一 2 = 人 0 


即 
elos- 二 -0 (5.2.6) 
由 此 可 得 
子 0 之 (zu 一 0) (2 一 他 ) SS 之 (Zn 一 1) (mn 一 女 
记 又 乘 和 
区 一 之 《om 一 Zi) 《Zn 0) 
各 之 (Zu 一 2 (一 幼 


得 法 方程 * 
fa01 十 1203 十 … 十 inpmn 一 芒 y 
1a121 千 Taops 十 十 fanpn Sa ?sy 


et 


(5.2.9 


1oai01 十 osDs 十 让 有 十 omDn 一 ory 
因为 i 一 zj 法 方程 (5.2.7 的 系数 矩阵 


人 


(o) = 的 (5.2.9 


oa 7os 0 om 


是 对 称 的 。 如 果 (1) 可 逆 , (5.2.7) 有 唯一 解 
0 ay zy 


= 人 -十 > | (5.2.9) 


2 Jov go 
这 里 记 
(的 一 (于 
根据 (5.2.5)、(5.2.6), 残 差 平方 和 
Q= 忆 [一 切 公 Z5(cne 一 专 ]? 
一 之 (一 切 [(o% 一 乡 一 忌 fcw 一 2] 
2 思 [Cn 一切 到 字 (zu 一 全) 站 (za 一 2 
一 之 (pp 一切 一 邓 2%(ce 一 切 ( 久 一 幼 
一 之 >e， 《2m 一 0) 
亚 疡 一 本 (5.2.10) 


了 or 
Roseaetpee my fateatr ro sr rapspmw ie era oo ee 
Ce 
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其 中 
及 一 习 ( 一 细 * 
当 闪光 mm 时 ,利用 (5.2.10), 可 以 更 快 地 算出 Q 的 数值 。 
$ 5.3 法 方程 解 的 统计 性 质 

这 一 节 讨论 85.2 中 给 出 的 各 个 估计 量 多， 2。，Q@ 的 统计 性 质 ,给 出 它们 的 数学 期 望 . 方 
差 和 协 方差 , 从 而 给 出 它们 的 估计 精度 和 进行 统计 检验 的 方法 。 这 里 得 到 的 结果 , 构成 了 回 
归 分 析 的 理论 基础 。 它 不 仅 加 深 我 们 对 回归 分 析 的 理解 ， 而 且 给 出 了 后 面 将 要 介绍 的 逐步 
回归 算法 的 理论 依据 定 2“。 对 只 想 尽 快 掌握 逐步 回归 算法 或 只 用 回归 模型 解决 诸如 曲线 
拟 合 一 类 问题 的 读者 , 可 越过 这 一 节 ; 需要 时 , 再 返回 来 研究 。 

根据 85.1 中 的 假定 , 线性 回归 模型 

久 一 Bo 十 Z Biors 十 en 


中 的 自 变量 2 是 一 般 变量 ， En 是 随机 变量 ， 相互 独立 ， 服从 入 (0， 03) 分 布 。 所 以 ， 因 变 量 
名 是 正 态 随 机 变量 ， 它 的 数学 期 望 ,方差 和 协 方差 分 别 为 ; 
五 (yn) 一 + 之 Bivn 
忆 (g) 一 五 [加 一 五 (gj 一 (5.3.1) 
COV (os 2 一 五 [(oo 一 五 (oo) ) (gr 一 五 (四 一 吾 (eu*8m) 一 0 (和 a 天 9a) 
在 法 方程 (5.2.7) 中 , 系数 
了 一 (zua 一 2 (co 一 殷 ) 
是 常量 , 自由 项 
一 忆 (u 一 2) (人 一切 
是 正 态 随 机 变量 mi 的 线性 组 合 ,所 以 , 也 是 正 态 的 。 因 此 , 由 (5.2.9) 得 到 的 正规 方程 的 解 
5 一 这 Po (4 一 2， ”9 2 


是 正 态 随机 变量 , 且 有 
CD-A | (5.3.2) 
coV(D，D) 一 24a3 
[证 明 ]， 因 为 
5 一 广 马 辐 一 Bi 二 忆 pT3 
其 中 5- 方 习 se 


所 以 芒 一 习 (c 一 2) (一 人 一 之 (ou 一 人 1) [之 (zw 一 28) 十 (sn 一 ] 
后 隔 Be 十 习 (cu 一 轨 ) (en 一 引 
4 一 字 8o 一 之 习 xp 十 记 忆 习 (co 一 二 ) (es 一 5) 
玉 ape 十字 下 六 (cu 一 坟 ) (sn 一 引 ) 
一 B 二 之 展 这 (cu 一 地 (sn 一 引 
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ito 当 4 关 大 时 
四 F(e,- 习 -0 
如 [ (en 一 2) (eu 一 引 ] =-( 5 元 )o 
本 BCO-R 


coV(D， 5) 一 五 [(2 一 0 2 一 有 )] 
一 玉 [ 之 六 之 (oo 一 Za) (su 一 5)。 马 产 袜 (co 一 2) (su 一 6] 


让 2 区 之 (mn 二 Zoo ) (2oama 人 za) 台 [ (sm 5 8) (em 5 引 )] 
二 和 《2 Sa 2 ) (Cn 本 2 ) ( 0 到 孝 )o 


一 >) 1 2 一 7io2 证 毕 


根据 (5.2.4) 

1o 一 9 一 习 5wt 一 po+ 玉 (8 一 sr 
有 残 郑 四 
”一 加 一 狼 一 Bo 十 六 pan 十 so 一 bo 一 之 jn 

一 (一 引 一 了 (一 8 (ou- 到 
故 得 


五 (en) 一 0 
天 (e) 一 下 (ev 一 5 十 人 on 一 区 ) (oo 一 0) 瑟 [一 8D 一 BD)] 
-oa 本 ] 


一 (人 - 坟 )o+ 瑟 (os 一 动 (oo 一 为 
和 了 


鞍 


8 1 
一 2 六 (ou 一 巧 习 于 (cu 一 二 ( 坊 ) 
王 [2 汉 疡 (oa 一 0) (ouy 一 全) 了 | 03 


BF(g) - 习 刀 (的 一 [LV 一 1 一 习 玉 (ou- 动 oo 天 ja 
(CTV 一 1 一 瑟 B 风 2 一 (一 加 一 切 扩 
最 后 得 到 4、e 方差 的 无 偏 估计 





一 Q@ ， 
大 二 了 (5.3.3) 


根据 (5.3.4~5.3.3), 我 们 得 到 下 面 三 个 重要 的 结果 : 
(GD 预报 量 y 的 估计 精度 . 
对 自 变 量 (po。 za，…， om) 的 一 组 给 定 值 ， 根 据 (5.3. 蕊 ，% 服从 人 (Bo 十 习 Be。 o) 分 
布 。 由 (5.8.2)、(5.3.3) 可 知 , 预报 值 y 围绕 着 
多 一 0 十 之 Di 


aegVSags Ar ， ap。 -ypogqaA， ra =A9Rigy Pei ne 字 ProlrorT 
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对 称 分 布 取 值 , 愈 靠近 办， 取 值 的 可 能 性 愈 大 。 
记 Y% 的 取 值 范围 为 
( 央 一 Xxaa， 儿 十 Xoo) 
它 和 和 Xe 有 如 下 的 渐 近 统计 关系 : 


Ma 4 的 取 值 概率 
0.5 0.383 





0.6745 : 0.500 
1.0 0.683 


2.0 0.955 





3.0 0.997 








因 二 一 外- 全 ,所 以 y 的 估计 精度 与 残 差 平方 和 @Q 以 及 回归 方程 中 预报 因子 的 个 


数 私 的 平方 根 成 反比 。 在 用 回归 模型 进行 预报 或 控制 时 , 应 选用 尽 可 能 少 的 预报 因子 ， 达到 
尽 可 能 高 的 拟 合 度 , 即 要 求 m、Q 都 尽 可 能 小 。 

我 们 知道 , 在 回归 方程 中 , 增加 一 个 预报 因子 ， 残 差 平方 和 Q@ 将 减少 , 而 减少 一 个 预报 
因子 ，Q 将 增加 。 因 此 , 同时 要 求 Q 和 和 都 很 小 , 这 是 矛盾 的 。 为 了 在 这 两 个 相互 矛盾 的 要 
求 下 , 得 到 最 优 的 回归 方程 , 对 给 出 的 预报 因子 应 择优 使 用 , 有 所 舍 选 。 为 此 , 给 出 预报 因子 
舍 选 的 统计 检验 方法 。 

(2) 回归 系数 B 的 统计 检验 

由 (5.3.2) 可 知 ， 法 方程 的 解 是 回归 系数 ,的 无 偏 估计 , 服从 N(p， Ha) 分 布 。 因 
为 oov (2 en) 一 0,， 故 根据 (5.3.3), 统计 量 ， 

一 也 一 一 有 
瑚 .Q 


服从 自由 度 (1 六 一 叹 一 已 的 五 -分 布 。 特 别 , 当 


Ti 全 一 及 (5.3.4) 


时 , 回归 系数 p, 接近 于 0， 这 时 , 可 把 预报 因子 mw 从 回归 方程 (5.1.2) 中 舍 去 。 这 里 ,， 刀 。 是 
在 显著 水 平 a 给 定时 , 由 五 -分 布 表 中 查 得 的 一 个 常数 。 可 以 证 明 
TD 一 中 /了 (5.3.5) 
是 预报 因子 mw 在 降低 残 差 平方 和 @ 中 的 贡献 , 即 由 回归 方程 中 其 除 预报 因子 w 后 ， 残 差 平 
方 和 Q@ 的 增加 量 。 今 后 , 简称 D? 为 预报 因子 wm 的 贡献 。 统计 检验 (5.3. 约 告诉 我 们 ,把 贡 
献 不 显著 的 预报 因子 从 回归 模型 中 剔除 出 去 ,是 合理 的 。 
(3) 回归 问题 的 残 差 分 析 和 回归 方程 的 玉 - 检 验 


对 于 得 到 的 回归 方程 
多 一 j 十 之 Dr 
象 分 析 一 样 , 也 需要 给 出 判别 好 坏 ,能 否 接受 的 统计 检验 方法 。 为 此 ， 需要 对 残 差 了 方 和 
作 进 一 步 的 分 析 。 


根据 (5.2.10), 残 差 平方 和 
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Q = 如 一 之 Do 一 一 (5.3.6) 


其 中 
| 玉 一 之 (yn 一 2 
叫做 总 平方 和 , 由 给 出 的 六 组 观测 数据 (5.1.1) 完 全 确定 。 
殉 一 之 Do 一 之 p D75 一 疡 j0 之 (ou 一 和 5) (zw 一 力 ) 


= 之 [2 和 (or 一 0] 一 习 ( 风 一 纺 。 


称 为 回归 平方 和 , 是 引进 预报 因子 ( 避 ，za，…，2m) 后 , 总 平方 和 总 的 降低 量 ， 反 映 了 预报 天 
子 的 共同 作用 。 

很 显然 , 在 回归 分 析 中 , 要 使 @ 尽 可 能 的 小 , 就 必须 要 求 7? 尽 可 能 的 接近 8。 因此 ，Q、 
2z、[ 之 间 的 相对 大 小 , 可 用 来 说 明 回 妇 方 程 的 好 坏 。 


取 无 量 纲 统计 量 
志和 人 | 人 
ww- 冰 人 


作为 回归 方程 好 坏 的 第 一 个 标准 。 因 为 
之 (%p 一 2 (网 一 幼 


0 细 7 (0 一切 


表示 自 变量 (zx，ra，…，xzm) 和 因 变 量 y 的 相关 ,所 以 称 妞 为 复 相关 系数 。 显然 ， 0 入 刁 <1 
愈 接近 于 了 回归 方程 的 拟 合 度 愈 好 。 

取 和 

7-- 人 有 地 外 邓 一 9) (5.8.8) 
为 回归 方程 好 坏 的 第 二 个 标准 。 根 据 (5.3.3)、(5.3.6), 统计 量 下 服从 自由 度 (m, 太一 和 一 必 
的 玉 -分 布 。 和 统计 检验 (5.3. 鸡 相 比 , (5.3.8) 给 出 了 一 组 预报 因子 能 否 接受 的 统计 检验 
方法 。 
854 预报 因子 含 选 和 逐步 回归 计算 

在 回归 分 析 的 实际 应 用 中 ， 总 是 先 选 取 和 预报 量 Y 多 少 有 一 定 关系 的 一 组 变量 作为 可 
能 的 预报 因子 。 比 如 用 回归 模型 进行 气象 预报 时 ， 就 选 有 各 种 不 同 的 气象 要 素 ,， 如 温度 、 湿 
度 、 气压、 风向 、 风 速 等 等 和 不 同 台 站 对 这 些 气 象 要 素 的 观测 数据 以 及 它们 之 间 的 若干 组 合 ， 
作为 可 能 预报 因子 。 这 种 可 能 预报 因子 的 数目 常 达 数 十 个 到 近 百 个 。 理 论 分 析 和 实际 经 验 
告诉 我 们 ， 把 给 出 的 全 部 预报 因子 不 经 过 统计 检验 的 含 选 ， 全 部 放 入 回归 方程 ， 往 往 导 至 
法 方程 全 .2. 人 的 系数 矩阵 () 虹 化 , 无 法 求解 , 或 解 得 的 回归 方程 精度 不 高 ,实际 中 无 法 应 
用 。 因 此 , 对 给 出 的 可 能 预报 因子 , 必须 根据 它们 在 回归 方程 中 的 贡献 大 小 , 选 入 回归 方程 。 
为 此 , 需要 进一步 分 析 各 个 预报 因子 在 回归 方程 中 的 作用 。 

令 Q) 表示 由 轻 个 预报 因子 (ca，za，…，zm) 组 成 回归 方程 时 的 残 差 平方 和 ，Qf" -> 表 
示 史 除 一 个 预报 因子 w(1<4 和 mm) 后 , 由 (mm 一 芒 个 预报 因子 组 成 回归 方程 时 的 残 差 平 方 和 ， 


wy NT 光 克 污 -和 ， 人 。i icpmtugey， we sgy 作 机 “ai 放 。 人 speggmpesqggeryeeeee mr 一 一 一 一 一 一 





则 
TU? 二 QHP-D 一 Qo 
Ce 显然 , [>0, 且 
一 唱 / 耻 
因 思 和 产 人 所 以 , 每 个 预报 因子 对 回归 方 
程 降低 残 差 的 贡献 是 不 同 的 , 而 且 是 变化 的 。 这 就 要 求 我 们 ,不 单 要 从 那些 尚未 选 入 回归 方 
程 的 待 选 预 报 因 子 中 , 选取 具有 最 大 贡献 的 因子 进入 回归 方程 “， 而 且 还 要 考虑 那些 已 经 进 
入 回归 方程 的 已 选 预报 因 所 的 贡献 是 否 显著 。 假若 选 入 回归 方程 的 预报 因子 , 在 回归 方程 
又 选 入 一 些 别 的 因子 之 后 , 贡献 发 生变 化 , 不 再 显著 ， 则 在 先入 新 的 预报 因子 之 前 ,应 把 贡献 
最 差 的 已 选 因子 , 从 回归 方程 中 剔除 出 去 。 这 样 ， 才能 使 我 们 最 后 得 到 的 回归 方程 ， 只 包含 
一 些 贡献 显著 的 预报 因子 。 我 们 把 满足 上 述 要 求 的 回归 算法 , 称 为 逐步 回归 。 
下 面 ,根据 统计 检验 (5.3. 包 对 法 方程 (5.2.7)， 给 出 适合 上 述 要 求 的 逐步 回归 算 
法 巴 9。 
为 了 更 清楚 地 说 明 逐 步 回归 算法 , 记 法 方程 (5.2.7) 为 
Cl Cl3 ”Clm 0 C11 0C13 ”CHm ji 
Cal Caa “。” Com ps ， Ca1l 033 ”Cam 1 
aol Game … gom /Dom col Cnra 。， Comm /goy 
或 用 拓 阵 符号 简 记 为 
(cs) 中- (co) (bo) 《5.4 4 
开始 计算 时 , 取 (qs) 一 (li)， 这 时 (oo) = (36)， 是 一 个 mw 阶 的 单位 失 阵 。 用 逐步 回归 算法 
求解 (5.4. 蕊 的 过 程 ,就 是 通过 刀 的 一 步 一 步 的 消 元 变换 , 变 (ao) 为 (585) 、(oo) 为 (后 =( 反 ) 于 
的 过 程 。 
在 (5.4. 了 中 ,如果 把 加 也 看 作 未 知 量 ， 方程 两 边 的 系数 矩阵 (au) 和 (oo)、 未 知 向 量 ( 思 ) 
和 (z) 具有 肯 显 的 对 称 性 , 但 它们 的 意义 和 作用 是 完全 不 同 的 。 在 (os) 中 , 对 访 进行 消 元 变 
换 ， 相 当 于 把 待 选 预报 因子 选 入 回归 方程 , 是 法 方程 (5.2.7) 的 消 元 求解 ; 在 (co) 中 , 对 
进行 消 元 变换 , 相当 于 把 已 选 预报 因子 从 回归 方程 中 剔除 出 去 , 是 回归 方程 的 消 元 求解 。 这 
样 ,利用 对 芒 和 族 的 两 类 消 元 变换 ,恰好 可 以 实现 预报 因子 的 舍 选 。 由 于 它们 之 间 的 对 称 
性 , 这 两 类 消 元 过 程 在 计算 上 是 尝 全 一 致 的 , 有 利于 在 数字 计算 机 上 进行 处 理 。 在 不 增加 多 
有 利用 这 种 算法 ,还 可 以 得 到 一 系列 的 过 波 性 的 回归 方程 , 如 ， 
4 一 22 十 2 
9 一 罗 十 理 风 十 罗 m 
9 有 1 72c, 十 Do 


下 面 ， 我 们 讨论 汉 步 消 元 恋 换 的 具体 算法 。 
假若 要 从 (5.4. 了 蕊 中 消去 第 人 如 (和 8<o)， 相当 于 在 (6. 4 1 的 两 边 左 乘 - 
个 变换 矩阵 
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CCz- 
dT 一 1 
CQ 


二 | (5.4.2) 


0 


CNFA+T 1 
CUX 


一 _Cmi 1 
CQX 


邑 
、 罗 Di(es) (0 一 Do (5.4.3) 
特别 在 对 法 方程 (5.2.7) 进 行 第 一 次 消 元 变换 时 , 有 


CTXG: CTG 
| 他 订 到 二 人 和. 0 Can 一 区 2 
CQ CHXX 





GO 工 Go | 
CT ON | 
ES 
21 丰 m 址 人 
Cml 一 = 0 狼人 ER ) Dom 
1 一 < 
| CQ 太 19 
一 1 5.4.4 
| C KYV 大 ， ( ) 
Co 
人 1 gm 


由 此 可 以 看 出 , 消去 一 个 未 知 量 2 把 预报 因子 wx 引入 回归 方程 , 就 是 用 单位 矩阵 (35) 
的 第 不 个 列 向 量 ,置换 (es) 中 的 相应 列 向 量 ，(aw) 中 的 其 它 元 素 也 进行 相应 的 变换 。 这 时 ， 
(cs) 中 的 第 大 个 单位 列 向 量 , 用 新 的 列 向 量 


(全 .rz 工 _Qztz 。， 2 
CN CQ QUWN Cj Cxx 


来 代替 , 其 它 元 素 也 作 相 应 的 变换 。 

经 过 若干 步 计算 之 后 , 回归 方程 中 选 入 一 些 预报 因子 mw。 这 时 , 在 (os) 中 , 对 应 已 选 因 
子 人 各 的 各 列 用 相应 的 单位 列 向 量 置 换 , 而 (cy) 中 的 相应 各 列 引入 新 的 向 量 。 所 以 , (as) 中 的 
单位 列 向 量 对 应 已 选 的 预报 因子 , (cu) 中 保留 的 单位 列 向 量 ， 对 应 待 选 的 预报 因子 ， 总 数 mm 
是 不 变 的 。 因 此 , 在 数字 计算 机 上 进行 计算 时 , 就 可 以 只 用 存放 一 个 抢 阵 的 me 个 存储 单元 ， 
存放 (ous) 和 (cu) 中 的 非 单位 向 量 , 即 在 每 一 步 计算 中 , 在 形成 单位 列 向 量 的 地 方 ,存放 新 形 
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成 的 列 疝 量 
(- 邑 本 一- 


CN CUX CN 


把 (os)、(cz) 中 非 单位 列 向 量 合并 后 的 符 阵 ， 仍 用 (os) 表 示 。 用 ai 表示 消 元 变换 后 新 形成 
拖 阵 的 元 素 , 根据 (5.4. 纹 、(5.4.3), 对 两 类 消 元 变换 过 召 , 有 着 同样 的 消 元 算法 , 即 


『 CixC 
0j 一 一 此 芝 ， 六 关 丰 了 六 丰 
CN 


-3 必 一 用 闻 帮 
Cf 一 的 (5.4.5) 
天 太一 下 
CU 
工 8 4 
一 一 ， 《一 太 ，7 一 及 
CN 1 


为 了 在 矩阵 消 元 计算 过 程 中 得 到 回归 系数 的 估计 值 bn， 方便 地 确定 已 选 和 待 选 的 预报 
因子 ,我们 把 吧 阶 的 系数 抢 阵 ( 芒 ) (5.2.8), 扩展 成 (m 十 芒 阶 矩阵 : 


ja as 7 8m 1 
矶 1 
(5.4.6) 
oo 
和 0os 人 0 br 
仍 用 (os) 表 示 。 这 时 , (oo) 中 的 最 后 一 列 , 即 第 (m 十 1) 列 , 不 能 选 作 消 元 的 序数 有 。 
对 (m-1T) 阶 矩阵 (5.4.6), 不 选 (m 十 1 进行 消 元 变换 ， 用 矩阵 基本 运算 公式 (5.4.5) 迁 
行 消 元 计算 时 , 易 证 ; 
(D 当 人 加 尚 待 选 入 回归 方程 时 ，ausava>0， 贡 献 [7 为 正 ; 
(2) 当 mm 已 选 入 回归 方程 时 ，awam<0， 贡献 Tu 为 负 ; 
《3) 计算 结束 时 ， 在 wuv 处 得 到 回归 系数 B,, 的 估计 信 %.，aw 处 给 出 残 差 平方 和 Q。 
这 时 , 相应 的 cy 上 , 给 出 矩阵 (了 s) 的 计算 结果 。 
综合 合 选 预报 因子 的 统计 检验 (5.3.4) 和 称 阵 的 基本 运算 公式 (5.4. 印 ， 考 虑 到 计算 机 
对 大 量 数 据 进行 处 理 的 特点 , 可 把 逐步 回归 计算 的 全 过 程 分 为 三 个 基本 步骤 。 
(一 ) 计算 相关 矩阵 
为 简化 公式 的 书写 , 记 因 变 量 
加 一 Cry， 人 一 工 2 和 
在 回归 分 析 计算 中 , (5.1.1) 给 出 的 观测 数据 共 六 (m-+JT) 个 , 一般 说 来 是 很 大 的 。 为 了 
提高 计算 结果 的 精度 , 减少 计算 机 字 长 短 带 来 的 累积 舍 入 误差 的 影响 , 我 们 用 二 次 均值 算法 
代替 一 次 均值 算法 局 用 规格 化 的 相关 和 矩阵 (rs) 代替 矩阵 (5.4.6)。 
计算 均值 
| 瑟 - 方 习 ou+ 志 3 了 ou 一 元 习 oj) (5.4.7) 
“一 工 2，…，00，1 


这 里 , 址 习 (ss 一 起 习 au) 集中 了 一 次 均值 十 飞 wu 计算 过 程 中 的 主要 售 入 误差 。 基 于 同 
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样 原因 ,用 
1 瑟 (Cs 二 Cos 一天 (6.4.8) 
代替 过 去 常用 的 计算 格式 忆 zopy 一 zt 计算 自 乘 、 又 乘 和 。 了 到- 
= .4.9) 
得 相关 系数 
SS (5.4.10) 


显然 ,Ye 一 1 站 一 个 且 |rz| <L 因此 ,在 计算 机 上 ， 只 需 对 和 一 1，2，…，m2， 久 7 一 寺 …， 
多 进行 计算 , 以 节省 计算 量 。 
经 (5.4.7) (5.4.8) 、(5.4.9)、(5.4.10) 的 计算 , 得 到 相应 于 (5.4.6) 的 (十 1) 阶 相关 
阵 
it 13 ylm 1y 


yl 33 和 am 人 0y 








(5.4.11) 
Il Yi3 Yo 人 my 
Yo1l 753 Yo 
用 相关 系数 yy 表示 法 方程 (5.2.7), 有 ， 
91101 十 9ds02 十 十 dmD 一 六 ty 
人 (5.4.12) 
Jol01 十 gos82 十 … 十 gm 一 org 
其 中 
中 于 (5.4.13) 
Y 
这 时 , 残 差 平方 和 
和 = 太一 忆 0 一 (一 补 rw) 及 
含 选 预报 因子 的 统计 检验 (5.3.4) 
及 生生 LE 丽人 3 太一 公 一 工 
QQ 工 一 一 包 orw 人 人 一 太 ， 二 记 2 号 _ (5.4.14) 
其 中 
瓦 - 凶 和- 电 64 巧 


是 预报 因子 wm 的 标准 贡献 。r% 一 谍 ( 是 阶 矩阵 (r9) = (rw) 于 的 主 对 角 元 素 。 

(二 ) 因 子 含 近 和 消 元 变 欣 

用 (oo) 表示 含 选 计算 过 程 中 的 (m 十 攻 阶 矩阵 (5.4.1)。 为 了 如 免 系 数 矩 阵 娆 化 的 问 
题 , 给 出 一 个 充分 小 的 常数 s> 0 只 对 ou>e 者 (ti 一 二 2 …， 中 ) 计 算 贡献 


一 .Cuduw 
让 CU 


选取 消 元 赤 换 的 主 元 。 因子 舍 选 和 消 元 变换 的 过 程 是 : 


Traypereegggeoeg mapqHperTR 和 oo 
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(GT) 计算 预报 因子 的 贡献 3 

在 已 选 办 子 中 , 找 出 贡献 最 小 的 因子 , 即 对 户 <0 者 , 找 出 2 一 min| 庆 | 及 其 相应 的 已 
选 预报 因子 we。。 显然 , 在 开始 计算 时 , 不 存在 记 <0 者 。 

在 待 选 因 子 中 , 找 出 贡献 最 大 的 因子 ， 即 对 六 >0 者 , 找 出 sx= max 太 及 其 相应 的 待 
选 预报 因子 0 mazo 

《2) 选取 消 元 因子 葡 

当 

0 6.4.16) 


Cowy 


时 , 已 选 预报 因子 wm 的 贡献 不 再 显著 , 在 选 入 新 的 预报 因子 之 前 ,应 把 它 从 回归 方程 中 易 
除 出 去 。 这 时 ， 取 1 一 iow， 进行 消 元 变换 运算 (3.4 下 。 否 则 ,检验 


他 一 Ta 一下 (5.4.17) 


Coy 一 J ar 
是 否 成 立 。 若 (5.4.17) 成 立 ， 这 时 ， 旗 无 已 选 因子 可 含 ， 又 无 待 选 因子 可 选 , 可 终止 预报 因 
子 的 舍 选 ， 转 去 计算 回归 结果 (三 )。 车 (5.4.17) 不 成 立 ， 待 选 预报 因子 w 。。 贡献 显著 、 取 
《一 各 ar 通过 消 元 变换 (5.4.5), 把 wm ss 选 入 回归 方程 。 

这 里 ,$ 为 残 差 平方 和 @ 的 自由 度 。 开 始 计算 时 ,% 一 人 一 1。 当 回归 方程 增加 一 个 预报 
因子 时 , 自由 度 减少 贞 用 几 - 工 代替 让 当 从 回归 方程 中 剔除 一 个 因子 时 , 自由 度 增 加 二 用 
9 + 代替 由。 五 、Fs 是 在 显著 水 平 “ 给 定时 ， 由 歹 -分 布 表 中 查 到 的 两 个 常数 。 为 了 合理 
地 选取 预报 因子 , 避免 刚 选 入 的 因子 立刻 又 被 剔除 出 去 的 循环 运算 , 一 般 取 到 >.Zs。 

《3) 消 元 变换 

对 得 到 的 志 值 ,用 (5.4. 四 对答 阵 (ou) 进 行 基本 变换 ， 然后 返回 (D) (2)， 进 行 下 一 因子 
的 会 选 。 

(三 ) 计 算 回 归结 果 

当 风 <N 一 工时 ,得 到 回归 方程 。 根据 (5.2. 了 7、(5.3.7)、(5.3.8)、(5.4. 计算 回 
妇 方 程 的 检验 值 、 回 归 系 数 及 其 预报 值 。 

(b 回 归 方 程 检验 什 


残 差 平方 和 一 8awy 
”标准 差 5 一 No] 机 
复 相关 系数 再 = [1 一 om] 
区 多 (一 aw) 
1 


(2) 回归 系数 及 其 标准 差 
当 wwcn<0 财 , 预报 因子 w 选 入 回归 方程 ,可 算出 ， 


回归 系数 5 也 ou 
标准 关 二 二 


这 里 ,之 表示 只 对 已 选 的 预报 因子 好 求 和 和。 
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(3) 计算 预报 值 及 其 残 差 


预报 值 多 -i++bon 
残 关 6 一 力 一 加 
0 全 


根据 逐步 回归 计算 的 三 个 基本 步骤 , 可 以 得 到 图 5.1 所 示 的 计算 框图 %9。 为 了 便于 得 
到 过 渡 回 归 方 程 及 部 分 中 间 结 果 , 把 计算 步骤 (三 ), 适当 分 标 在 框图 后 面 。 





本 悦 < 
六 > 号 ] 改 
[3 < 人 > 

是 
本 一 20 
[5 区 衣 
[6 蕊 于 
L 7 L 23 
[机 
否 
:一 < 
人 
> 
HL 
[27 
CD 
是 [39 书写 
[12 
| [30 | 
<e> 

四 是 

图 5.1 
框 图 说 明 


[ 框 切 ”输入 原始 观测 数据 和 人 参量, 其 中 包括 
《1) 数据 参量 

入 可 能 预报 因子 的 个 数 

N 原始 观测 数据 的 组 数 
《2) 控制 参量 


, 刀 3，5 和 输出 控制 信息 
《3) 原始 观测 数据 
(zol， Zn3，…，Znm ye》 
9 一 1 2，…，N 
[ 框 切 ”计算 均值 和 又 乘 和 
= 亏 之 nt 


2 一 之 (xn 24) (2Zny 一 2Z4) 
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六 = 《用 


凡 ?一 二 2， 0 了 =1， 2， 本 
这 里 ， 为 简化 符号 ， 记 nzy 一 加 n 
[ 框 3] 计算 下 三 角 相 关 阵 


74 一 5 1 


=- 工 ， 2 0 j=]1， 2， sy [ 


[ 框 和 把 下 三 角 相 关 阵 补 为 方 阵 


704 Ch 
{ 框 5 -1 由 2/VN 工 一 5 


[ 框 6] 0 一 
104-> 了 2in 0 一 7 。 
0 一 ?min 0 一 ?max 


{ 框 7] +1 一 ;0-D， 0 一 Cu， 
[ 框 时 oue<8? 
检查 矩阵 的 主 对 角 元 素 , 解决 矩阵 退化 问题 
{ 框 9] 计算 第 ，* 个 预报 因子 的 贡献 J 
Gay0sij ai 一 
{ 框 10] F<09? 
根据 了 的 符号 , 判别 预报 因子 wm% 是 否 已 引入 回归 方程 
{ 框 11 > Foax9 
[ 框 12] 7 一 sx :一 imax 
[ 框 13] 计算 已 引入 变量 的 回归 系数 及 其 标准 差 
1 一 5V ae 
[ 框 14] jl<Fan? 
[ 框 15] | 月 一 Pain 一 ?min 


[ 框 160] ;=me 
是 否 对 和 个 预报 因子 检查 完 一 遍 ? 
[ 框 17] 4=N 一 1 


[ 框 18] 计算 回归 系数 的 常数 项 
V 一 已 DZ 一 Do 
控制 给 出 过 渡 回 归 方程 的 参量 bp 、cu 
汇 框 19] 
的 min << 了 29 
他 


引入 因子 的 显著 性 检验 
{ 框 20] 人 金 去 已 引 因子 ci om 
b+1 一 出 加 in 一 7 
拒 框 21] ”计算 新 矩阵 的 元 素 


au 一 -Cactd 这 Jp 


QUk 
ou 一 Qxy/ ax 一双 了 坟 开 
一 Qik/aik 1 一 大 
IT/aux 4 一 太一 开 
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{ 框 22] 计算 回归 检验 值 


Bov 一 9 jaw 4 
VI2 -3R [多 一 -2 
[ 框 33] ”控制 输出 检验 值 
蝎 , Gy， 民 ， 邢 
转向 下 轮 计算 
[ 框 29] 


(由 将 1)Faarx <T19 


0 
来 引入 因子 的 显著 性 五 检验 

[ 极 25] 把 因子 wu 引入 回归 方程 

4 一 Tb inax 一 > 尼 
[ 框 260] %=N 一 ke 
[ 框 27] 计算 回归 预报 值 及 其 残 差 

bo 十 之 De 
名 一 rren 

[ 框 28] 输出 回归 结果 
[ 框 39] 回归 方程 中 选 不 进 预 报 因 子 
{ 框 30] 停机 


$ .5.5 逐步 回归 计算 中 的 几 个 问题 
最 后 , 简略 地 讨论 一 下 逐步 回归 分 析 计算 中 经 常 遇 到 的 几 个 实际 问题 。 


5.5.1 计算 参量 的 选取 


在 逐步 回归 计算 中 , 为 避免 系数 抢 阵 晓 化 ,只 对 aas>e 的 因子 计算 贡献 。 一 般 计 算 中 ， 
林 取 0.0001<s<0.001。 当 取 囊 = 玉 =0 时 ,相当 于 用 一 般 回归 算法 进行 求解 ,选取 所 有 
能 选 的 预报 因子 进入 回归 方程 , 这 时 可 把 。 取得 更 小 一 些 。 

在 因子 贡献 显著 性 检验 (5.4.16) 、(5.4.17) 中 , 临界 值 Pi、Fa,， 是 显著 水 平 <c 和 残 差 平 
方 和 自由 度 六 一 m 一 的 函数 。 在 逐步 回归 计算 中 ， 对 给 定 的 显著 水 平 m Za、Za 随 竣 而 
异 ， 应 取 不 同 的 值 。 在 实际 计算 中 ， 一 般 六 交 m。 为 方便 计 ， 多 把 玉 、za 取 为 常量 ， 且 
Zas。 

在 逐步 回归 计算 中 , 结果 回归 方程 中 预报 因子 的 个 数 m, 随 刀 、Fs 的 取 值 不 同 而 异 ( 详 
见 回 归 分 析 一 例 )。 如 果 希 望 回归 方程 中 多 选 进 几 个 预报 因子 , 可 把 选取 预报 因子 的 条 件 放 
宽 一 些 , 把 下、 本 取 的 小 一 些 ; 反之 ， 丽 、 了 9 要 取得 大 一 些 。 对 五、Fs， 小 者 可 在 工 左右 ， 
大 则 可 取 到 10 以 上 , 一 般 多 在 2、4 之 间 , 视 问 题 的 物理 性 质 而 定 。 


5.5.2 回归 效果 的 检验 


在 回归 分 析 的 实际 应 用 中 ， 对 得 到 的 回归 方程 ， 要 进行 预报 可 靠 性 和 预报 稳定 性 的 检 
验 。 这 里 ,只 用 回归 计算 中 得 到 的 一 些 统计 检验 值 Go、 刀 、 五， 是 不 够 的 。 在 实际 计算 中 ， 
-- 般 把 观测 数据 (5.1.1) 分 为 两 部 分 ,一 部 分 (主要 的 ) 用 来 建立 回归 方程 ,一 部 分 (少量 的 ) 


gg 
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不 参加 回归 方程 的 计算 , 用 来 检验 回归 的 效果 。 当 数据 W 太 少时 , 不 宜 采 用 上 述 方法 , 可 用 
蒙特 卡 洛 方法 进行 模拟 检验 (参见 本 书 “ 蒙 特 卡 洛 方法 ”一 章 及 [6]), 以 确定 回归 效果 。 

为 了 提高 回归 方程 预报 的 稳定 性 和 可 靠 性 ， 实 际 计算 时 ， 必 须 注意 观测 数据 的 组 数 丸 
和 预报 因子 的 个 数 放 之 间 的 适当 比例 。 一 般 要 求 交 m， 至 少 丸 应 在 四 的 扣 信 或 10 售 以 
上 。 


5.5.3 线性 回归 模型 的 推广 


$5.4 给 出 的 逐步 回归 算法 , 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 wsao。 
如 取 非 线性 回归 方程 
V 一 6eXB[Co 十 Bi 而 十 DB 十 Ba 的 十 十 Go， 和 9， 姑 寺 引 
引进 变量 变换 
4 一 In 
2 一石 
2o 一 此 


3 一 6b 


ao 一 三 (图 ， 加 ，…， 态 ) 
得 到 线性 回归 模型 (5.1.2)。 这 样 , 用 线性 回归 算法 ,可 拟 合 比较 广泛 的 一 类 非 线 性 回归 方 
程 。 在 曲线 拟 合 , 提取 时 间 序列 的 趋势 函数 等 要 求 自动 选取 最 优 拟 合 表达 式 的 一 类 问题 中 ， 
有 着 重要 的 应 用 以 5。 
在 回归 模型 (5.1.3) 中 ,假定 sv 相互 独立 ， 服 从 人 (0,，o2?) 分 布 。 这 种 限制 并 非 必要 的 。 
如 [8] 中 , 把 回归 模型 (5.1.3) 推 广 到 更 一 般 的 情形 , 其 中 可 假定 误差 s 是 相关 的 。 


5.5.4 逐步 回归 计算 一 例 
下 面 , 通过 一 个 数值 例子 , 更 清楚 地 说 明 逐 步 回 归 的 算法 和 步骤 。 
观测 数据 组 数 六 一 32 
可 能 预报 因子 个 数 和 一 4 
引入 预报 因子 刀 检 验 临 界 值 玖 一 2 十 mr/180 
剔除 预报 因子 尺 检 验 临界 值 环 一 2 
控制 参量 8s 一 2 2 
观测 数据 和 计算 结果 由 表 5.1 和 表 5.2 给 出 。 
结果 中 , 计算 误差 未 作 修正 。 为 方便 计 , 有 时 用 带 寡 的 数值 记 法 , 如 记 
21.15=0.2115x10? 
-0.034= -0.34x10n 


由 相关 和 撮 阵 (cg) = (49)， 经 过 四 步 计 算 , 既 无 已 选 因子 可 含 , 又 无 预报 因子 可 选 时 ,， 终 
止 回归 计算 , 给 出 最 后 结果 。 
1o= -5.11036， 刀 =0.506634， 号 一 0.501089 


ou 一 0.011987， ou 一 0.095482 
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吉 5.1 观测 数据 和 预报 值 

















自 变 量 因 变 量 残 差 
编 与 

21 2a 273 0 2 2 一 ! 一 因 
工 13 了 26 JI9 11.5 10.9966 0.5034 
3 15 ]11 40 3 弘 19.8 19 .5262 0.2738 
3 31 8 29 1 ”13.7 II4.0475 一 0.3475 
秋 19 12 15 33 231.6 2.0516 0.5484 
5 27 1 13 27 223.3 22.0982 0.2018 
6 32 10 21 15 19.I 18.6183 0.4817 
7 1 8 18 16 所.7 IIL.5198 0.1302 
8 26 10 35 23 19 .4 19 .5872 一 0.18372 
9 1 6 14 18 10.6 11.0031 一 0.4021 
10 38 13 21 34 25.5 26.1124 一 0.6124 
了 19 9 13 29 18.7 19.0473 一 0.3478 
I2 12 10 19 38 19.3 20.0106 一 0.7106 
13 23 8 25 17 15.6 15.0607 0.5393 
14 28 二 | 33 82 24.7 25 .1102 一 9.4103 
15 21 9 18 19 TI5.3 15.0496 0.2504 
16 35 1 24 34 29.8 29.6589 0.1411 
17 16 6 19 14 10.2 10.0110 0.1890 
18 324 10 32 26 19.8 20.0772 一 0.27732 
I9 322 了 I1 39 38 25.3 25.0770 0.2230 
20 10 了 I7 20 9.7 9.9778 一 0.2773 
21 I8 8 34 22 14.8 15.0330 一 0.2330 
23 29 1 28 321 20.7 20 .1049 0.5951 
283 18 11 16 32 19.6 20 .0439 一 0.4439 
24 16 10 15 34 20.3 20.0328 0.3672 
25 18 7 23 了 11.1 11.0243 0.0757 
26 23 了 29 29 20.7 21.0738 一 0.3733 
27 25 IT3 4 40 23.9 27 .5991 1.3009 
28 32 9 12 15 18.3 18.6183 一 0.3183 
29 36 11 37 3 21.5 22.1481 一 0.6481 
30 831 9 25 工 4 17.7 17.6105 0.0395 
31 29 13 14 38 28.3 28.6234 一 0.3234 
32 18 1T0 二 | 85 231.6 21 .5472 0.0528 
最 小 值 10 6 11 14 9.7 9.9778 一 0.7106 
最 大 值 36 14 4 得 40 29.8 29.6589 1.3009 

均 值 22.3437 9.8125 23.6250 25 .4687 18.9718 18.9718 0 
标准 盖 @ | ”6.8173 2.0377 8.9154 8.5586 5.4062 | 5.3883 0.4396 











@ 标准 差 s=[ 苑 卫 cu-2j 
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表 5.2 逐步 回归 计算 过 程 中 的 矩阵 (co5) 
























































1 .000000 0.567021 0.209841 一 0.484669XI0-1 0.604393 
ay 0.567021 1.000000 0.207706 .741491 0.956617 
0.209841 0.207706 1.000000 .100186 0.227809 
Cw) 一 0.434669X10-1 0.741491 0.100186 .000000 0.765505 
0.604392 0.956617 0.227809 .765505 1.000000 
弟 0.365289 0.915117 0.518972X10-1 .585998 
卫 0.823429 X103 
引入 弛 0=31 
0.678417 一 0.567021 0.920669X10-1 .463908 0.619696X10r-1 
0.567021 1.000000 0.207706 .741491 0.956617 
0 0.920669xX10-1 | 一 0.207706 0.956858 .538259 X10-1 0.291140X10-1 
一 0.468908 一 0.741491 一 0,538259 X10-1 0.450190 0.561817xI0-1 
0.619696X10-1 | 一 0.956617 0.291140X10~1 0.561817X10-1 0.848825X10-1 
0.566 X10-3 一 0.915117 0.885844XI0-3 0.701122X10-3 
也 0.323429 X103 .261104X101 
引入 驳 9g 一 30 
0.2300443 一 0.133110X101 0.366009X10-1 0.103047X101 0.119863 
0.138110X101 0.222128X101 0.296861 一 0.164706X101 0.864083 
0 他 0.366009xX10L! | -0.296361 0.950429 0.119562 0.3583123X10-! 
一 0.103047X10L | 一 0.164706X101 | 一 0.119562 0.2322128X101 0.124795 
0.119863 一 0.864083 0.358312X10-1 | -0.124795 0.778713X10-1 
7 0.716770x10-1 | -0.336130 0.135085X10-2 | 一 0.701122X 10-2 
卫 0.323999 X103 0.261104X101 
引 入 好 4 一 29 
0.498893X101 | --0.664079X101 0.182599 0.514094X101 0.597989 
一 0.664079X1J01 0.110609X303 0.533015X10-1 | -0.849020X101 0.680954X 10-1 
< 个 一 0.182599 一 0.533015X10-1 0.943739 一 0.686008X10-:! 0.139443X10-1 
0.514094X10L | -0.849020X101 0.686008X10-1 0.751887X 101 0.741006 
一 0.597989 一 0.680957X10- 0.139443X10-! | 一 0.741006 0.619432X I0-2 
让 -0.716770X10-1 」 一 0.419225X10-3 0.2306035X10-3 | 一 0.730282Xx10-1 
0.18950L1XI101 
别 除 和 风 一 28 
0.100189X101L 0.600385 0.214601 0.435493X10-1 0.638873 
一 0.600385 0.904087XI10-1 0.481892X10-2 | 一 0.767588 0.615644X10-3 
0 多 0.214601 0.4818923X10-2 0.943996 一 0.109514 0.142724X 10-1 
0.435493X10-1 0.767588 0.109514 0.100189X101 0.793275 
一 0.638873 0.615644X10-3 0.142724X10-1 一 0.793375 0.661354X10-2 
丰 一 0.407387 0.419225X10-3 0.215787X10-3 | 一 0.628096 
也 0.178600X104 0.189501x101 几 一 29 
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得 回归 方程 
信 一 一 5.11036 十 0.5066342z: 十 0.501089zs 

估计 值 y 及 残 差 we， 由 表 5.1 给 出 。 

回归 检验 值 ， 

Q=6.1854， ac 一 0.461833， 忆 = 0.996687， 五 一 2177.97 
从 上 例 不 难看 出 , 对 不 同 的 五 检验 临界 值 , 可 以 得 到 不 同 的 回归 方程 。 
如 取 太一 m/180、za 一 0 时 , 得 到 回归 方程 
“一 一 5.44484 十 0.47207w 十 0.17857zs 十 0.00896zs 十 0.46743w: 

包括 全 部 四 个 预报 因子 , 复 相关 刀 一 0.997001。 当 取 五 一 3 十 m/180，Zs= 3 时 ,只 能 选 入 一 
个 预报 因子 , 回归 方程 为 
* 一 一 5.93182 十 2.53795as 


这 时 , 复 相关 系数 玉 一 0.956617。 
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第 六 章 “ 时 间 序 列 分 析 


8$6.1 时 间 序 列 

对 生产 斗争 .科学 实验 过 程 中 的 一 个 变量 或 一 组 变量 z( 坟 进行 测量 ， 在 时 刻 二 < 名 < 

< 加， 得 到 以 时 间 ! 为 参量 的 有 序数 集合 

化 (在 )，2( 轨 )， 0( 扩 ) 
一 般 把 它 叫 做 时 间 序 列 。 这 里 , 为 方便 计 , 把 参量 上 叫 作 时 间 。 在 实际 问题 中 , 参量 上 可 具 
有 不 同 的 物理 意义 。 

在 生产 斗争 和 科学 实验 过 程 中 , 出 现时 间 序列 的 例子 是 很 多 的 。 如 描述 太阳 黑子 活动 
的 黑子 相对 数 , 一 地 区 的 年 降水 量 , 一 河流 的 月 最 高 水 位 , 一 地 震 带 上 的 地 震 目录 , 一 动力 学 
系统 的 输出 、 输 入 等 ,都 是 时 间 序列 的 实际 例子 。 我 们 把 用 来 处 理 这 种 时 间 序列 的 方法 ， 称 
为 时 间 序列 分 析 。 

为 简单 计 , 下 面 只 讨论 在 等 距 时 间 间 隔 九 上 取 值 的 一 维和 多 维 时 间 序 列 ; 

01， 0 Op ON (6.1.I) 
这 里 
妨 一 0 (加 ) 一 和 (加 十 9 纹 ) 
%% 一 二 ，2，…， 和 人 
其 中 如 是 量 测 的 开始 时 间 。 在 今后 的 分 析 计算 中 , 如 和 天 只 有 相对 的 意义 ,一 般 并 不 在 计 
算 公式 中 出 现 。 对 一 个 多 维 时 间 序 列 , 如 一 个 三 维 时 间 序列 , 有 
| 2x (加 ) 
0 一 | za( 加 ) 
23 (加 ) 

在 许多 实际 问题 中 ， 常 常 需要 根据 z( 访 在 t< 如 时 得 到 的 测量 数据 (6.1.1)， 分 析 时 间 
序列 “( 力 的 规律 , 推 斯 产生 时 间 序 列 =( 妇 的 物理 系统 的 性 质 , 顶 报 如 时 人 坟 的 取 值 。 

下 面 , 举 一 个 简单 例子 来 作 说 明 。 

给 出 某 地 区 100 年 间 的 诸 年 年 降水 量 =( 纺 ， 组 成 一 个 轴 =100 的 一 维 时间 序 列 。 我 们 
希望 通过 对 这 组 数据 的 分 析 , 研究 一 下 该 地 区 的 旱 洲 规律 , 同时 能 对 该 地 区 今后 几 年 的 降水 
量 有 所 预报 。 

当 xz( 轨 是 一 个 多 维 时 间 序 列 时 , 如 取 

2 ( 蕉 一 (0 人 (，va( 朋 ，zs( 芍 )7 
其 中 , ma ( 妇 表 示 某 地 区 的 年 降水 量 ; za( 从 表示 该 地 区 同年 的 冬季 平均 气温 。m( 纺 表 示 同 年 
的 太阳 黑子 相对 数 。 我 们 希望 通过 对 三 维 时 间 序 列 *( 轨 的 分 析 ， 研 究 一 下 该 地 区 的 降水 和 
冬季 平均 气温 、 太 阳 黑 子 活 动 之 间 可 能 存在 的 关系 , 为 降水 预报 服务 。 

无 疑 ,上 述 一 类 分 析 、 预 报 问 题 , 应 用 广泛 , 有 着 一 定 的 实际 意义 。 

一 个 时 间 序 列 x(, 如 果 它 的 取 值 由 一 个 完全 确定 的 数学 函数 给 出 时 , 如 


二 《oa (加 ) 3 Za( 加 ) ，03 (加 ) 六 
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2 (办 一 g 十 Decos oot (6.1.2) 


其 中 ，&、5、o 为 给 定 的 常量 ， 称 为 确定 的 。 实 际 问题 中 的 时 间 序 列 是 复杂 的 。 一 般 说 来 ， 
5 ( 芒 不 可 能 像 (6.1. 纺 那样 ,用 一 个 完全 确定 的 数学 函数 给 出 来 , 但 可 以 用 一 个 概率 分 布 函 
数组 给 出 “人 切 未 来 取 值 状况 的 统计 描述 。 我 们 称 这 种 类 型 的 时 间 序 列 为 随机 的 。 这 里 讨论 
的 就 是 随机 时 间 序列 的 统计 分 析 和 统计 预报 问题 。 今 后 , 把 随机 时 间 序 列 简称 为 时 间 序列 。 

为 了 处 理 随机 时 间 序 列 的 分 析 和 预报 问题 , 在 数学 上 , 就 是 把 给 出 的 测量 数据 (6.1.1) 
看 作 随 机 过 程 王 ( 力 的 一 个 现实 , 一 个 样本 函数 。 通 过 对 现实 (6.1.1) 的 分 析 , 估计 随机 过 程 
工 ( 轨 的 总 体 特 性 , 预测 蕊 ( 力 未 来 取 值 的 概率 分 布 , 从 而 给 出 好 如 时 民 掏 的 预报 什 


关 攻 尖 
人 NA+1， 人 NT+2， 化 NT 万 


要 求 它们 和 总 ( 力 未 来 实测 值 
UN+1，WNT3， “人 NT 
之 关 
0 一 2wr 一 人 + (一 1 2，…， 思 ) 
的 平方 期 望 
， 五 [9 = 五 [(cw+ 一 2wrb)] 
最 小 。 


在 实际 问题 中 , 可 以 通过 不 同 的 方法 ， 如 等 距 采 样 法 、 累 积 法 、 特 征 值 法 等 , 给 出 离散 数 
字 化 的 等 距 时 间 序列 (6.1.1。 8 

下 面 ,我 们 根据 时 间 序列 (6.1.1) 的 统计 性 质 , 构造 不 同 的 数学 概率 模型 , 讨论 z( 妇 的 分 
析 和 预报 问题 。 


8 6.2 平稳 时 间 序 列 分 析 


由 随机 过 程 互 ( 力 给 出 的 时 间 序列 (6. 工 . 蕊 是 非常 一 般 的 。 为 便于 讨论 ,我 们 先 从 一 类 
简单 .常用 的 平稳 时 间 序 列 入 手 , 讨论 一 维和 多 维 平稳 时 间 序 列 的 分 析 和 预报 问题 。 然后 ， 
再 转向 一 般 时 间 序 列 的 分 析 和 预报 。 


6.2.1 一 维 平 稳 时 间 序 列 分 析 


一 个 随机 过 程 忆 ( 妨 , 如 果 它 的 统计 性 质 不 随时 间 原 点 的 推移 而 变化 , 称 为 平稳 的 忆 z 9。 
由 平稳 随机 过 程 互 (办 的 一 个 现实 函数 zx( 妨 ， 经 离散 数字 化 处 理 后 ， 得 到 平稳 时 间 序 列 
(6.1. 芒 。 恨 据 实际 问题 的 性 质 和 要 求 , 这 里 只 讨论 广义 平稳 随机 过 程 和 广义 平稳 时 间 序列 
的 统计 分 析 和 统计 预报 问题 , 并 把 广义 平稳 随机 过 程 简称 为 平稳 过 程 。 

一 个 平稳 的 随机 过 程 忌 (为 ， 具 有 两 个 显著 的 特点 (1 它 的 量 测 数据 “( 纹 围 绕 在 一 个 
固定 不 变 的 水 平 线 附 近 , 均匀 地 随机 摆动 ; (2) 在 任意 两 个 不 同时 刻 纪 和 # 上 得 到 的 随机 
数据 开 ( 坊 和 碾 ( 夺 之 间 的 统计 性 质 只 是 它们 时 间 间 隔 r 的 函数 ， 不 依赖 于 时 间 原 点 加 
的 位 置 。 在 数学 上 , 这 意味 着 随机 过 程 民 ( 的 数学 期 望 和 方 益 

太一 羽 [ 筷 ( 轨 ] 一 太 | 本 
aa 人 一 五 [( 天 的 一 办 习 一 o9 


取 常 量 , 相关 函数 
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p 亿 导 光 -| (一 包 有 双人 )( 荆 全 | 


at 十 T) 
0 = | 
一 盏 (总 (四 。 WE 一 D(7) (6.2.2h 
与 时 间 上 + 人 它们 时 间 间 隔 r 的 函数 。 这 里 
8 的 -三 名 二 (6.2.3) 


表示 经 过 标准 化 处 理 后 , 均值 为 0， 方差 为 工 的 平稳 过 程 。 
根据 相关 函数 p(z 的 定义 (6.2.2), 有 
po(zr) 一 p( 一 达 (6.2.4) 
是 7 的 偶 函 数 , 且 
lo(o1<p(0) =1 
在 一 0, 1 2 …, 唆 一 时 ，p(z) 的 值 组 成 一 个 径 阶 的 相关 矩阵 


pP(0) p (十 p(2) P(m 一 革 ) 
p 了 ) P(0) p 由 人 pm 一 2) 
(po 一 力 ) 一 | p(2) p (了 p(0) p(m 一 3) 


p( 亿 一 坟 P( 人 一 人 P( 人 一 3 p(0) 
是 正定 实 对 称 的 , 称 为 Toeplitz 和 抢 阵 @。 
假定 开 介 是 一 个 各 态 历经 的 平稳 过 程 中 , 可 以 用 时 间 平 均 代 替 总 体 平均 。 根 据 平 稳 随 
机 过 程 立 (办 的 一 个 现实 序列 (6.1.1), 可 以 给 出 它 的 数学 期 望 上 &、 方 差 o” 和 相关 函数 PC 
的 无 偏 或 渐 近 无 偏 的 统计 估计 值 ， 


(6.2.5》 





re 
REr~ ~ 


“n+ 人 7 一 0,，1]|， 2 << 丸 





在 实际 计算 中 ， 为 了 给 出 相关 画 数 P(z) 的 有 效 统计 估 值 *(*); 时 间 序 列 (6.1. 巧 的 采样 
时 间 间 隔 户 不 宜 过 大 , 采样 点 数 六 不 能 太 小 。 利用 (6.2. 史 进行 计算 时 ,一 般 要 求 >50， 


由 不 应 过 大 , 如 可 取 凤 < 艺 ， 常 用 的 双 值 约 在 W/10 左右 。 
相关 函 数 p(r), 在 时 域 上 描述 了 平稳 随机 过 程 冬 ( 纹 的 基本 统计 特性 , 它 的 傅 里 叶 变 换 
1(o) -| p(r)e-foradr 一 2 人 pP(Tr)cos orQT (6.2.6) 


从 频 域 上 描述 了 平稳 过 程 忆 ( 办 的 基本 统计 特性 ， 称 为 平稳 过 程 的 功率 谱 密 度 ”“ “3 要。 在 
动力 学 系统 研究 中 , 谱 密 度 gw) 有 着 重要 的 应 用 。 

用 (6.2.5) 给 出 的 估计 值 "(*)， 代 蔡 (6.2.6) 中 的 理论 相关 函数 p(z)， 可 以 得 到 谱 密度 
9(w) 的 渐 近 无 偏 估计 值 ”"， 
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人 (7) -1+2 安 包 (T 立 ) c08 十 r(m)oos jir 1 一 0 1，，…，70 (6.2.7) 
在 实际 计算 中 , 为 了 减少 采样 误差 , 可 以 利用 三 点 平滑 公式 
了 =- 冯 [g*(O) 十 因 GD] 


多 一 开 [人 一 芒 二 29*( 十 gx (8 十 1] 一 二 2，…， 各 一 (6.2.8) 


思 - 喜 [oem 一 T 十 gr(m] 
给 出 谱 密 度 g(o) 的 更 优 估计 值 。 


为 了 能 对 平稳 时 间 序 列 (6.1. 进 行 预报 ,我们 引入 轻 阶 自 回 归 预 报 模型 , 

人 一 由 和 1 十 oo 9 十 2， 十 do0_m 十 s= 冯 do 十 Bt (6 ,2. 9) 
这 里 , 自 回归 系数 山 ， 由 …， 各 为 常量 。 在 我 们 的 预报 问题 中 , 这 和 内 (一 了 2 和) 

为 待定 的 参量 。s; 是 均值 为 零 . 方 差 为 吧 的 白 噪 声 只 5。 它 的 相关 函数 

( ) 二 岂 当 7 一 (0 时 
六” 0， 当 *z0 时 
且 当 4>0 时 ， 
劝 [ze-ie] 一 0 (6.2.10) 
- 白 噪 声 s, 玫 示 测量 过 程 中 存在 的 各 种 相互 独立 的 随机 干扰 和 今后 预报 中 出 现 的 误差 。 
用 ”%- 乘 (6.2.9) 的 两 边 , 得 到 方程 

52 到 由 2 六 es (6.2.11) 


根据 (6.2.2)、(6.2.10), 对 (6.2.11) 的 两 边 取 数学 期 望 ， 得 到 自 回归 系数 办 满足 的 汉 阶 差 
分 方程 


p 乓 -名 pG 一 9 和 
这 里 放 >0。 取 4=1， 2 …，m， 得 到 几 满 足 的 阶 线性 方程 组 
内 十 p( 四 和 十 … 十 p(m 一 了 go 一 pPD) 
p( 了 内 十 加 十 … 十 P( 和 一 2 和 一 P(2) 
p(m 一 本 丰 十 p( 人 一 2 和 十 … 十 和 一 Po) 
如 果 用 相关 函数 p(z) 的 估计 值 >(r) 代 替 (6.2.12) 中 的 p(z)， 得 到 自 回归 系数 办 的 估 
计 值 到 满足 的 和 阶 线性 方程 组 。 用 私 阶 Toeplitz 矩阵 (一 分 ) 表 示 时 , 有 


(6.2.12) 


0 (二 
(rz 一 力 ) - 检 (6.2.13) 
Dn 六 (72) 


显然 , 可 用 不 同 的 方法 求解 方程 组 (6.2.13)， 其 中 比较 好 的 有 用 逐步 回归 算法 的 直接 求 
解 利 利用 Toeplitz 矩阵 (7(4 一 力 ) 特 有 性 质 的 递 推 求解 。 
用 逐步 回归 算法 求解 (6.2.13), 对 给 定 和 的 舍 选 预 报 因子 玉 - 检 验 的 临界 值 五 、Es， 对 自 
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回归 模型 (6.2.9) 的 因子 -;(1=1， 2,，…，m) 进 行 售 选 ,达到 去 粗 取 精 ， 去 伪 存 真 的 目的 ， 
同时 又 可 避免 系数 矩阵 (r(i 一 人 ) 出 现 病态 或 晓 化 时 的 计算 处 理 问题 。 根 据 (6.1.1) 中 给 出 
的 测量 数据 个 数 W， 确 定 可 能 计算 相关 系数 的 四 值 ， 考 虑 到 预报 问题 的 物理 性 质 和 所 用 计 
算 机 内 存 容量 的 限制 ， 选 取 自 回归 预报 方程 (6.2.9) 的 适当 预报 阶 数 mw, 用 逐步 回归 算法 ， 
在 计算 过 程 中 , 自动 挑选 实际 预报 时 的 阶 数 。 关 于 逐步 回归 算法 , 在 本 书 < 回 归 分 析 > 一 章 及 
参考 资料 [四 中 , 都 有 详细 的 叙述 。 
下 面 , 我 们 以 四 =2、3 为 便 ,， 说 明 如 何 利用 Toeplitz 失 阵 的 性 质 ,， 递 推 求 解 (6.2.13)。 
为 此 , 记 么 阶 线性 方程 组 (6.2.18) 的 解 忆 为 bmw(J 一 二 2 …， mm)。 在 叹 一 2、3 时 ,有 
[pa+r(CDba=rG 
Lr(DiaTia=r(2) 


| ba 十 和 (Hpss 二 (2)2as 一 六) 


(6.2.14) 
和 


Jr (TD)pai 十 pas 十 ?CD 一 (2) (6.2.15) 
入 (2)2D31 十 (1 pas 十 Das 一 7(3) 
在 (6.2.415) 中 , 前 两 个 方程 可 改写 为 
| 031 十 (Das 一 (一 Das7(2) 
和 (1)Dsi 十 pas 一 (2) 一 pas 了 


AN 


根据 (6.2.14)， 

po/ 工 zf NA 人 
1 ) ww) 
， 和 


站 031 一 0o1 一 0ss0as 
| bsa 一 0as 一 Dassp0a 
将 (6.2.16) 代 入 (6.2.15) 的 最 后 一 个 方程 ,整理 后 得 


YY(3) 一 bar(2) 一 posr 人 了 
ba3 一 1 一 pa (一 Daor(2) (6.2.17) 


因此 , 算出 bs:、bss 后 ,根据 (6.2.17)、(6.2.16)， 可 递 推算 出 三 阶 自 回归 系数 的 估计 值 ss、 
psa1、 pas。 

假若 已 经 得 到 mm 阶 线性 方程 组 (6.2.13) 的 解 bwz bwa，'…，bmm， 利 用 上 述 方法 ， 不 难得 
到 (wm 十 二 阶 方 程 的 解 


(6.2.16) 





人 (人 十 工 ) 到 Do (十 工 一 作 


1- 它 Dr 人 ( 作 (6.2.18) 


Di 放 上 IT 一 


nt 一 Do 一 Donsdim4dl bn 放 十 荆 一 4 7 一 二， 2，.……， 似 
用 递 推算 法 (6.2.18) 求 解 方程 组 (6.2.13)， 乘 加 运算 量 正 比 于 m2， 和 直接 算法 求解 
(6.2.13) 的 运算 量 ma 相 比 ， 计 算 速 度 提 高 了 一 个 数量 级 。 特 别 ， 这 一 算法 只 需要 3m 个 存 
储 单元 ,在 计算 机 上 , 可 以 求解 更 高 阶 的 自 回归 模型 (6.2.9)。 
由 (6.2.13) 解 出 沪 后 ,根据 (6.2.9)、(6.2.3), 得 到 zw+d 的 预报 值 
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01 一 人 十 8 ZXwsty (6.2.19) 
类 推 ， 可 给 出 预报 值 0N+2， 四 ZN+2o 


6.2.2 ”多维 平 稳 时 间 序 列 分 析 

这 里 , 我 们 以 三 维 时 间 序 列 为 例 , 讨论 多 维 平 稳 时 间 序 列 的 分 析 和 预报 问题 。 向 更 高 维 
推广 时 , 完全 是 类 似 的 "。 

设 中 (办 一 (Xi( 坝 并 ( 划 ， 奏 s( 贡 )7 
是 一 个 三 维 平稳 随机 过 程 。 在 数学 上 , 玫 示 随机 过 程 和 1( 坊 、Xs( 切 、Ys 人 的 数学 期 望 和 方 
差 


Ai 人 ( 共 一 忆 [X (区 ] 一 / 
| ee 
到 常量 , 它们 的 自 相关 函数 
pu(r) 一 再 ( 意 (办 襄 ( 十 磋 ) (6.2.24) 
和 互相 关 函 数 
pu(z) 一 五 (人 (的 全 it 十 让) (6.2.22) 
与 二 无关 , 只 是 它们 的 时 间 间 隔 关 的 函数 。 
根据 相关 函数 的 定义 (6.2.21)、(6.2.22), 可 知 和 
ps(z) 一 pa( 一 让 pg(z) 一 pi( 一 可 〈6.2.23) 
因此 , 多 维 平稳 随机 过 程 
和 1 起 一 人 风 3a( 芭 一 Ma 克 s 朋 一 和 
0 
的 相关 函数 挎 阵 
Pi (7) pis(T) P13 (z) 
忆 (s) 一 刀 [ 念 ( 坟 全 ?0 可] -2 pas() ce (6.2.24) 
pat(r) paa(z) pas(z) 
根据 (6.2.23) (6.2.24), 可 知 
Br(r) 一 玉 ( 一 T) (6.2.2) 


车 划 是 一 个 各 态 历经 的 多 维 平稳 过 程 ,根据 它 的 一 个 现实 序列 (6.1. 巧 , 可 以 给 出 它 
的 数学 期 望 we 方差 虽 和 自 、 互 相关 函数 pa(*) 、ps(z) 的 无 伪 或 渐 近 无 偏 的 统计 估计 值 : 





去 =- 坟 袜 wm ] 
中 - 庆 名 和 一动 
ru 呈 (2 四 =)(aata-5 (6.2.26) 


汪 号 和 (mn) 2 (m 十 T7) 
和 0 
为 了 预报 多 维 平稳 时 间 序 列 , 取 么 阶 自 回归 预报 模型 
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他 (四 4 和 同人 一作 el( 功 
za( 四 | 一 误 多 最 懒 24 一 访 站 0 
23( 巩 4 9 各 八 za 一 用 &3( 动 


2 鸭 一 六 0 一 力 十 人 (6.2.27) 


这 里 ,z(b 是 均值 为 0. 方差 为 工 的 三 维 平稳 随机 过 程 。 白 噪声 e(G) = (si 人 ,ss(，ss 人 )7， 
表示 测量 过 程 中 存在 的 随机 干扰 。 回 归 系 数 和 矩阵 


直 W 乡 移 
巧 ;一 02 4 他 各 


或 简 记 为 


比 纺 只 人 安 
为 进行 预报 时 的 待定 参量 。 
用 矢 人 一 分 右 乘 (6.2.27) 的 两 边 , 取 数 学 期 望 ， 得 到 回归 系数 答 了 9 满足 的 轻 阶 差分 
方程 
了 一念 = 袜 BR 一 全 (6.2.28) 
和 2.28) 的 两 端 转 置 , 根据 (6.2.25), 得 2 满足 的 三 个 3m 阶 线 性 方程 组 
忆 人 = RG- 用 四“ 2 (6.2.29) 


把 由 (6.2.26) 算 得 的 自 、 互 相关 函数 wy(r) 代 入 (6.2.29)， 求 解 回归 系数 夭 阵 @ 满足 
(6:2.29) 的 估计 和 矩阵 蕊 , 给 出 2(Y 十 力 的 预报 值 


ze(W 二 1) - 衬 BiZCN 二 IT 一 乃 (6.2.30) 
=1 


对 一 个 到 维 平稳 时 间 序 列 , 用 自 回 归 模 型 (6.2.27) 进 行 承 报时 ， 为 了 解 出 系数 称 阵 2 
的 估计 值 妃 ， 需 要 求解 趟 个 pmm 阶 的 线性 方程 组 。 显 然 ， 当 全 吧 取 值 比较 大 时 ， 计 算是 困 
难 的 。 


$6.3 时 间 序 列 的 乎 稳 性 检验 


在 互 (办 是 各 态 历经 平稳 随机 过 程 的 假定 下 ， 利 用 饶 阶 自 回归 预报 模型 (6.2.9)、 
(6.2.21)， 得 到 自 回归 系 数 由 、 有 满足 的 线性 方程 组 (6.2.13)、(6.2.29)。 当 在 实际 问题 
中 , 利用 内、 本 的 估计 值 Wi 、B 进行 预报 时 ， 对 一 些 问 题 是 成 功 的 , 有 着 一 定 的 预报 参考 价 
值 ,而 对 另外 一 些 问题 , 预报 是 不 成 功 的 , 甚至 是 很 不 成 功 的 。 显 然 ， 对 一 些 实际 问题 ， 分析 
预报 成 败 的 原因 是 很 复杂 的 , 而 为 了 达到 不 断 提 高 预报 效果 的 目的 , 这 种 分 析 又 是 必 不 可 少 
的 。 下 面 , 我 们 讨论 一 些 数学 方法 , 帮助 我 们 分 析 时 间 序 列 模型 预报 成 败 的 原因 。 

大 家 熟知 这 样 一 个 事实 ， 当 我 们 研究 一 类 物理 现象 时 ， 总 是 试图 建立 各 种 不 同类 型 的 
数学 概率 模型 , 帮助 我 们 描述 和 分 析 问 题 。 在 86.1 中 给 出 的 降水 平稳 时 间 序 列 分 析 、 预 报 
的 例子 里 , 就 是 利用 平稳 随机 模型 来 帮助 我 们 描述 大 气 物理 中 的 一 些 现象 的 。 很 显然 , 利用 
上 述 模型 进行 预报 成 功 与 否 , 在 很 大 程度 上 , 取决 于 大 气 物 理 中 的 这 类 现象 是 否 具 有 模型 中 
要 求 的 统计 平稳 性 。 

一 般 来 讲 , 一 个 物理 随机 过 程 , 如 果 它 的 实验 条 件 基本 保持 不 变 的 话 , 可 以 看 作 是 平稳 


二 
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芍 。 但 是 ,对 一 个 实际 问题 , 这 一 判 据 既 不 确切 ,也 不 易 应 用 。 因 此 , 在 实际 问题 中 , 多 借助 
于 统计 分 析 方 法 , 通过 对 一 组 测量 数据 (6.1.3) 的 统计 分 析 , 检验 平稳 性 的 假设 是 否 合理 。 

如 前 所 述 , 一 个 平稳 的 随机 过 程 互 ( 切 ， 具 有 两 个 基本 特点 , 即 它 的 数学 期 望 . 方 差 取 常 
值 , 相关 函数 只 是 时 间 间 隔 的 函数 , 不 依赖 于 时 间 t 如 在 自 回归 模型 的 建立 和 计算 过 程 中 ， 
也 正 是 利用 了 这 两 个 性 质 。 因 此 ,时 间 序 列 的 平稳 性 检验 问题 ， 也 就 是 通过 马 ( 轨 的 一 个 现 
实 序列 (6.1. 芒 , 检验 随机 过 程 并 ( 芒 是 否 具 有 这 两 个 性 质 。 

假若 随机 过 程 了 ( 力 的 现实 序列 (6.4. 巧 足够 长 , 即 W 取 值 足够 大 ,如 取 太一 85。 按 长 
度 玉 把 现实 (6, 工 ,二 分 为 不 段 子 序列 ; 

Oil， ”OHM 

.这 里 


mout 2 和 
根据 公式 (6.2.5), 可 以 计算 各 个 子 序列 的 均值 .方差 和 相关 函数 的 估计 值 
5 大 袜 m 
中 -而 立 (ou 一 2 (6.3 寺 1 
一 天 后 0 一 0 , 马 ) 
工 和 扒 71 ob 一 和 Yo 一 作 
人 人 
根据 平稳 性 假设 ， 利 用 (6.3. 了 得 到 各 个 子 序列 的 样本 均值 ， 方 差 呈 和 相关 函数 
qir(7), 不 应 有 显著 的 差异 。 否 则 , 很 难 接 受 互 ( 切 的 平稳 性 假设 。 
假若 并 (办 是 一 个 正 态 平稳 随机 过 程 ， 具 有 方差 rc 和 相关 郑 数 p(zj。 对 长 为 凡 的 一 
段 现实 序列 , 由 (6.3. 世 得 到 它 的 必 、 吕 和 mm(rz)。 对 这 些 统计 量 ， 可 分 别 求 出 它们 的 理论 方 
差 中 7 


m“ 动 = 后 +2 疡 (1- 放 je 人 )] 
oa( 的 一 28 [1+3 立 (- 放 GD] 下 (6.3.2) 
otrD)=- 证 -+oo+2 可 (GT)wO+p( 计 npG- 动 ] 


用 测量 序列 (6. 工 . 巧 给 出 的 六 个 测量 数据 ， 由 (6.2.5) 得 到 的 呈 和 pe) 的 估计 值守 
7(T) 代 入 (6.8.2)， 给 出 子 序列 祥 本 均值 zw， 方差 中 和 相关 函数 ”%(z) 的 理论 方差 的 渐 近 估 
计 值 cx(z0) 、c2(s2) 和 o2(wi(r))。 取 显著 水 平 ac 一 0.05,， 若 
| 到 一 下 |>2.775(2 
| 有 一 吕 | >>2.77c (99) 页 关 加 ， 而， 加 一 ，2，…， | (6.3.3) 
|ra(z) 一 ra(z)| >2.77c (re(r)) 

式 立 , 则 称 差 异 显著 , 可 以 拒绝 蕊 (办 的 平稳 性 假设 。 

当 和 取 值 足够 大 时 ， 统 计量 m%、 孚 、”%(s) 对 不 同 的 4 可 近似 视 为 相互 独立 同 分 布 的 随 
机 变量 。 因 此 ， 可 以 利用 连 检验 (人 参见 本 书 * 壹 特 卡 洛 方法 > 一 章 或 资料 [入 ) 、 逆 序 检验 于， 
进一步 分 析 (6.1. 耳 的 平稳 性 , 检验 各 段子 序列 的 趋势 有 无 异常 。 

统计 检验 方法 (6.3.3), 利用 统计 量 %、 哇 、(z) 的 估计 精度 指标 , 定量 地 给 出 了 时 间 序 
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列 平稳 性 的 标准 。 显 然 ， 这 一 方法 比较 粗略 ， 当 量 测序 列 (6.1.1) 的 样本 量 W 取 值 不 大 时 ， 
无 法 检验 随机 过 程 忆 旭 的 平稳 性 。 


8$ .6.4 非 平 稳 时 间 序 列 分 析 


用 8$6.3 讨论 的 方法 ， 对 时 间 序 列 (6.1. 了 进行 平稳 性 检验 ， 如 果 检 验 的 一 些 统计 量 差 
异 显著 ， 把 z( 旭 作为 平稳 时 间 序 列 进行 处 理 不 合理 时 ， 利 用 平稳 随机 模型 (6.2.9)、 
(6.2.19)、(6.2.27)、(6.2.30) 进行 分 析 、 预 报 就 很 难 给 出 有 效 的 预报 结果 。 因此 , 有 必要 
根据 上 述 统 计 分 析 的 结果 , 对 原始 数据 进行 修正 , 以 改进 序列 的 平稳 性 。 

大 家 熟知 , 所 谓 非 平稳 时 间 序 列 , 即 表 示 统计 性 质 随时 间 而 异 的 非常 广泛 的 一 类 物理 数 
据 。 在 实际 问题 中 遇 到 的 多 数 物理 数据 , 一 般 都 是 非 平稳 的 ,只 有 在 简化 问题 或 粗略 近似 原 
始 问题 时 , 才 假 定 一 组 原始 量 测 数据 是 平稳 的 。 因此 ， 对 非 平稳 时 间 序列 进行 分 析 , 有 着 更 

2 .大 的 实际 意义 。 
由 于 非 平稳 时 间 序 列 的 一 般 性 和 复杂 人 性， 
+ 至今 还 没有 处 理 它 的 一 般 方法 。 所 以 ,这 里 只 
能 讨论 其 中 几 类 非 平稳 的 时 间 序 列 ， 给 出 它们 
的 分 析 和 预报 方法 。 


xa(t) 
t 图 6.1 中 ， 给 出 了 几 类 简单 的 非 平稳 时 间 
出 lf 居 序列 。 


从 图 6.1 中 不 难看 出 ， 三 个 时 间 序列 的 非 

9 平稳 特性 是 不 同 的 。 和 :人 的 量 测 数据 ， 不 在 

二。 一 个 固定 不 变 的 水 平 线 附近 随机 摆动 ， 均 值 

刀 [ 开 人 鸭 ] 将 随时 间 而 异 。 开 s( 的 量 测 数据， 

本 虽 在 “=0 的 水 平 线 附近 随机 摆动 , 但 摆动 是 不 

均匀 的 。 可 以 预见 ， 开 s( 共 的 方差 o[ 科 。( 鸭 ] 将 随时 间 而 异 。 并 s( 芒 的 量 测 数据 , 有 着 更 为 

复杂 的 性 质 , 它 的 振动 频率 随时 间 变化 。 在 数学 上 , 这 意味 着 开 s( 攻 的 相关 函数 将 随 上 和 

的 不 同 而 异 。 显 然 , 这 些 非 平稳 性 质 的 不 同 组 合 , 可 以 组 成 更 为 复杂 的 一 类 非 平稳 时 间 序 列 
(如 图 6.2)。 

设 也 的 、 妃 (、Da 人 是 时 间 宇 的 确定 性 函数 ，"( 坟 是 一 个 各 态 历经 的 平稳 随机 过 程 。 

根据 上 而 的 分 析 ， 通 常 采用 下 面 儿 类 模型 研究 非 平稳 随机 过 程 ， 作 为 实际 物理 过 程 的 近 
侯 ， 


0 


(1 加 法 模型 马 :( 埠 一 ( 坟 十 9 人 办; 

(2) 乘法 模型 ” 马 s( 区 一 忆 ( 坊 必 ( 芒 ; 

(3) 混合 模型 马 s( 办 = 六 ( 才 十 De。 

由 于 乘法 模型 和 混合 模型 , 经 过 变换 , 都 可 化 为 加 法 模型 进行 处 理 , 所 以 , 下 面 主要 讨论 
可 用 加 法 模型 

过 昌河 和 (一 也 ( 雪 十 9 的 

处 理 的 一 类 随机 过 程 的 分 析 和 预 报 问题 。 

处 理 一 般 非 平稳 时 间 序 列 沼 用 的 方法 有 两 种 , 即 参 数 模型 方法 和 差分 模型 方法 。 下 面 ， 
我 们 分 别 讨论 这 两 种 方法 。 


:9 
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6.4.1 参数 模型 方法 


由 总 人 的 量 测 数据 (6.1. 了 ， 用 一 些 统计 分 析 方法 估计 函数 也 (i) 所 含 的 一 些 参 
数 249 识别、 提取、 预报 趋势 函数 项 刀 ( 念 。 我 们 把 这 样 一 类 方法 , 称 为 参数 模型 方法 。 

在 时 间 序列 分 析 中 , 识别 、 提 取 趋 势 函数 项 刀 ( 妨 是 很 重要 的 一 步 。 在 有 些 问题 中 ， 识 
别 、 提 取 万 ( 妨 本 身 就 是 对 互 ( 鸭 进 行 统计 分 析 的 最 终结 果 。 这 里 , 有 一 点 应 特别 引起 我 们 的 
注意 ， 只 有 在 问题 的 物理 机 制 允许 或 量 测 数据 本 身 具 有 明显 的 趋势 函数 项 刀 ( 妨 时 , 进行 这 
种 提取 才 是 有 意义 的 。 

提取 趋势 函数 项 刀 ( 力 后 , 把 剩余 部 分 

7T( 直 一 2 和 (办 一 已 ( 直 (6.4.1) 
作为 一 个 平稳 时 间 序列 进行 分 析 和 预报 。 综 合 二 者 ， 给 出 ' 开 的 在 巡 如 时 的 结果 预报 值 。 

为 了 提取 随机 过 程 玉 ( 纺 的 趋势 函数 项 刀 (, 一 般 假定 刀 ( 妨 有 两 部 分 组 成 , 即 

也 (= 上 DO) (6.4.2) 
其 中 ，j (9) 是 量 测 数 据 (6.1.1) 随 时 间 上 变化 的 主 值 函数 项 ， 忆 () 是 由 (6.1.1 可 分 离 出 来 
的 周期 函数 项 。 
对 一 般 的 量 测 数据 (6.1.1), 可 以 选用 相对 的 时 间 单 位 。 为 了 计算 处 理 上 的 方便 ,如 可 
以 取 
1 1- 广 1 入 On 2 
这 时 , 取 主 值 函数 项 
人 一 0 十 cit 十 ei 十 co 如 二 ci 十 cs1 二 ce 寻 -3 十 于 十 ct coe- 计 cn (6.4.3) 


拟 合 量 测 数据 (6.1.1)。 用 逐步 回归 算法 , 给 定 舍 选 预报 因子 歹 -检验 的 临界 值 玉 、F。 让 计 
算 机 在 计算 过 程 中 , 自动 挑选 主 值 函数 项 了 (为 (6.4.3) 的 形式 和 其 中 的 人 参数 , 即 舍 选 (6.4.3) 
中 的 因子 , 确定 其 中 的 待定 参数 c。 经 逐步 回归 计算 , 若 得 到 回归 系数 

CG=-0 (一 1 2，…，10) 
则 可 认为 时 间 序 列 无 主 值 函 数 项 廊坊 。 

对 一 些 特殊 的 量 测 数据 x( 芒 ， 根 据 产 生 这 组 数据 的 物理 机 制 或 实际 经 验 ， 可 以 选用 自 
己 特有 的 主 值 函 数 项 F 为 。 如 对 太阳 黑子 相对 数 的 量 测 数据 进行 分 析 预 报时 ， 量 测 数 据 
(6.1. 刀 是 在 一 个 不 到 革 年 的 周期 内 给 定 的 , 经 分 析 可 用 曲线 (图 6.2) 

(有 一 co 十 ctae 一 6 (6.4.4) 


进行 拟 合 。 和 (6.4.3) 相 比 , (6.4. 细 给 出 了 更 好 的 结果 。 这 里 ，c c, w By， 是 拟 合 量 测 
数据 (6.1. 了 时 的 待定 参量 , 可 用 < 曲线 拟 合 > 一 章 中 给 出 的 算法 , 估计 这 些 参 量 。 
去 掉 拟 合 的 主 值 函数 项 小 所 后 , 得 到 新 的 有 序数 集合 

(办 一 2 有 一 四 一 二 2， 

对 这 组 数据 考虑 一 个 隐 含 周期 模型 
4 ( 坟 一 王 ( 轴 十 7 仅 

这 里 

卫 ( 直 一 oo 十 名 (o cosoft 十 sm cj 四 (6.4.5》 
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其 中 , wo、!、w、B)、p 为 待定 参量 。 
对 随机 过 程 互 ( 纺 , 根据 经 验 或 物理 分 析 , 假 芳 已 知 闷 (办 具有 周期 始 (= 二 2 …， 有 全， 
则 可 象 识别 .提取 主 值 函数 j( 力 那样 , 识别 、 提 取 人 工 周 期 函数 项 
而 国 -at+y(a cm 这 +bsin 天 引 (6.4.6) 
用 逐步 回归 算法 , 含 选 (6.4.6) 中 的 周期 史 , 给 出 参量 w、2 的 最 小 二 乘 估计 值 , 得 到 人 工 局 
期 函数 项 记 ( 轨 。 
在 多 数 情况 下 , 周期 罗 是 不 知道 的 , 需要 通过 对 量 测 数据 v( 坊 的 分 析 ， 识别、 提取 由 于 
缚 机 部 分 ”( 办 存在 而 失真 的 隐 含 周期 中 = 2r/or。 在 实际 计算 中 ， 可 以 用 来 进行 周期 识别 
的 方法 是 很 多 的 2 9。 下 面 ,我 们 介绍 一 种 在 计算 机 上 应 用 比较 方便 的 周期 图 方法 。 
根据 给 出 的 W 个 数据 
21，203，…，JN 
如 果 随 机 过 程 互 ( 力 存在 周期 ,用 周期 图 方法 可 能 分 析 到 的 周期 有 
立 .六 
T， 二 ，… 下 


这 里 
| 到。 当 太 为 偶数 时 
全 |= 
一 于 -， 当 交 为 奇数 时 
对 可 能 周期 
有 =A1 (= 2 …， 开 ) 
计算 它们 的 振幅 
m= 芳 阅 weos 符 克 . 
5= 了 2 | 二 | (6.4.7) 
2 2 2 
房 -= 克 襄 罗 徊 丈 硬 
当 六 为 偶数 时 , 有 
中 -再 寥 ( 一 2 和 
hy=0 
一 般 称 统计 量 
5- 于 (cit 克 ，A2 2 [二 二] 


踢 - 人 ， 当 为 偶数 时 


交 


为 随机 过 程 工 ( 妇 的 周期 图 。 取 


可 以 证 明 





2o3 
为 了 从 这 些 可 能 周期 中 选取 随机 过 程 和 (办 的 真正 周期 , 给 出 下 面 的 统计 售 选 方法 。 
取 人 3 一 max{1S1，S2，.…，8A)} 

在 7( 轧 为 高 斯 白 噪 声 的 假定 下 , 统计 量 

防 一 SS2 

服从 了 sher 分 布 


卫 人 > 名 = 3 (一 TO8 [一 (9 二 区] 寺 : 


其 中 是 使 1 一 人士 芒 扩 >0 成 立 的 最 大 正 整 数 。 
对 给 定 的 显著 水 平 % 若 


了 {y>% 罗 > (6.4.8) 
可 以 认为 随机 过 程 瑟 (办 无 周期 函数 项 已 坟 。 否 则 ，P{ty>o%<a， 以 显著 水 平 c 接受 
罗 = 芯 


为 随机 过 程 芯 (的 第 一 个 周期 。 
取 甩 ,为 人 8 …，8& 中 的 第 不 个 最 大 值 。 统 计量 
凡 一 SB 
服从 Fisher 分 布 
7 人 > 朵 =0 呈 六 (DO83a 全 站 划 一 G+g 风 二 


其 中 是 使 1- (十 7)%>0 成 立 的 最 大 正 整 数 。 
对 给 定 的 显著 水 平 m 若 
Pty>%<a (6.4.9) 
接受 罗 一 太 / 仿 
为 随机 过 程 忆 乡 的 一 个 周期 。 
用 丝 特 卡 洛 方法 模拟 随机 模型 
吕 ( 力 一 三 的 十 王 ( 雪 十 9 人 坊 
和 分 析 、 预 报 一 些 实际 问题 的 经 验 表 明 , 显著 水 平 K 不 宜 取 得 过 大 , 如 一 般 可 取 as<0.01。 
由 统计 检验 (6.4.8)、(6.4.9), 若 选 得 随机 过 程 束 (办 的 ! 个 周期 ， 2，…,， 2 ， 取 贺 
频率 
az 一 2r/12 一 27 人 如 /人 
得 周期 函数 项 
了 人 = 十 它 (au coswz 十 Bossin wxt) (6.4.10) 
其 中 


利用 周期 图 分 析 方 法 ， 经 过 (6.4.7)、(6.4.8) 、(6.4.9)， 识 别 、 提 取 周 期 函数 项 工 ( 
《6.4.10), 只 能 得 到 以 元 为 基 频 的 频率 分 量 , 无 帮 , 这 是 不 能 满足 实际 问题 要 求 的 。 引 入 人 


工 周期 函数 项 mm( 轨 (6.4.6), 可 以 弥补 周期 图 分 析 的 这 一 缺陷 。 
求 得 yj ( 力 、 和 人 鸭 、 忆 (后 , 得 到 随机 过 程 和 ( 萎 的 趋势 函数 项 
万 (= 十 加 从 十 己 的 


rasccye or nearopEG9G9GGI2SEEEFEESEGIIESEESEPF 和 于 “gg 汪 1 抽 PP 全 人 - “说 fdhyqgh ye 一 
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把 提取 刀 (i) 后 的 剩余 
站 (办 一 马 人 一 万 (办 (6.4.11) 
作为 一 个 平稳 随机 过 程 ,用 86.2 讨论 过 的 方法 进行 平稳 时 间 序列 的 分 析 和 预报 。 

经 验 表 明 , 选取 适当 的 趋势 函数 项 D( 人 )， 可 以 改进 量 测序 列 (6.1.1) 的 平稳 性 ， 提 高 巴 
报 结果 的 精度 。 一 般 说 来 ， 量 测 数据 的 样本 量 W 比较 小 ， 拟 合 比较 复杂 的 趋势 函数 项 
DO ,容易 出 现 假象 , 量 测 数据 内 部 拟 合 的 精度 高 , 预报 (外 推 ) 的 精度 低 。 

根据 给 出 的 量 测 数据 (6.1.1)， 可 用 86.3 讨论 的 方法 进一步 检验 由 (6.4.11) 给 出 的 数 
据 y 他 的 平稳 性 。 假若 把 (9) 作为 平稳 时 间 序 列 处 理 仍 不 合理 时 ， 可 作 进一步 的 分 析 ， 以 
改进 9 人 约 的 平稳 性 。 常 常 根 据 问题 的 物理 机 制 和 对 数据 汶 进 行 统计 分 析 的 结果 ， 构 造 一 
个 新 的 修正 算 子 豆 , 对 交 进 行 加 工 , 以 得 到 -个 渐 近 的 平稳 随机 过 程 

gp 人 =- 互 [Dj 全 ] 

如 对 太阳 黑子 相对 数 进行 分 析 、 预 报时 ， 提 取 主 值 函数 项 (6.4. 和 后， 对 闷 一 6 进 
行 统计 分 析 的 结果 表明 ,并 (b) -GO) 具 有 显著 的 非 平稳 性 (参见 图 6.2)。 因为 太阳 黑子 相 
对 数 科 ( 纹 ， 在 太阳 活动 的 峰 年 前 后 ,随机 摆动 的 幅度 大 ,在 宁静 年 份 ,随机 摆动 的 幅度 小 ， 
具有 (GD) = 开 ( 扩 一 F() 和 主 值 函 数 jb) 成 正比 的 特性 。 根 据 这 -物理 特性 , 选取 修正 算 
子 

= [7 二 a]- 
其 中 为 待定 参量 , 且 取 吉 <B<1。 经验 表明 ， 


g 信 = [ 科 从 一 FJ/ 二 a]4 
较 7 的 一 他 七 一 了 的 的 平稳 性 有 所 改进 。 不 难看 出 ， 这 是 用 混合 模型 处 理 时 间 序列 的 一 个 
实例 。 


Xp 


虽 





TD=XCD- 放 ) 
图 6.2 时 间 序 列 的 平稳 性 改进 


在 实际 计算 时 ， 当 数据 量 六 比较 大 时 ， 从 (6.4.7) 可 以 看 出 ， 计算 系数 mw、/ 的 运算 量 
是 很 大 的 。 这 里 计算 mw、 和 8$6.2 中 计算 平稳 过 程 的 谱 密 度 \6.2. 汪 类 似 ， 主 要 运算 量 是 
计算 一 个 有 限 的 傅 里 时 级 数 , 即 计算 


妆 seosjp 疡 ssinj (6.4.12) 
因此 ， 给 出 一 种 比较 简单 的 算法 是 必要 的 。 
取 
t+3 一 Vi 一 0 
计算 递 推 等 式 


优 一 荔 十 2c0S DFT 一 让 7 一 从， 人 丸 一 十， we 2， I (6.4.13) 
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可 以 证 明 


党 


25 0 让 一 但 cos0 一 2 
和 工 


之 


之 gginJ0 一 如 sing 
这 样 , 利用 (6.4.13), 只 需 算出 三 角 函 数 cos0, sin 2 便 可 有 效 的 算出 (6.4.12)。 
对 一 些 特殊 的 W 值 ， 特 别 在 六 = 2 (wm 为 正 整 数 ) 时 ， 可 以 利用 快速 傅 里 吐 算法 
(FET) 呈 7 更 快 地 得 到 (6.4.12)。 


6.4.2 差分 模型 方法 


这 里 , 非常 粗略 地 介绍 一 下 差分 模型 方法 。 
对 时 间 序 列 {z， 定 义 ， 
(1) 后 移 算 子 如 
Dazr 一 0f 1 
《2) 向 后 差分 算 子 V、Y， | 
VW 一 从 一 4 
Vs 一 人 一 入- 
根据 定义 , 不 难 证 明 
Br 一 .Bm 61 一 一 HR 
Vw 一 zi 一 Br 一 代 一 有 人 
Vs 一 人 一 Bt 一 ( 侍 一 订 )v 


一 1 一 施 
V-z= ( 代 一 有 - 苔 = Bfx， 
二 电 o-= 习 n 
利用 后 移 算 子 如 和 差分 算 子 Y、V。， 可 以 表示 在 86.2, 86.4.1 中 讨论 的 各 种 随机 模 


一 个 2 阶 自 回归 模型 
他 二 由 2 十 dazt_3 十 赂 2 十 8 
利用 后 移 算 子 如， 可 表 为 
作 一 (内 B 十 加 B2 十 … 十 了 0) 人 十 8 
引入 2 阶 自 回 妇 算 子 
4(B) =1 一 内 了 B 一 加 本 一 … 一 略 B， 
得 
(DB) 和 一 8 (6.4.14) 
如 果 要 求 s 是 一 个 白 噪 声 ，w 是 一 个 满足 自 回归 模型 (6.4.14) 的 平稳 随机 过 程 ， 则 自 
回归 算 子 少 (了 ) 的 系数 必 必 须 满足 一 定 的 条 件 。 
将 虚拟 变量 如 的 多 项 式 由 (Z) 进 行 分 解 ,得 
由 (了 ) = 代 一 GDB) (一 GaB)…(1 一 G5B) 


RU MY Pr rr 
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由 (6.4.14), 得 

好 一 由 (了 B)s; 一 立 寺 和 和 人 2 一 ( 了 )8e (6.4.15) 
其 中 





T 人 7 
称 为 求 和 算 子 。 
这 时 , 根据 (6.4.15)， 时间 序列 w 是 以 白 噪 声 s* 为 输入 、 传 递 函 数 为 (了 B) 的 线性 系统 
的 输出 函数 。 因 此 , 只 有 传递 函数 <(B) 在 虚拟 变量 | 如 | 过 1 时 收敛 , wx 才 是 平稳 时 间 序 列 。 
这 就 要 求 怀 阶 自 回 归 算 子 风 (B3) 的 特征 根 , 即 多 项 式 
$(D) 一 0 
的 解 都 位 于 单位 圆 外 。 根 据 (6.4.15), 这 意味 着 
1G6| 天 并 
对 J7= 二 2 …, 2 同时 成 立 。 违 反 这 一 条 件 , 就 得 到 各 种 不 同类 型 的 非 平稳 时 间 序 列 。 
在 实际 应 用 中 , 出 现 重 根 |9;| =I 的 情形 是 特别 重要 的 。 这 时 , 有 简化 算 子 
= (一 B)。 
= (1-- Bo9)a 
我 们 知道 ,一 个 平稳 随机 过 程 ,经 过 线性 差分 运算 后 还 是 平稳 的 。 一 个 qd 一 工 阶 多 项 式 
(的 一 co 十 ci 十 Ca 妇 十 十 ce- 加 
经 过 民 阶 差分 有 
Vf=0 
而 一 个 以 整数 8 为 周期 的 周期 函数 
卫 ( 办 = 忆 ( 寺 1)， 交 一 土 1， 士 2，… 
经 差分 
VIPO=(1 一 DB)P 坟 一 了 (办 一 了 (一 引 
处 理 , 可 消去 周期 分 量 。 
因此 , 对 一 个 一 般 的 非 平稳 随机 过 程 
总 的 一 让 坟 十 三 ( 扒 十 7 仿 
其 中 1 (为 平稳 随机 过 程 经 差分 
VC 起 =VIVon 坊 
处 理 , 得 到 一 个 平稳 随机 过 程 。 
为 了 大 大 减少 估计 参量 的 个 数 , 提高 预报 精度 , 利用 2 阶 自 回归 算 子 
由 ( 且 ) 一 工 一 内 刁 一 加 有 一 … 一 加 B 
和 4 阶 滑动 平均 算 子 
0( 了 )=1 一 让 B 一 03B2 一 … 一 0Ba 
处 理 平 稳 过 程 的 分 析 和 预报 , 得 到 习 ( 力 的 一 般 处 理 格式 ; 
由 (B)V'Vs 和 夫 一 0(B)st (6.4.16) 
一 般 把 差分 模型 (6.4.16) 称 为 (2，d， 29) 阶 自 回 归 积 分 滑动 平均 模型 (ARIMA)。 在 [加 
中 ,十 分 详细 地 讨论 了 由 量 测 数据 (6.1. 了 了 识别、 估计 、 检 验 随 机 差分 模型 (6.4.16) 的 方法 。 
限于 篇 幅 , 这 里 不 再 进行 更 细致 的 讨论 。 
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8$ 6.5 时 间 序 列 分 析 中 的 几 个 问题 


在 这 一 节 中 , 很 简略 地 讨论 时 间 序 列 分 析 中 经 常 遇 到 的 几 个 问题 ,即时 间 序 列 的 采样、 
过 滤 、 变 换 问 题 , 预报 结果 的 精度 分 析 问 题 。 

《一 ) 时 间 序 列 采 样 

给 出 随机 过 程 *( 妨 的 一 个 现实 z( 力 。 为 了 在 数字 计算 机 上 进行 分 析 处 理 ， 必 须 将 z( 好 
进行 数字 离散 化 。 在 许多 实际 问题 由, 时 间 序 列 的 采样 时 间 间 隔 天 的 大 小 , 由 问题 的 物理 性 
质 决 定 。 在 到 给 定 后 , 得 到 原始 量 测 数 据 

为 ，22， 2 (6.5.1) 
其 中 
为 一 2( 加 十 9) ， 9 一 1 2，…，NWo 
量 测 数据 (6.5. 巧 ， 决 定 了 我 们 能 够 分 析 到 的 频率 范围 。 由 于 采样 长 度 Wo 和 采样 时 


， 交 间隔 郊 的 限制 , 分 析 不 到 低 于 户 =JNow 和 高 于 . 产 =J1/ 双 的 频率 分 量 , 形成 采样 误差 。 


(二 ) 时 间 序 列 滤波 ， 

在 时 间 序 列 分 析 中 , 把 比较 广泛 的 一 类 数据 处 理 方法 叫做 数字 滤波 。 数字 滤波 可 以 用 
来 平滑 原始 数据 ,降低 量 测 误差 、 减 少 处 理 的 数据 量 , 实现 数据 分 频 以 研究 分 频数 据 的 性 质 。 

给 出 原始 量 测 数据 (6.5.1), 常用 的 简单 滤波 方法 有 : 

(G) 等 权 平滑 滤波 
> CA 了) 二 多 一 卫 ， 2， 二 和 入 

人 =- | 人 一 人 0o 一 和 十 03 一 人 03 
(2) 加 权 滤 波 
%= 包 态 52 和 多 一 十 ， 2， 请 人 

这 里 , 为 为 给 定 的 滤波 权 函 数 ，w> 二 六 = Wo 一 ra 十 


〈3) 累积 滤波 
bo 一 0， % =%-i+a=g 
9=1 2 ,太太 一 No 
(4) 低 通 递 推 滤波 


bo 一 0， 儿 一 ao 十 ( 工 一 C)2 
9 一 1， 2 …，N，WN=No，0<a<1I 
(三 ) 时 间 序 列 变换 
为 了 扩大 时 间 序 列 处 理 物理 数据 的 范围 , 对 经 过 简单 滤波 处 理 后 的 数据 办 引进 一 类 非 
丝 性 变换 ， 用 含有 一 个 或 多 个 参量 的 数据 zw 代替 轴 进行 分 析 。 变换 的 类 型 可 以 根据 问题 
的 物理 性 质 和 数据 自身 的 特性 进行 选取 。 如 可 取 
，_ [ao 十 ” 。 当 #*0 时 
” jarey+ 嫌 ， 当 和 =0 时 
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其 中 变换 参量 8, 在 入 #1 时 ,应 使 
- 2obm 十 >0 
对 一 切 ” 成立。 在 参量 <c- 和 = 了 =0 时 , w%=%, 量 测 数据 保持 不 变 。 
(四 ) 预报 精度 分 析 
对 时 间 序 列 (6. 工 .1 进行 了 统计 分 析 ， 用 回归 模型 (6.4.3) 识 别 、 提 取 并 坊 的 主 值 函数 项 
了 人， 用 调和 分 析 模 型 (6.4. 玖 、(6.4.6) 识 别 、 提 取 并 ( 坟 的 周期 函数 项 雁 、 径 ( 坊 ， 用 自 国 
归 模型 (6.2.9)，(6.2.27) 给 出 平稳 随机 过 程 7 坊 的 预报 值 普 (六 十 力 , 最 后 综合 给 出 预报 结 
果 
2#4( 广 十 力 一 大人 十 ) 十 和 (人 十 及 十 忆 ( 六 十 六 十 六 (让 十 及 
形式 上 完成 了 忆 的 分 析 、 预 报 工作 。 但 是 , 对 实际 应 用 来 讲 , 仅仅 给 出 >(Y 十 力 的 预报 值 
(人 十 力 还 是 远 远 不 够 的 。 只 有 在 一 定 信和 度 条 件 下 给 出 所 (Y 十 力 的 预报 精度 , 才能 知道 预 
报 值 z*(Y 十 四 能 否 在 实际 中 应 用 。 
在 时 间 序列 分 析 中 , 一 般 采 用 后 验 预 报 方法 进行 预报 结果 的 精度 分 析 。 这 时 , 把 已 经 采 
用 的 预报 方案 施用 于 已 有 的 量 测 数据 上 , 用 远 期 的 已 知 数据 预报 近期 已 有 的 结果 , 给 出 后 验 
预报 残 差 6。 
如 用 浆 一 个 量 测 数据 
人 1，Va，“”…， 人 N 一 有 
进行 分 析 、 预 报 , 得 到 zw-xra 的 预报 值 人 x-x*+t 求 得 预报 残 差 
05 一 OA -HH 一 ON_ktdl 
对 8=1 2, …， 玉 ， 得 到 一 组 后 验 预 报 残 差 
01，03，…，Gr (6.5.2) 
对 数据 组 (6.5.2) 进 行 分 析 , 给 出 它们 的 均值 .方差 和 经 验 分 布 函数 , 得 到 预报 的 精度 指标 。 
如 果 进 行 的 后 验 预 报 具 有 代表 性 , 在 物理 条 件 不 变 的 情况 下 , 后 验 预 报 残 差 8 的 分 布 和 
今后 实际 预报 误差 的 分 布 ,在 统计 上 应 该 是 一 致 的 。 因 些 , 根据 后 验 预报 的 精度 可 以 推断 实 
际 预 报 的 可 车 性 。 
下 面 ,给 出 预报 精度 分 析 的 几 个 统计 指标 。 
对 量 测 数据 (6.1. 蕊 , 计算 原始 方 郑 


人 3 一 广 衬 (一 他)3 
AV ， | 只 7 


由 后 验 预 报 残 差 序列 (6.5. 纪 ,计算 统计 量 


5 -去 2 3， 
及- 六 阅 (25 
给 出 后 验 标 准 差 的 比值 
CO 一 so/Si 
和 或 然 误 差 的 观测 频率 


P{l3 一 下 <0.6745S} 
据 此 , 可 以 给 出 预报 方案 好 坏 的 一 个 参考 标准 。 


Capr 
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预报 精度 殊 C 
好 | >0.95 0 
合 格 的 入 0.80 <<0.50 
勉 强 >0.70 0 
不 合格 <0.70 | 之 0.65 


根据 上 面 讨论 的 结果 , 用 图 6.3 所 示 的 框图 给 出 时 间 序 列 分 析 的 一 般 过 程 。 





[ 框 1 菩 ”输入 原始 量 测 数据 及 控制 参量 
(GD 原始 最 测 数据 
2 站 t1 2 No 

(3) 基本 模型 
《3) 控制 参量 
[ 框 3] 原始 数据 线性 滤波 

4 办 一 Di[z( 轨 ] 二 1 2 <Ne 
[ 框 3] 滤波 结果 进行 变换 

2(b 一 Te[VN] 1 2 六 
[和 框 和 4 xz 的 主 值 函 数 项 Fi) 的 识别 提取、 预报 
[ 框 5] 是 否 给 出 人 工 周期 丈 
[ 框 6] ”根据 周期 刀 ， 进 行人 工 局 期 函数 项 的 识别 提取、 预报 
[ 框 7] 进行 自然 周期 函数 项 Pt 的 识别 .提取 ,预报 
[ 框 3 计算 
六 人 二 六 共 十 人 (有 共 十 忆 ( 办 1 2 TAN 二 1 天 
(一 2 一 万 ( 畔 1 2 


Try reggrgroop replyg 0rreeritt 本 epirertrrrretr :virtrveene 一 一 
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[1] 


[2] 
[3] 
[4] 


[5] 
[6]j 
f7] 
[8] 


[9] 
忆 0] 


[ 杠 邹 进行 办 妇 的 平稳 性 改进 
9( 罗 一 ms[mG)] 1 2 人 

[ 框 10] 对 wp(b) 进 行 平稳 性 分 析 
[ 框 11] 对 9( 抱 构造 随机 模型 , 进行 p( 妇 的 统计 预报 ,给 出 预报 值 拖 (+DO=TL 2，…，Z) 
{ 碟 13] ”给 出 综合 预报 值 

2*(V 二 7D=DCOVTDD+Z5iLe”(CV 十 六 ] 

(二 力 =T5tfzx*(N 二 D 门 ] 
[ 袜 13] ”进行 结果 预报 的 精度 分 析 
[ 框 14] 预报 精度 是 否 满足 要 求 ? 
[ 框 15] ”预报 精度 不 满足 要 求 , 停机 后 决定 是 否 改变 模型 和 控制 参数 
[ 框 16] 根据 上 面 分 析 的 结果 , 给 出 新 的 模型 和 参量 , 转 框 2 进行 新 的 计算 
[ 袜 17] ”输出 分 析 结 果 和 预报 结果 
{ 框 18] 停机 


/= 2， “9 也 
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第 七 章 “ 确 特 卡 治 方法 


871 概 论 
蒙特 卡 洛 (Monte Carlo) 方 法 , 是 一 类 通过 随机 变量 的 统计 试验 、 中 机 模拟 ,求解 数学 物 
理 、 工 程 技术 问题 近似 解 的 数值 方法 。 在 资料 凡 、11、13、14、1I 轩 中 , 也 把 这 类 方法 ， 叫 做 统 
计 试 验方 法 , 随机 模拟 方法 。 
下 面 ,我们 通过 一 维 积分 


0-|。 Fedz (0<Fo) < (7.1. 


的 随机 模拟 , 说 明 用 蒙特 卡 洛 方法 求解 一 般 实 际 问题 的 基本 步 双 和 主要 特点 。 
为 了 用 紫 特 卡 洛 方法 模拟 积分 (7 . 工 . 二 ,就 需要 根据 积分 (7.1. 了 的 特点 ,构造 一 个 今后 
简称 为 概 型 的 数学 概率 模型 。 y 
在 图 7.1 中 ， 正 方形 内 曲线 y=./z) 下 面 的 面积 
等 于 积分 值 9。 如 果 在 正方 形 内 任 投 一 点 (2, 9), 则 随 
机 点 (2%, 幼 位 于 曲线 Jo) 下 面 的 概率 


1(z) 


P- Pty<j(O}=-| |， mu 


等 于 积分 值 g。 据 此 ， 可 以 构造 模拟 积分 (7.1. 卫 的 概 
型 





按 (0, 1 上 的 均匀 分 布 律 ,产生 随机 变量 (z, 力 的 
抽样 值 (参见 87.2)， 作 为 正方 形 内 随机 卡 的 坐标 , 模 汪汪 

拟 随机 投 点 试验 。 取 随 机 变量 加。 当 随 机 点 (z, g) 位 间 和 和 全体 

于 曲线 jz) 的 下 面 时 ,随机 投 点 试验 成 功 , 9 取 值 为 1 否则 , 取 值 为 0， 即 

[十 y<yFGe)， 随 机 投 点 试验 成 功 

[0 g>je)， 随 机 投 点 试验 失败 

大 量 产生 相互 独立 随机 变量 (z, g 轨 的 抽样 值 (c。，%), 得 到 汪 的 观测 值 m%= (zx %)。 在 


和 次 随机 投 点 试验 中 ， 袜 w 给 出 随机 投 点 试验 成 功 的 总 次 数 。 


| 


人 


5- 坟 安 CC192) 
给 出 积分 值 2 的 无 偏 估计 , 样本 标准 差 
Su- 人 广 半 Oo-7] (7.1.3) 


给 出 了 精度 的 统计 估计 。 
实际 问题 中 的 概 型 总 是 复杂 的 。 一 般 , 象 用 (7.1. 思 对 积分 (7. 工 .进行 直接 模拟 , 结果 


vtetarttreer ee 
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的 精度 很 低 , 往往 是 不 成 功 的 。 对 多 数 概 型 , 必须 根据 它们 的 特点 ， 设计 和 使 用 降低 模拟 方 
差 、 加 速 结果 收敛 的 方法 。 如 模拟 积分 (7 .I. 世 时, 产生 \0, 蕊 上 均匀 分 布 的 随机 变量 zw 本 
以 得 到 比 (7.1.2) 更 为 有 效 的 估计 (参见 87.7) 


洲 - 亏 衬 j(o) (7.1.4) 
从 积分 人 .1.1) 的 模拟 过 程 中 可 以 看 出 , 用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 一 个 实际 问题 ， 基 本 步骤 


(D 根据 实际 问题 , 构造 模拟 概 型 

(2) 根据 概 型 的 特点 , 设计 、 使 用 降低 方差 的 各 类 方法 , 加 速 模拟 结果 的 收 全; 

(3) 给 出 概 型 中 各 种 不 同 分 布 随机 变量 的 抽样 方法 ; 

(4) 统计 处 理 模拟 结果 ,给 出 问题 的 解 和 精度 估计 。 

这 里 给 出 的 模拟 步骤, 组 成 了 蒙特 卡 洛 方法 研究 的 基本 课题 , 即 蒙 特 卡 洛 方法 的 基本 理 
论 , 随机 变量 的 产生 、 检 验 及 其 实际 应 用 。 

把 随机 模拟 方法 用 于 近似 数值 计算 领域 乌有 近 百年 的 历史 。 由 于 模拟 试验 工具 的 眼 
制 , 除 很 个 别 的 例子 (如 通过 攻 丰 投 针 概 型 计算 圆周 率 mc， 验证 寻 -分 布 等 ), 很 少 有 人 用 来 
求解 实际 问题 。 

随 着 科学 技术 的 发 展 , 在 生产 斗争 、 科 学 实验 过 程 中 , 出 现 了 许多 复杂 难 解 的 问题 ,如 核 
物理 中 描述 质点 运动 的 迁 运 方程 %12， 大 型 系统 的 可 靠 性 分 析 592， 地 震波 的 模拟 试验 9, 高 
维 数学 物理 问题 求解 , 多 元 统计 分 析 史 7312， 医 学 、 技 术 中 的 诊断 、 识 别 , 大 型 系统 模拟 试验 ， 
大 规模 生产 过 程 中 的 运筹 规划 9a,19 等 等 。 对 这 些 问题 用 传统 的 物理 试验 或 数学 方法 进行 
处 理 ,常常 感到 十 分 困难 ,而 用 蒙特 卡 洛 模拟 , 常 使 眼界 开 扩 , 找到 新 的 处 理 方法 。 快 速 数 
字 计 算 机 的 出 现 和 发 展 , 为 蒙特 卡 洛 方法 提供 了 强 有 力 的 模拟 工具 , 使 这 一 方法 得 到 愈 来 傅 
广泛 的 应 用 咏 835。. 

从 积分 (7.1.1) 的 模拟 过 程 可 知 , 蒙特 卡 洛 方法 是 模拟 概 型 中 的 一 个 随机 变量 % 更 确 
切 地 说 , 是 模拟 一 个 复杂 的 随机 变量 mm，za，…，zw 的 函数 

一 四 (040a， om) 
遥 过 站 的 随机 模拟 , 得 到 抽样 值 mm，，…，?x， 统 计 处 理 后 ,给 出 了 的 概率 分 布 或 各 阶 矩 的 
估计 值 , 得 到 概 型 的 解 。 在 实际 问题 中 , 经 常 要 求 给 出 7 的 数学 期 望 妃 (”) 和 标准 差 wu 的 估 
计 值 , 即 (人 7.1.2)、(7.1.3) 中 的 忆 和 8。 因此 , 模拟 概 型 的 随机 性 , 模拟 算法 的 简单 性 ， 是 蒙 
特 卡 洛 方法 的 第 一 个 特点 。 

(7.1.2) (7.1. 色 两 种 不 同 的 模拟 算法 ,都 能 给 出 积分 (7.1.1) 的 无 偏 估 值 。 模拟 过 程 
的 这 种 灵活 性 , 组 成 蒙特 卡 洛 方法 的 另 一 特点 。 

蒙特 卡 洛 方法 的 误差 估计 和 收敛 性 , 别 具 风格 , 构成 它 的 第 三 个 特点 。 

” 设 模拟 的 随机 变量 m(za，za，…，zn) 具 有 有 限 的 方差 c% 它 的 样本 均值 


给 出 概 型 的 解 。 当 样本 量 W 充分 大 时 ,模拟 结果 的 误 差 


全 一 一 (D) 1<a (7.1.5) 
以 概率 
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(fr 1 
-7 (7.1.6) 


成 立 。 取 置信 水 平王 = 95.5 狗 ,误差 
ee 一 20/\/ 万 《7.7) 

由 (7.1.5)、(7.1.6)、(7.1.7) 可 以 看 出 , 蒙特 卡 洛 模拟 的 精度 和 收敛 过 程 , 具有 如 下 特 
点 : 

(D 收敛 过 程 服 从 概率 规律 。 结 果 精 度 c/v/ 了 象 物 理 实验 一 样 ， 可 在 模拟 过 程 中 进 
行 估计 ; 

(2) 模拟 结果 的 精度 和 概 型 的 维 数 咱 无 关 , 因而 蒙特 卡 洛 方法 特别 适宜 求解 高 维 问题 ; 

(3) 收敛 速度 DG 丈 ); 

( 引 降低 方差 c 地 位 重要 , 效果 显著 。 

蒙特 卡 洛 方法 以 OGIVw/ 万 ) 的 速度 收敛 , 理论 上 已 无 法 改善 , 和 一 般 数 值 方法 相 比 是 比 
较 慢 的 。 这 样 的 收敛 速度 , 要 把 结果 的 精度 提高 一 位 , 就 要 百倍 地 增加 模拟 工作 量 。 在 实际 
应 用 中 , 可 精心 设计 模拟 概 型 , 改进 抽样 方法 , 降低 方差 "。 理论 分 析 和 实际 应 用 的 经 验 表 
明 , 综合 利用 各 类 降低 方差 的 技巧 , 可 十 倍 , 甚至 百倍 地 提高 模拟 结果 的 收敛 速度 。 


8$7.2 随机 数 的 产生 


-用 壹 特 卡 洛 方法 模拟 一 个 实际 问题 时 , 用 到 各 种 不 同 分 布 的 随机 变量 。 在 理论 上 ,只 要 
有 了 一 种 连续 分 布 的 随机 变量 ,通过 变换 、 含 选 等 抽样 方法 ， 就 可 以 得 到 任意 分 布 的 随机 变 
量 (参见 87.3、87.4.、87.5)。 在 连续 分 布 函数 中 , (0, 了 上 的 均匀 分 布 函 数 

0， Z<0 
盏 (Z) 一 42 0<z<1L1 
二 ， 工 <Z 
是 最 简单 的 。 因 此 , 在 蒙特 卡 洛 模拟 中 , 多 是 先 产生 均匀 分 布 随机 变量 吾 的 抽样 值 mr(B 一 了 
2 …)， 通 过 变换 、 舍 选 各 类 方法 ， 再 产生 其 它 分 布 随机 变量 的 抽样 值 。 为 简单 计 ， 我 们 把 
(0 芒 上 均匀 分 布 随机 变量 吾 的 抽 祥 值 w 叫做 随机 数 。 

在 电子 计算 机 上 , 已 经 使 用 的 产生 随机 数 的 方法 , 可 大 致 分 为 三 类 : 

(了 把 已 有 的 随机 数 表 ( 如 资料 [12]) 输 入 机 器 ; 

(2) 用 物理 方法 (如 噪声 型 随机 数 发 生 器 =.29) 产 生 真正 的 随机 数 ; 

(3) 用 数学 方法 产生 伪 随 机 数 。 

产生 随机 数 的 数学 方法 是 利用 数字 计算 机 的 运算 性 能 , 根据 递 推 公式 

人 34 下 (to (7.2.1) 
由 程序 直接 产生 数值 序列 {r,}。 这 种 产生 随 宙 数 的 方法 速度 快 , 占用 机 器 前 内 存 小 , 对 模拟 
的 问题 可 以 进行 复 算 检查 , 故 发 展 快 使 用 广 5s。 

由 于 数字 计算 机 上 表示 一 个 数字 的 字 长 有 限 , 故 只 能 表示 有 限 个 不 同 的 数 。 记 以 , 严格 
说 来 ,在 计算 机 上 不 能 产生 真正 连续 分 布 的 随机 数 。 象 一 般 数值 计算 中 用 差分 代替 微分 那 
样 ， 在 蒙特 卡 洛 模拟 中 ， 用 离散 分 布 的 随机 数 代替 连续 分 布 的 随机 数 。 因此 ， 用 递 推 方法 : 
(7.2. 产 生 的 数值 序列 {r} 是 完全 确定 的 , 到 一 定 长 度 周而复始 , 出 现 周期 现象 。 这 些 , 和 
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厌 机 数 的 基本 性 质 都 是 矛盾 的 。 所 以 , 在 机 器 上 , 用 数学 方法 , 不 可 能 产生 真正 的 随机 数 。 
但 是 ,只 要 产生 的 数值 序列 {r 能 够 通过 随机 数 的 各 类 统计 检验 (参见 87.6)， 就 可 以 把 它 
们 当 作 真正 的 随机 数 使 用 。 为 和 真正 的 随机 数 相 区 别 ,， 通常 把 用 数学 方法 产生 的 随机 数 叫 
做 擅 随 机 数 。 
在 产生 伪 随 机 数 的 数学 方法 中 , 有 迭代 取 中 法 , 移 位 法 和 同 余 法 汶 。 下 面 ， 我 们 介绍 统 
计 性 质 较 好 , 使 用 较 广 的 两 类 同 余 法 ， 乘 同 余 法 和 混合 同 余 法 。 
用 混合 同 余 法 产生 伪 随 机 数 的 递 推 同 余 式 是 
2 十 CO (modM) (7.2.2) 
其 中 , 初 值 zo， 乘 子 增 量 C 和 模 MW 取 非 负 整数 。 当 C=0 时 ,有 
ZEAXO (mod 1 ) (7.2.3) 
是 用 乘 同 余 法 产生 伪 随 机 数 的 递 推 同 余 式 。 这 里 
4 三 也 (mod 
表示 以 W 为 模 的 同 余 式 , 4<.M, 取 妃 被 M 整除 后 的 余数 。 取 
一 Oo (7.2.4) 
作为 产生 的 随机 数 。 显 然 , 0 和 <1。 在 计算 机 上 ， 
ZE 和 AZ (mod 1 ) 
可 用 双 倍 位 乘法 运算 , 取 后 面 的 尾数 部 分 来 实现 。 
下 面 , 从 产生 伪 随 机 数 的 基本 要 求 一 一 周期 长 .产生 的 速度 快 、 统 计 性 质 优 (如 随机 数 的 
均匀 性 、 独 立 性 、 随 机 性 等 ，87.6) 一 一 讨论 参数 zx， X，C，3f 的 选取 问题 安 。 
在 二 进 制 数字 计算 机 上 ， 取 玉 =2 其 中 ?7 是 数字 计算 机 上 一 个 数字 尾部 的 字 长 。 这 
和 针 , 用 (7.2.2) 产 生 随 机 数 , 最 大 可 能 周期 了 = 包 而 (7.2.3) 的 最 大 可 能 周期 了 =2 
为 了 使 序列 zw 取 到 这 样 大 的 周期 , 应 选取 参数 : 
(在 混合 同 余 法 47.2.2) 中, 取 
和 =401+1， CO=2ci 十 上 为 任意 非 负 整数 
(2) 在 乘 同 余 法 (7.2.3) 中 , 取 
入 一 893s 十 3， xzo 一 20s 十 
这 里 ，9i、9s、ci、aa， 均 取 正 整数 。 
理论 分 析 和 统计 检验 表明 ， 和 % 取 值 过 小 或 它 的 二 进 制 形式 中 0、 工 呈 规 则 性 排列 时 ， 都 
不 能 产生 统计 性 质 理想 的 数值 序列 ,反之 ,一 般 是 可 取 的 。 特 别 , 对 乘 同 余 法 (7.2.3), 取 
入 一 52s+l 
是 成 功 的 。 其 中 参量 。 是 使 ge'+<2 成 立 的 最 大 正 整 数 。 如 在 允 =2a 时 ,可 取 入 一 5 
在 用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 复杂 概 型 时 , 使 用 屁 同 余 法 产生 的 伪 随 机 数 序列 , 还 存在 一 些 缺 
点 。 实 际 模拟 提出 对 同 余 法 改进 的 要 求 , 组 合同 余 法 便 是 其 中 的 一 个 。 
”用 乘 同 余 法 (7.2.3) 产 生 吧 个 随机 数 
9， (7.2.5) 
用 混合 同 余 法 (7.2.2) 产 生 另 一 随机 数 , 从 (7.2.5) 中 随机 地 选取 一 个 , 作为 实际 中 使 用 的 随 
机 数 。 这 样 , 从 乘 同 余 法 产生 的 随机 序列 {r 直 中 , 随机 地 选取 其 中 一 个 子 列 {rj, 它 的 统计 
性 质 , 经 统计 检验 优 于 原 序列 。 
在 机 器 上 进行 模拟 计算 时 , 先 产 生 弃 个 乘 子 
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na， 和 as， ”9 和 mw 

其 中 

MX 三 XM (modM) 

= 二 2，…， 惫 
用 混合 同 余 法 产生 的 随机 数 来 随机 选取 xx。 取 

ooxpnE 和 Za 《mod 对 ) 

把 | 敬 | 到 为 模拟 用 的 随机 数列 。 这 样 ， 在 实际 计算 中 , 并 不 需要 把 ri ra …，ro 如 实地 


产生 出 来 , 以 提高 机 器 的 产生 效率 。 在 二 进 制 数字 计算 机 上 , 可 取 四 = 或 2。 
8$7.3 随机 变量 抽样 
在 得 到 (0, 1) 上 均匀 分 布 随机 数 序列 fr 之 后 ， 必 须 给 出 概 型 中 各 种 不 同 分 布 随机 变 


量 的 抽样 方法 , 才能 进行 蒙特 卡 洛 模拟 。 下 面 , 分 别 讨 论 离散 随机 变量 、 连 续 随 机 变量 的 扫 
样 方法 。 


”7.3.1 离散 随机 变量 抽样 
设 随 机 变量 以 概率 已， 了 ， 二 分 别 取 值 c1， Ga 即 
Pt 一 cj= 卫 ， % 一 荆 ， 2， 2 
称 为 离散 的 。 这 里 ， 0<P,<l, 之 Ps=-le 取 
PoO=0， Po- 宇 P， % 一]，2，…。 
由 随机 数 序列 {*d 中 , 依次 选取 随机 数 re 求 满足 检验 条 件 、 
Poe Ts 和 < Po (7.3.1T) 
的 呈 值 。 这 时 , 得 到 随机 变量 ”的 抽样 什 
9 一 Oo 
对 一 些 特 殊 的 离散 分 布 , 如 几何 分 布 . 二 项 分 布 、 超 几何 分 布 、 泊 松 分 布 等 , 从 它们 的 模 
率 意 义 出 发 , 可 以 得 到 和 (7.3. 了 不 同 的 一 些 抽样 方法 。 
例 1 产生 服从 泊 松 分 布 的 随机 变量 ”。 
随机 变量 ”服从 离散 分 布 


Ptm= 对 一 e 人 ， NE (7.3.2) 
称 为 泊 松 分 布 的 。 对 随机 数 序列 {rfj, 求 满足 条 件 
贡 m<e-< 时 
的 呈 值 。 易 证 , ?一 必 服从 泊 松 分 布 (7.3.2)。 
.3.2 连续 随机 变量 抽样 


下 面 , 讨论 几 类 具有 分 布 函数 五 (2), 密度 函数 fc) 的 连续 随机 变量 的 抽样 方法 。 
《一 /直接 抽样 
考 随 机 变量 9 具有 连续 的 分 布 函数 了 (w), 则 随机 变量 
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五 = 了 (7) (7.3.3) 
均匀 分 布 在 (0, 1 上。(7.3.3) 给 出 了 两 个 随机 变量 之 间 的 基本 关系 , 是 由 随机 数 对 7 进 
Fo 行 直 接 抽 样 的 依据 ， 它 的 直观 意义 如 图 7.2 所 示 - 
例 2 产生 指数 分 布 
_ [Xe ，2>0 
jz) | 0， <0 
的 随机 变量 7。 
由 (7.3.3) 
图 7.2， 马 的 直接 抽样 B- | 7)az=1-e 
得 9 一 一 于 (1 一 瑟 
因 忆 和 ( 代 一 已) 同 分 布 , 故 有 
17= 一 二 Im 玉 


它 在 蒙特 卡 沼 模拟 中 , 使 用 较 广 , 经 常用 来 描述 电子 元 件 的 稳定 时 间 , 系统 的 可 靠 性 和 质点 
的 游 动 自由 程 。 

(二 ) 变换 抽样 

在 蒙特 卡 洛 方法 中 , 研究 随机 变量 的 函数 变换 , 特别 是 二 维 均匀 分 布 随机 变量 的 函数 变 
换 , 为 产生 一 般 随 机 变量 提供 速度 更 快 的 方法 。 

例 3 用 变换 抽样 ,产生 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 ve 

车 随机 变量 7 以 





TO =--- exp | 一 -人 的- (7.3.4) 


为 密度 函数 , 称 为 正 态 的 , 简 记 为 90~~ 和 (wo 。 特 别 , 当 万 () 一 凤 =0, 了 (四 ) 一 o 开 时, 称 
为 标准 正 态 的 ,并 用 忌 表 示 , 即 ~ 和 (0, 1)。 
正 态 随机 变量 在 统计 分 析 和 蒙特 卡 治 模拟 中 , 有 着 广泛 的 应 用 。V 和 交 之 间 存 在 关 
系 
人 一 OUV 十 内 
取 随 机 数 ri， rs， 利用 二 元 函数 变换 9 
1 人 一 以 二 2inyry cos 2mrs 
1 一 人 /一 2Imnry sin 2zry9 
得 到 两 个 相互 独立 的 太 (0, 也 分 布 随机 变量 的 抽样 值 。 
解 方程 (7.3.5), 得 


(7.3.5) 


|m-exp{- 二 ca+ 则 |】 


nm= 元 arc 妮 
故 知 随机 变量 .za 的 密度 函数 
Ja， 功 一 9(IT 9) | = 去 6XD { -到 (22 十 42) = 二 工 -等 
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其 中 , 7 为 变换 ms ys 的 Jacohi 行列 式 。 故 知 ， aa、va 相互 独立 , 服从 站 (0, 了 分 布 。 

(三 ) 合 选 抽样 

产生 随机 变量 的 含 选 方法 , 利用 满足 一 定 的 检验 条 件 进行 补偿 , 其 方法 灵活 、 计 算 简 单 、 
使 用 较 广 。 下 面 介 绍 几 种 不 同 的 含 选 抽样 方法 , 最 后 给 出 它们 的 一 般 性 证 明 。 

合 选 方法 开设 9 是 (0 切 上 以 

JoO)= 芭 (2)，(0<Z<JT) 

为 密度 函数 的 随机 变量 。 其 中 , 工 = sup jw， 取 有 限 值 ， 0 入 &(2) 入 1。 抽样 算法 可 用 框图 
7.3 表示 ; 


依次 产生 随机 数 
7i ， 7 


抽样 效率 已 =1/ 
图 7.3 抽样 框图 图 7.4 售 选 抽样 


合 选 抽样 方法 工 的 直观 意义 , 可 用 图 7.4 说 明 。 
在 边 长 为 1 生 的 玫 形 内 任 投 一 点 卫 。 著 随 机 点 卫 位 于 曲线 9g=jc) 的 下 面 时 (如 
2 即 满足 条 件 
Zi< (ra) 
取 它 的 横 坐 标 ra 为 模拟 的 随机 变量 %， 否则, 拒绝 该 点 (如 Pa), 进行 新 的 试验 。 
在 一 次 试验 中 , 随机 点 卫 位 于 曲线 9y= 了 ww 下 面 的 概率 


JJ T 


了 -Pr<ftra}=- | az” 四- 于 








称 为 舍 选 方法 的 抽样 效率 。 抽 样 效率 的 倒数 ， 5= 总 是 产生 一 个 随机 变量 7 的 平均 试验 次 


数 , 可 用 来 比较 不 同 售 选 抽样 方法 的 好 坏 。 
例 4 产生 具有 密度 本 数 


、 


12C， 0<7Z< 工 
ET “和 
的 随机 变量 
用 直接 抽样 (7.3.8), 得 随机 平方 根 
0=A/ 了 


进行 抽样 时 ,用 到 开 方 子 程序 ,计算 量 比较 大 。 利 用 售 选 方法 二 考虑 到 随机 数 rr、ys 的 对 
称 性 , 则 有 
刀 7 一 InaX {ri，y9 
售 选 方法 工 . 设 随机 变量 的 密度 函数 jz) 可 表 为 
jc) =U(z)9g(o) (7.3.6) 
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其 中 , 常量 了 >1 0<p(z)<zb 9(z) 是 随机 变量 5 的 密度 函数 。 随 机 变量 7 的 抽样 算法 可 


用 框图 7.5 表示 ， 
产生 随机 数 ro rs 
所 = cosrr? 



















随机 灾 庆 产生 随机 变量 X,Y 
(CC 
六 ? ? 竺 
于 二 
[ 昌 
旧 记 -了 
抽样 效率 妃 =1/ 了 抽样 效率 已 = 了 5 这 抽样 效率 已 = 产 
图 7.5 抽样 框图 申 7.6 抽样 框图 图 7.7 .抽样 框图 


例 5 产生 具有 密度 函数 


7 二 lz| <1 时 
0， 其 它 
的 随机 变量 ”"。 这 里 ,参量 上 4>0。 

根据 含 选 抽样 方法 工 按照 (7.3.6) 分 解 j(z) 。 这 里 ， 


六 证 人 ho =- 车 和 





| 
春 -| IN 
0 其 它 
是 随机 变量 的 密度 函数 。 用 直接 抽样 ， 得 随机 余弦 《一 cos rr( 例 6 将 给 出 更 快 的 抽样 方 
法 )。 由 此 ,得 了 的 抽样 算法 如 图 7.6 所 示 。 
舍 选 方法 II 设 随机 变量 了 的 密度 函数 
j@=-| ge 轨 m 
其 中 ,g(a, 幼 是 二 维 随机 向 量 (, 了 ) 的 联合 密度 函数 ,函数 (z) 在 的 定义 域 上 取 值 ,常量 
工 
乓 7 
混 规 格 化 常数 。9 有 如 框图 7.7 所 示 的 抽样 算法 。 
当 随机 变量 、7 相互 独立 时 , 有 
j 人 -Jp 人 | om 人 本 
显然 , 售 选 抽样 方法 工 II 是 III 的 特例 。 对 含 选 方法 III 证 明 如 下 ; 


Pit< 直 =P{Z<zl<AY)}= 2 


了 一 并 


2 及 ( 刀 ) 
「 0z 上 9 (二 ， 加 ) 0za 2 (和 ) 

=- -二 一 动 -一 一 一 -| 芭 9 (各 ， 芭 ) 号 ] 有 
人格 | go 二 
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例 6 各 向 同性 散射 方位 角 9 的 余弦 抽样 。 
质点 在 各 性 同性 散射 过 程 中 , 方位 角 9 均匀 分 布 在 (0, 2x) 上 。 直 接 抽样 方向 余弦 , 有 
妨 一 C08 2 
| 
用 到 两 个 标准 子 程序 , 运算 量 大 。 不 难 计算 , 随机 变量 7 有 密度 函数 
1 工 
Fo) -| 人 
0， 其 它 
定义 随机 变量 
2 迷 
了 太一 人 十 7 
有 联合 密度 函数 
和 
3 本 
0， 其 它 
这 时 7 
7 -全 go 风 友 
根据 舍 选 抽样 II， 有 如 图 7.8 所 示 的 抽样 算法 。 
(四 ) 近 仪 抽样 
上 面 讨论 的 几 种 抽样 方法 , 从 理论 上 讲 是 精确 的 , 即 除去 用 伪 随 机 数 代替 随机 数 形成 的 
误差 外 , 不 含 系统 误差 。 这 里 讨论 的 近似 抽样 算法 (分 布 近似 、 密 度 
近似 或 概率 近似 ), 由 于 所 选 方法 的 性 质 而 含有 系统 误差 。 在 实际 模 
拟 中 , 一 般 说 来 都 不 影响 结果 的 精度 。 
设 随 机 变量 7 以 连续 函数 媚 (z) 为 分 布 函数 。 根 据 (7.3.3)， 
尼 = 厂 (7)。 当 克 (z) 的 道 函数 
9 一 G( 忆 ) 
不 易 求 出 时 ， 用 直接 抽样 是 困难 的 。 但 我 们 知道 ， 在 多 数 情 况 下 ， 
G(BR) 具 有 如 下 性 质 ; 


2 
I 十 |2z| 





1z| < 二 0<y< 






产生 随机 数 rurz 


=r， vv=2r:-1 








抽样 效率 已 = 工 
当 R_0 时 , G(B) -> 一 co; 当 玉 *L 时 ,G( 且 -十 ce。 因此 ,可 1 
以 利用 最 小 二 乘法 拟 合 曲线 G(R) 。 取 拟 合 函 数 
G(R) =c 十 0 上 ceRa+a(d 一 玉 )3inBR+BRaIn( 一 书 ) (7.3.7) 


对 非常 广泛 的 一 类 分 布 函数 是 可 行 的 。 其 中 系数 gc、.?、c、w.、。 为 待定 参数 。 当 然 , 对 G(Z) 
也 可 采用 其 它 的 逼近 方法 , 如 有 理 分 式 逼 近 "9。 
例 7 拟 合 曲线 9( 忆 ,满足 方程 
?RE) 了 


BR- 人 -元 - 
_ ZE“ 


印 用 近似 抽样 ,产生 太 (0 苇 的 正 态 随机 变量 。 


一 下 一 ee 
取 点 慰 一 200 (7 1 2， 9 199) 
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报 据 (7.3.7), 用 逐步 回归 算法 , 得 系数 、 
4 一 一 0.8368， =1.6736= 一 2c， c=0 
a 一 0.3315，B= 一 0.3315= 一 w 
例 8 用 概率 近似 ,产生 太 \0, 切 分 布 的 随机 变量 v。 
根据 中 心 极限 定理 , 取 随 机 数 "ri ra，…，r 有 概率 渐 近 抽样 ， 


党 v 玩 (三 六 区 和 束 ) 
在 实际 应 用 中 , 多 取 mw=6 或 mw=12。 


在 m%=6 时 ， uvV 了 (ra 一 ra- 
在 % 一 12 时 ， wu 一 妆 (ra 一 ma 
(五 ) 复 合 抽样 


产生 随机 变量 的 复合 抽样 方法 ， 是 把 要 进行 抽样 的 密度 函数 P(z)， 分 解 为 一 些 经 过 适 
当选 取 的 密度 函数 疡 (z) 的 概率 和 。 在 数学 上 ,复合 抽样 可 表 为， 
7 =- 瑟 忆 六 人 


0 一 忆 <1， 也 = 


以 概率 书 , 由 密度 函数 户 (z) 中 抽样 随机 变量 加 ， 它 们 的 总 体 复 合 密度 是 F(z) 。 若 用 下 表 
示 由 户 (z) 中 抽样 mm 的 工作 量 , 选取 已、 户 (z), 应 使 之 PT 尽 可 能 的 小 。 
例 9 用 复合 抽样 ,产生 具有 密度 函数 
12 r 2VS / 生 五 
Ce SA 环 ) 0<z<I 
， 其 它 


其 中 ， 





的 随机 变量 ”。 
分 解 jz) 为 
_ 3 .4 23 .4 /证 而 
人 


得 如 图 7.9 所 示 的 抽样 算法 : 


”抽样 效率 已 = 5 全 了- 0.885 







图 7.9 抽样 框图 





鲍 40 用 复合 抽样 ,产生 六 (0, 了 分 布 的 随机 变量 we 
将 正 态 密度 函数 


人 8 
一 一 一 


7 四 = 





分 解 为 四 个 密度 函数 的 概率 和 , 抽样 方法 如 下 : 
(也 以 概率 己 =0.8638， 产生 随机 数 rz，ya，ys 


v 一 2( wma+ra 一 号 ) 
(ID) 以 概率 了 一 0.1107， 产生 随机 数 y1， 3 





u 瑟 (一 
(ID 以 概率 Pa=0.0228002039, 产生 随 宙 数 ri 7s 
令 4 一 6 一 3 
当 rs<9(O 时 ， V 一 2 
这 里 
48.8751e- 瑟 十 6.0276(|z| 一 1. 玖 二 13.2282(z2_3)， 
有 48.8751e- 伴 6.0276(|z| 1. 四 一 6.6141(3 一 |z|)2 
48.8751e- 呈 _6.6141(3_ 1z|) 
0 
(TV) 以 概率 P=0.0026997961， 产 生 随 机 数 ，rs 
令 2 一 2 一 革 ， 4 一 27s 一 二 
当 吧 十 =0<T 时 ， 
计算 
9 一 2lnd 1 
wu 中 0 上 
173 
5 2 了] 





|z|<1 时 
1< lz| 和 1.5 时 


1.5<|z| 和 3 时 
|zl>3 时 


若 | >3， 取 V 一 2 否则 ， 若 |vs| >3， 取 V= za。 当 | 妈 | 天 3， zl <3 时 ， 进行 新 的 搜 


样 。 
8$7.4 随机 向 量 抽样 


在 蒙特 卡 治 方法 的 实际 应 用 中 ,经 常 遇 到 多 维 随机 向 量 的 抽样 问题 。 如 果 随 机 向 量 的 
各 个 分 量 相互 独立 , 则 可 用 87.3 讨论 的 方法 ,对 各 个 分 量 分 别 独立 进行 抽样 。 实 际 模拟 中 ， 
随机 向 量 的 各 个 分 量 多 是 统计 相关 的 , 抽样 过 程 稍 复杂 些 。 这 里 , 讨论 随机 向 量 的 一 般 抽样 


方法 和 正 态 随 机 向 量 的 实际 抽样 算法 。 


?7.4.1 一 般 抽 样 方法 
给 出 维 随机 向 量 9= (7 7a，…， ?no) 7 的 联合 密度 函数 


(0 VC3， On) 


vv vvrrwggegeeeeeergqeraae reeeererereervoamsew eerreeiorreteeo rr 0 
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据 此 , 产生 乡 的 抽样 值 。 

(一 ) 条 件 密 度 法 

若 随机 向 量 人 的 密度 函数 jzi，za，…，wn) 可 表 成 一 串 密度 函数 的 乘积 , 即 

(Ca，Za，…，0m) = 户 (oi) ja(za|lo) 记 (zalot Za) … 太 (on| 2 1 

则 可 用 87.3 讨论 的 方法 进行 抽样 。 

由 密度 函数 户 (z), 产生 六 的 抽样 值 za 

在 四 = 给 定 后 , 由 条 件 密 度 函数 Ja(za|z) 产 生 ys 的 抽样 值 za。 

在 放 =20 ma 一 如 给 定 后 , 由 条 件 密度 函数 fas(zsiz， za), 产生 as 的 抽样 值 cao 


在 全 一 04， 13 一 03 ， Tip~1 一 人 pn 一 1 给 定 后 ， 由 条 件 密 度 函 数 万 (wz 2 Von-1)， 产 
生 和 的 抽样 值 w。 

最 后 , 得 到 随机 向 量 刀 的 抽样 值 (c，za，…，zn) 7。 

以 三 维 为 例 ， 说 明 由 联合 密度 函数 jz,， W% 计算 它 的 条 件 密 度 函 数 的 方法 。 向 高 维 
推广 时 ,方法 是 类 似 的 。 


户 四 -| 人 7 gao 


户 @| 加 =| 7 g 坟 @/ 户 人 


Ja(z|z， 2) 一 (vc， 2 2)/ 户 (z) Fa(y|z) 
例 坟 随机 向 量 (9, 9)7 具有 联合 密度 函数 


(7.4.1) 


(0， 9) -| 启 sims gsin 2(I 十 \/ 3 sin0gsinp)， 0<0， 9< 卫 
1 其 它 
产生 它们 的 方向 余弦 
人 
一 0080 


根据 (7.4.1), 得 上 的 边缘 分 布 
12 可 /一 2 
0， 其 它 
抽样 方法 见 例 9。 在 =sin p= /TI 一 全 给 定 后 , 9 的 条 件 密 度 函 数 


六 gla Ra 本 
sy IC 一 4 本 十 
生 





3 
其 它 
可 胃 复 合 抽样 方法 进行 , 如 图 7.10 所 示 。 
(二 ) 售 选 法 
若 随机 商量 人 的 密度 函数 /oa，xa，…，o)， 定义 在 平行 多 面体 
{a 和 mm 和 0 aa<za 和 20， …， os 和 0 
上 , 且 


sup 帮 (va， 和 3 “…， 2n) 一 了 
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产生 随机 数 
72*73 
宕 r22 十 ryxc1? 


8 
二 


抽样 效率 已 =0.7228 


图 7.10 抽样 框图 
取 有 限 值 。 推 广 87.3 中 的 舍 选 法 , 得 抽样 方法 ， 
产生 随机 数 "1，7ra，…，y7n， 7n+Db 若 
Tri<F((1 一 ai) 十 qi，(ba 一 aa)7a 十 Ca，…，( 思 一 an) 思 十 ga) 
成 立 , 得 缚 的 抽样 什 
信 一 (入 一 ai 和 十 0 (一 2，…，m) 


抽样 效率 
0 
了 4 一 oo 
随 维 数 的 增加 而 降低 。 
7.4.2 正 态 向 量 抽样 
著 随 机 向 量 9 以 函数 


7 mo 本 = Cm) 下 |-xzp| -于 -四 xz- 四 | .4 允 
为 密度 , 则 称 刀 是 汪 维 正 态 的 。 这 里 
G= 歼 (9) 
是 随机 向 量 的 数学 期 望 ， 玖 是 汪 的 呈 阶 协 方差 矩阵 , 即 
ha Ai 和 an 


MI= 和 31 和 ss 人 入 sn 
nl 和 na 0 和 mn 
其 中 )6 一 吾 [(7 一 0 (7 一 9) 一 Mt 


1 是 正定 抢 阵 形 的 行列 式 。 

当 @=0， 收 为 吨 阶 单位 矩阵 时 , 随机 向 量 尹 的 各 个 分 量 相互 独立 , 服从 太 (0,，1) 分 布 。 
这 时 , 可 用 例 3、 例 7、 例 8、 例 :0 中 的 方法 进行 抽样 ,并 用 & 表示 。 一 般 情况 下 , m 和 & 存 
在 变换 关系 ， 

人 一 4 二 GC (7.4.3》 
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线性 变换 矩阵 4， 可 用 不 同 的 方法 , 由 协 方差 矩阵 型 给 出 交 ”。 
取 4 为 三 角 阵 , 即 


人 HL 0 0 9 0 

C8L Co9 0 是 0 
4=| ca asa as … 0 

Cal Ga 3 ”Qi 


根据 44 一 邮 元 素 os 可 按 列 依次 算出 。 
对 第 一 列 诸 元 素 有 : 
CH1 一 人 /1 ， aa 一 和 iai/aia (一 2， 3， ee 有) 


1 5 1/3 
ai 一 | 一 咏 | 


9 一 
攻 一 工 


当 了 <w 时 , 主 对 角 线 以 下 各 元 素 
mu 一 中 | 和 一 忆 aaat | (一 7 十 二 7) 


例 12 模拟 数学 期 望 为 0 协 方差 矩阵 


Na 和 
及 - 也 Ai3 | 
A 和 sl 29 


的 二 维 正 态 随机 向 量 7。 
根据 协 方差 矩阵 到 计算 三 角 阵 4 的 元 素 ou， 有 : 
C41 一 /na ， Cis 一 0 


Co 一 0 和 si 一 Asl/ w/ 和 ai， Css [ss 一 021] 1 一 攻 ， 的 
1 
给 出 正 态 独立 向 量 风 得 9 的 抽样 公式 ; 
?1 一 /和 aa 
AN 


$ 7.5 随机 过 程 模拟 


[Naita 十 (和 ii 和 as 一 和 1 2] 





一 个 % 维 随机 过 程 


可 (办 一 (0 人 ， 77a( 有 (的 7 
对 固定 的 参量 己 是 一 个 吨 维 随机 向 量 。 今 后 ,我 们 把 参量 上 叫做 时 间 。 


用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 一 个 系统 时 , 如 模拟 具有 相关 噪 声 的 信号 传输 系统 ,时 间 序列 , 求 
鲫 随机 微分 方程 ， 检 验 随 机 信号 的 滤波 和 预报 效果 等 ， 都 要 用 到 随机 过 程 9( 力 在 离散 时 刻 


有 << 加 <…< 如 上 取 值 的 随机 序列 四 ( 旨 。 


在 字 个 离散 点 上 模拟 随机 过 程 引 人力 就 是 抽样 一 个 吧 x?m 维 的 随机 向 量 。 当 到、 比较 


大 时 , 利用 $7.4 给 出 的 抽样 方法 是 相当 困难 的 。 
下 面 ,我 们 讨论 几 种 常用 随机 过 程 的 模拟 方法 "5 。 


erepMBaarearrepppargr PP oaARy mariner 相 TPR 人 rr 
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Y.5.1 正 态 马尔 科 夫 过 程 的 模拟 


设 刀 )( 力 是 一 个 呈 维 正 态 马 尔 科 夫 过 程 ,条 件 分 布 函数 (3<< 塘 
下 [人 的 王 的 (的 <m( 坟 | 们 (一 袜 ( 人 nr(s) 一 和 (3 
可 由 m 维 正 态 密度 函数 (7.4.2) 给 出 。(7.4.2) 中 的 数学 期 望 和 协 方差 矩阵 分 别 由 条 件 期 户 
EE( 引 和 (5)) 一 吾 {( 坟 | 人 (3) 一 2) 


一 CE 人 (人 十 MsJLMG s)] -2 一 CS)) (7.5.1) 
和 条 件 协 方差 矩阵 | 
MGlzG) = TMG DDNMG -MG (7.5.2) 
给 出 。 这 里 ， 
@@( 人 (一 (oa( 朋 aa 人 区， Go 人) 
是 9 仿 的 无 条 件 期 望 ， 


和 at 3) 和 as( 人 (二 8) 和 an 人 引 
Tte 入 杂 0 人 8) … 3) 
aa 所 避 
是 随机 过 程 9( 力 的 协 方差 矩阵 , 它 的 元 素 
4 ( 坊 3) 一 盏 [(7( 坟 一 ae 人 办) (rs) 一 四 (3))] 

是 mi( 力 和 放 (8) 的 协 方差 函数 。 

由 (7.5.1)、(7.5. 分 ,可 用 多 元 正 态 随机 向 量 的 抽样 方法 , 模拟 正 态 马尔 科 夫 过 程 。 

例 13 模拟 @( 坊 =0， 协 方差 抢 阵 

| 25-8I-9 -8 
Mb 引 ) -人 BE 一 人 It- 引 | 

的 二 维 正 态 马尔 科 夫 过 程 (8>0)。 

根据 (7.5.1)、(7.5.2), 得 


Q&(iZ(s)) | | 
Mtilz(e)) = (一 eraalrd) 人 


由 例 12,， 计算 变换 矩阵 (cu)， 给 出 当 ( 旨 的 模拟 算法 。 
产生 相互 独立 (0, 汪 分 布 的 随机 向 量 ( 人 


程 9(b, 得 到 不 等 时 间 间 隔 上 采样 的 随机 序列 
We 人 0 ] 
二 工 工 
Re 73( 妇 ) 过 了 2113 
二 


的 


Vs1 


) …, 在 己 < 加 <… 上 模拟 随机 过 
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7.5.2 ”有理 谱 正 态 平 稳 过 程 的 模拟 


设 一 维 正 态 平 稳 过 程 7( 轨 , 具有 数学 期 户 
妞 [区 ]=0 
协 方差 函数 
入 (z) 一 盏 [人 办 专人 十 7 一 S(atcos wor 十 2sin odzr|)e-ei9l 


其 中 ,常量 w>0，B>0, 系数 qu 中 是 的 偶 次 多 项 式 。 
随机 过 程 9(i) 的 谱 密 度 
(oo) - 伍 入 (r)e-joraT 一 Z 十 及 oo 十 十 Bon- 凋 0a) (7.5.3) 


ZLo 二 ao2 十 … 十 Do2 了 (ao) 
是 中 的 有 理 函 数 , 系数 玉 ，z 是 实数 (2 一 0 二 9 一 0 二 <。 
在 物理 上 ， 随 机 过 程 7( 纺 可 以 看 作 是 一 个 常 系数 线性 系统 以 白 噪声 为 输入 时 的 输出 信 
号 。 设 1(Jo) 为 系统 的 传递 函数 , 则 8,(o) 和 岂 噪 声 的 谱 密度 So) 存 在 关系 
So) 一 |8Jo) 1 Su(o) . 《7.5. 人 
白 噪 声 的 谱 密度 gu(w) 可 取 为 1 由 此 得 到 线性 系统 的 传递 函数 。 
对 平稳 过 程 9(, 求 谱 密 度 So) 两 个 多 项 式 
忆 (@o) = 已 一 肌 (7Jo)2 十 … 十 (一 了 2Ps(yo) 下 一 0 
工人 @) 一 Zoo 一 三 (Jo) 十 十 (一 (Jo ”一 0 
的 复 根 JoR， jw7o。 由 系统 的 稳定 性 , 售 去 左 半 平面 上 的 复 根 , 得 
8 =- 阳 | 和 ja 二 和 | 
Ze (yo 一 Jo) (Jo 一 Jo 


3 


一 18 全 





po 十 pl(j@) 十 … 士 pz( 和 Jo) 
20o 十 014(7@) 十 十 Oo) 


于 是 得 到 常 系数 线性 系统 的 传递 函数 


，、_ po 二 pa(jo) 十 … 十 ps(Jo) 
8(IJo) 00 十 o4(10) 十 … 士 (ao)t - (7.5.5) 


根据 (7.5. 全 (7.5.5), 得 到 随机 过 程 0() 的 模拟 算法 : 
(1) 产生 具有 谱 刻 度 

局 全 = 了 了 让 一 下 直 7 
(@) To 十 Jos 十 … 十 了 oo 
的 正 态 平稳 过 程 上 Ci) 及 其 导数 各 人 ， 人 人 ，…， ED(D) 。E 的 具有 协 方差 函数 

入 (7T) 一 艺 | 机 Sr (7T)eior dr 
为 了 模拟 &(i) 及 其 各 阶 导数 &e(i) (= 二 2，，…, 1 一 亲 ,可 用 模拟 一 个 了 维 正 态 马尔 科 

夫 过 程 








攻 的 一 伟 明生 的 6 六 
来 实现 。 它 的 无 条 件 期 望 已 人 人) =0, 协 方差 函数 


je(t- 习 = 了 [io 人 的 to)9]= -开放 全 -外 


(2) 产生 7( 力 
人 (从 于 po 的 十 pi ( 轴 十 …… 十 pp 下 人 瓜 
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例 14 模拟 百 [( 轨 ]=0, 和 (一 ce (9>0) 的 正 态 平稳 过 程 ( 芒 。 
根据 (7.5.3)、(7.5.4), 得 到 平稳 过 程 7( 办 的 谱 密 度 


oo 3 
8， (ao) -| Ga32g-6171e-forQT 一 届 和 5 





和 线性 系统 的 传递 函数 
cvV25 


人 





给 出 7( 轨 的 模拟 公式 : 
产生 六 (0, 切 的 简单 子 样 由，va，…， 
1( 轴 ) 一 o V 36 凤 
了 7( 夫 一 eelt9( 才 2) 十 A 工 一 628 计 天 革 放 
实际 模拟 时 , 为 减少 偏离 , 可 把 丘 取 为 7 的 的 数学 期 望 值 , 即 令 妈 =0。. 
例 15 模拟 均值 为 0 协 方差 函数 
和 (7T) 一 aacosawre oil 
的 正 态 平稳 过 程 g( 芒 。 
设 亿 (办 、ma( 人 办 是 两 个 相互 独立 、 以 o2e-2m 为 协 方差 函数 的 正 态 平稳 过 程 (模拟 算法 见 
例 14)， 则 有 
9 人 (办 一 位 (cos at 十 Ta( 坟 sin co 


?7.5.8 非 平稳 过 程 的 模拟 


在 许多 情况 下 , 非 平稳 正 态 过 程 可 由 正 态 平稳 过 程 经 变换 得 到 。 
设 ?( 办 是 一 个 均值 为 0,， 协 方差 函数 为 lv(z) 的 正 态 平稳 过 程 ， 
9 (办 一 多 7 的 十 9 (7.5.0) 
当 太 (，9( 坊 是 时 间 守 的 确定 性 函数 时 , 是 一 个 非 平稳 的 随机 过 程 , 且 有 
妨 [p (办 ] 一 9 ( 圾 
和 po( 坟 8) 一 丰 ( 太 和 v 人 t 一 引 
利用 (7.5.6), 可 以 给 出 很 大 一 类 非 平稳 过 程 的 渐 近 模拟 算法 。 


8 7.6 随机 数 的 检验 
上 面 几 节 讨 论 了 随机 数 、 随 机 变量 、 随 机 过 程 的 模拟 方法 。 很 自然 的 要 问 ， 用 这 些 方法 
产生 的 数值 序列 , 具有 我 们 所 要 求 的 统计 性 质 么 ? 能够 在 蒙特 卡 洛 模拟 中 , 放心 大 胆 地 使 用 
么 ?这 里 , 我 们 从 统计 假设 检验 出 发 , 分 析 它 们 的 统计 性 质 , 讨论 和 解决 上 述 问题 。 
设 随 机 变量 刀 具有 连续 的 分 布 函数 王 (z), 则 随机 变量 
惟一 玉 (7) (7.6.1》 
均匀 分 布 在 (0, 1) 上 。 因 此 , 能 对 均匀 分 布 的 随机 数 愉 进 行 统计 检验 ,通过 至 =(7) ,也 就 
可 以 检验 以 下 (cz) 为 分 布 函数 的 随机 变量 my。 均 匀 分 布 的 简单 性 ， 也 便于 设计 一 些 简单 有 效 
的 统计 检验 方法 。 所 以 ,这 里 只 讨论 均匀 分 布 随机 数 的 检验 问题 。 
馆 机 数 的 统计 检验 就 是 根据 (0, 了 上 均匀 总 体 简 单子 样 { 友 的 性 质 , 如 分 布 参数 ,， 均 生 
性 、 独 立 性 、 随 机 性 和 组 合 规律 性 等 ,研究 我 们 产生 的 随机 数 序列 {re 的 相应 性 质 , 进行 比 
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较 , 视 其 差异 显著 与 否 , 决定 取舍 。 如 各 类 统计 检验 的 差异 并 不 显著 , 则 可 接受 {y 为 均匀 
总 体 己 的 简单 子 样 。 

在 介绍 随机 数 的 各 类 具体 检验 方法 之 前 ， 先 给 出 统计 检验 中 两 个 常用 统计 量 的 构造 和 
检验 方法 。 

Gb 设 随机 变节 7 具有 数学 期 望 妃 ( 力 = 和 有 限 的 方差 站 (7) =o。 在 和 次 独立 试验 
中 , 得 到 了 的 六 个 观测 值 


?311，03， “0 
当 允 充分 大 时 ， 根据 中 心 极限 定理 ,统计 量 
u 似 已 (7.6.9) 


以 六 (0, 苇 为 极限 分 布 。 

取 显著 水 平 c= 0.05， 根据 概率 论 中 的 实际 推论 原理， 当 |2| >1.96 时 , 称 差 异 显著 , 可 
拒绝 五 (") =a 的 假设 。 

《2) 将 跑 机 变量 7 的 简单 子 样 mi，7a，…，?7xw， 按 一 定 规 则 ， 分 为 互 不 相交 的 在 组 。 记 
第 + 组 的 观测 频数 为 mw。 车 随机 变量 了 属于 第 之 组 的 概率 为 ps 有 理论 频数 ms 一 NPi( 人 (一 1 

7)， 统 计量 


2 一 袜 Cu 一 mg (7.6.3) 


0 

渐 近 服从 自由 度 四 一 ?一 工 的 X2 分 布 ， 简 记 为 2( 一 7 一 芒 。 这 里 ,7 是 确定 和 时 ， 由 子 样 乞 
中 给 出 的 约束 条 件数 。 

统计 检验 时 , 取 显 著 水 平 xc 一 0.05, 由 X “分 布 家中 本 查 到 X6.og。 当 > 好 o 时 , 差异 显 
著 , 拒绝 假设 ms 一 pro 

为 了 更 有 效 地 进行 统计 检验 , 一 般 要 求 : 

在 (7.6.2) 中 , 子 样 数 六 >30; 

在 (7.6.3) 中 ,81>5，mi 志 5， 且 8 和 存在 渐 近 最 优 关系 

帮 一 工 .87( 人 一 二 205 





由 此 , 可 得 X 玉 对 黑 表 : 








当 X2 统计 量 的 自由 度 >30 时 ， 
4 一 /2X5 一 人 /20 一 工 


服从 六 (0, 芒 分 布 。 
设 
人 1，7 3 人 7 (7.6.4) 
是 需要 进行 统计 检验 的 一 组 随机 数 。 根 据 (7.6.2)、(7.6.3), 构造 一 些 具 体 的 检验 方法 。 


7.6.1I 参数 检验 
随机 数 的 参数 检验 是 检验 它 的 分 布 参数 的 观测 值 和 理论 值 的 差异 是 否 显著 。 





由 观测 序列 (7.6. 邹 , 得 到 随机 数 的 一 阶 答 ` 二 阶 矩 和 方差 的 观测 值 ， 


5F 斑 衬 w 
报 据 随 机 数 的 理论 分 布 ,不 难 计算 
BO) -可 DG) -了 7 
GP) - 杞 DG =- 
BO -六 DG -5 襄 
由 (7.6.2), 得 
=- 二 VB ( 产 - 于) 
= AS507 (z 吕 二 ) 
新 近 服 从 六 (0, 力 分 布 。 5 


7.6.2 均匀 性 检验 


随机 数 的 均匀 性 检验 , 又 称 频率 检验 , 检验 它 的 经 验 频 率 和 理论 频率 的 差异 是 否 显著 。 
《一 ) 拟 合 均匀 性 检验 
把 (0 芒 区 间 分 为 怒 个 等 区 间 。 按 ” 取 值 的 大 小 ， 分 为 万 2 设 有 四 个 随机 数 属 于 第 
类 ， 即 共有 四 个 居 满 足 
他 二 <r< 寺 (0 2 0 国 





帮 
这 里 ， 
全 9 一 信 
根据 均匀 性 假设 , mw 落 在 每 个 小 区 间 的 概率 相等 , 即 
攻 三 业 
” 天 
有 理论 频数 


oj 一 NA (= 二 2 …， 肋 
根据 (7.6.3), 得 统计 量 1 
o 表 轴 人 一 五) 
袜 人 -到 


源 近 服从 外 由 度 7 一 芋 的 妈 分 布 。 统 计量 
w\/ 方 Dy = -去 DaaX 


LV lc<ycz 
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为 累积 频率 检验 ， 渐 近 服从 柯 尔 莫 果 洛 夫 -斯 米尔 诺 夫 -分 布 。 取 显 著 水 平 <=0.05， 当 
/万 Dw>1.35 时 ,拒绝 原 假设 。 

(二 ) 分 位 均匀 性 检验 

在 二 进 制 数字 计算 机 上 ， 每 一 个 随机 数 r 都 是 由 若干 位 0 或 工 排列 组 合 而 成 的 。 根 据 
要 求 ,各 位 数 应 相互 独立 ,以 概率 于 取 值 或 1。 了 到" 的 前 ! 位 二 进 制 数 ， 它 的 数字 和 ， 邵 
! 位 中 出 现 工 的 个 数 ,是 进行 次 独立 试验 时 的 成 功 次 数 。 对 Y 个 随机 数 (7.6. 约 取 前 世 位 
数 进 行 试验 ， 得 到 不 成 功 ， 成 功 工 次 ， 成 功 2 次 ， 0 ? 成 功 1 次 的 观测 频数 0 9 和， io 在 
; 次 独立 试验 中 , 9 次 成 功 的 概率 忆 服从 二 项 分 布 

Bi-Cf( 二 ) (0 

验 出 理论 频数 mi 一 MPy 得 到 构造 统计 量 (7.6.3) 的 假设 。 




















取 ?1=10 时 ,得 书 
本 
5 0 5 6 7 | 3 9 10 
了 1 10 生 1230 | 20 | 252 | 320 | 120 全 10 1 
4 | 254 | 1024 | 1034 | 1024 | 1034 | 1024 | 1024 | 1024 | 1034 | 1024 1024 








， 由 忆 表 可 以 看 出 ,为 了 有 效 的 利用 检验 (7.6.3)， 必 须 将 两 端的 概率 .了 进行 合并 以 增 
大 理论 频数 。 


Y.6.3 独立 性 检验 


随机 数 的 独立 性 检验 , 重点 检验 (7.6.4) 中 前 后 各 数 的 统计 相关 是 否 异 常 。 
(一 ) 相关 系数 检验 
相关 系数 取 值 为 0 是 两 个 随机 变量 相互 独立 的 必要 条 件 , 取 值 大 小 , 给 出 它们 之 间 线 性 
相关 强 弱 的 测度 , 故 可 用 来 检验 随机 数 的 独立 性 。 
计算 (7.6. 纪 前 后 距离 为 7 的 相关 系数 ， 
Di 一 [7 于 ror (r) 3] 和 3 
对 充分 大 的 太 (WV 一 IJ>50), 取 零 假 设 妃 o， p 一 0， 统 计量 


v 一 六 一 了 
渐 近 服 从 W(0, 巡 分 布 。 
(二 ) 联 列表 检验 
在 ( 开 - 了 ) 平面 上 ， 将 单位 正方 形 分 为 太 个 相等 的 小 正方 形 。 将 随机 数 序列 〈7.6.4， 
按 出 现 的 先后 顺序 两 两 分 组 , 如 取 


《rar ，(ra， 744a)， (rwy， ID) 
进行 试验 (=1 2 …)。 记 落 入 小 正方 形 (写作 内 的 观测 频数 为 wy (总 了 一 二 2，…， 有 ， 令 
9 -w ni- 它 20 
根据 独立 性 假设 , 统计 量 


大 2 
2 如 | 过 -- 填 
tf=1 和 和 
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渐 近 服从 分 布 太 [4 一 1 门 。 


7.6.4 组 合 规律 性 检验 


随机 数 的 组 合 规律 性 检验 是 按照 跑 机 数 出 现 的 先后 顺序 , 根据 一 定 的 规则 进行 组 合 , 检 
验 组 合 观测 值 和 理论 值 的 差异 是 否 显 著 。 

《一 ) 距 离 检验 

一 对 随机 数 (ra， 9) 组 成 尺 - 了 平面 上 单位 正方 形 内 的 一 个 随机 点 。 两 个 随机 点 (ra 
Ya) ，(rs, Ya) 之 间 的 距离 % 是 由 四 个 随机 数组 成 的 一 个 随机 变量 , 可 用 来 检验 随机 数 。 


取 (02 一 《ri 一 93)2 十 (fs 一 4)2 
有 分 布 函数 
0， ac<0 
5Q32 一 8 二 ww 0 一 os 入 工 
3 2 
(a2) 一 呈 I 


要 
林 士 tr 一 2)a2 十 4(a2 一 TU2? 十 二 了 (一切 2 一 全 


， 一 4a2arecsew， 1 一 a2<2 
1 ao2>>2 

把 (0，2) 区 间 分 为 一 些 不 相交 的 子 区 间 ， 由 环 (c?) 给 出 理论 概率 ， 求 出 史 的 理论 频数 
io 根据 (7.6.3), 即 可 构造 对 7.6. 名 进行 统计 检验 的 统计 量 。 

(二 ) 配 套 检 验 

从 随机 数 序列 (7.6. 约 的 第 一 个 随机 数 开始 , 取 其 第 一 个 数字 (如 取 妈 进 制 数 , 8 一 8，10 
或 16) 记 下 来 , 略 去 那些 已 经 出 现 过 的 一 些 数 字 , 直到 用 ! 个 随机 数 配 齐全 部 不 个 不 同 数字 

1，…, 8 一 为 止 。 随 机 变量 ! 构成 我 们 进行 检验 的 统计 量 。 

对 六 个 随机 数 进行 试验 ， 得 到 配 齐 一 套数 字 用 到 7! 个 随机 数 的 观测 频数 m( 一 所 
+ …)。 著 {rd 相 互 独立 , 均匀 分 布 在 (0, 了 上 , 则 随机 变量 ! 具有 概率 


用 四 = 怪 (DC 人- 全) CH 了 



































且 
刀 从 = 1 人 (1 二 到 二 二 十 1 子 ) 
DO -1ETa+ Tt+ + 二) 
也 此 , 可 构造 对 ! 进行 统计 检验 的 统计 量 & 和 X。 
如 在 8=16 时 , 瓦 一 54.09, DUO) = (18.76)s - 
配 齐 一 套数 字 用 到 !~m 个 随机 数 的 概率 书 为 : 
Im | 概率 了 P | ?~m 概 率 卫 1 概 率 了 1 和 概率 卫 
16w~30 | 0.04629 40~ 妈 “| 0.07659 58~54 | 0.06730 66~70 | 0.05f05 
31~38 | 0.04340 43~ 全 | o.07884 |‖ 55~57 | oo6039 7l<75 | 0.04324 
34~36 “| 0.05838 | 46~49 | 0.07735 |‖ 58~60 | 0%.05323 76~90 | 0.07a88 





| 


37 一 39 0.06980 49~51 0.07313 61 必 65 0.07398 90 以 上 0.04731 
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.6.5 连 检验 


把 随机 序列 按 一 定 规则 进行 分 类 。 如 分 为 两 类 , 记 为 C_ 3 得 到 形 如 cab5a25Daaaba-… 
由 两 类 元 素 组 成 的 随机 序列 。 我 们 把 夹 于 异类 元 素 之 间 的 同类 元 素 ， 如 …a852a… 中 的 天 
类 元 素 ， 称 为 一 个 连 ( 或 游程 )a9， 所 含 同类 元 素 的 个 数 称 为 连 长 。 出 现 连 长 为 衬 的 连 数 记 
为 z ?一 习 8 称 为 总 连 数 , 组 成 进行 统计 检验 的 随机 量 。 因 此 ， 随 机 数 的 连 检验 ， 按 随机 数 


出 现 的 先后 顺序 , 重点 检验 它 的 连贯 现象 是 否 异 常 。 
(一 ) 正 负 连 检验 


把 随机 数 序列 |r, - 志 接 正 负 分 为 两 关 。 根 据 均匀 性 、 独 立 性 假设 , 出现 .6 两 类 元 素 
的 概率 都 是 I/2， 且 有 
BO -+1 DG- 之 


卫 {= 从 = 去 - 去 (大 一 二 2，…) 


给 出 按照 (7.6. 轨 《7.6.3) 构 造 统计 量 仅 友 的 假设 。 

《二 ) 升 降 连 检验 

把 随机 序列 { 一 re 中 }， 按照 正 负 分 为 两 类 连 ， 玫 示 随机 数 的 增 减 及 其 长 度 的 变化 规律， 
称 为 升降 连 。 这 时 有 


PCO)- 下 1 DUO) -JI6X-29 


90 
忆 一 5/8，P:=1/40，P=19/240， 忆 = 29/1680,，， 

给 出 按照 (7.6.2)、(7.6.3) 构 造 统计 量 公 类 的 假设 。 

下 面 ,作为 一 个 例子 , 给 出 对 乘 同 余 法 产生 随机 数 进行 子 统计 检验 的 一 些 结果 。 

用 乘 同 余 法 
六 Oo， (mod 231) 
产生 伪 随 机 数 。 取 人 参数 

入 一 51 一 91844720 ”xzo=19720712 
这 里 ， 入 、 mm 为 十 六 进 制 数 ， 最 后 一 位 有 一 虚设 的 二 进位 。 
一 2 3 ，1 一 2，…， 信 


取 六 一 500, 进行 统计 检验 ， 得 如 下 缚 果 . 


《J) 参数 检验 
最 小 值 min {fri，7o …，7r 一 0. 000026 
“最 大 值 - 国 max{fri，ra， ，…，yy 二 0.999909 
均值 7 一 0.499221 
标准 差 s=-0.293373 


(2) 均匀 性 检验 ”将 (9,， 1) 区 间 分 为 30 个 等 区 间 , 得 检验 什 
xz2(19) =10.56， wW 太 Dr =0.3578 


(8) 独立 性 检验 
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(i) 相关 系数 检验 (ii) 联 列表 检验 惧 一 5) 
pi 一 一 0.042604 籽 一 15.46 
Po 一 “0.006044 妈 一 20.85 
ps 一 一 0.081950 娄 一 21.34 
0o4=- 0.062602 籽 一 15.62 
(4 连 检 验 


正 负 连 检 验 























连 长 理论 值 卫 观测 值 巨 
1 0.5 0.500000 0.625 0.626911 
2 0.35 0.257812 0.275 0.253822 
3 0.125 0.152344 0.079167 0.088685 
4 0.0625 0.035156 0.020833 0.030583 
和 0.03125 0.023438 

6~oeo 0.U3125 0.031250 

总 连 数 251 256 327 

和 2(5) 10.906 . 3.4008 
4 0.4919 





8 7.7， 加 速 收 敛 原理 


用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 一 个 问题 的 数值 结果 , 可 以 看 作 一 个 高 维 积分 的 数值 求 积 。 如 在 
模拟 计算 中 , 一 次 试验 需要 用 到 和 个 随机 数 *， 则 模拟 过 程 是 对 随机 数 的 弃 维 函数 
ja 人 3 ”5 7m) 
进行 抽样 。 统计 量 jwa，ra，…，7m) 的 数学 期 望 0 未 知 ， 是 我 们 所 要 求 的 解 。 根据 数学 期 
望 的 定义 


大 ro 一 | | 人 (7.7. 了 1 


因此 ,蒙特 卡 洛 模拟 的 结果 也 就 是 积分 (7.7.1) 的 近似 值 。 显然 ， 这 一 看 法 ， 并 不 总 是 适宜 
的 。 但 是 ,模拟 积分 (7.7. 了 1) 的 加 速 收 敛 原理 和 各 种 降低 模拟 方差 的 技巧 , 对 于 一 般 蒙 特 卡 
治 模拟 有 着 普遍 的 意义 。 

下 面 ,为 简化 叙述 ,以 模拟 一 维 积分 


0- 上 | Fodz (0<Fo<DT) (7.7 .9 


为 例 , 说 明 加 速 收敛 原理 和 降低 模拟 方差 的 一 些 技巧 。 

在 87 . 工 中 ,我 们 给 出 积分 (7.7.2) 两 种 不 同 的 模拟 算法 。 为 了 比较 同一 概 型 两 种 不 同 
模拟 算法 的 好 坏 , 这 里 引入 方法 效率 比 的 概念 。 

令 们 、Ta， of o2 分 别 表示 同一 概 型 中 两 种 不 同 模拟 算法 在 一 次 模拟 试验 里 的 平均 运 
算 量 (或 计算 时 间 ) 和 方差 。 为 了 达到 给 定 的 模拟 精度 ,根据 (7.1.5)、(7.1.7)， 计 算 时 间 正 
比 于 乘积 Tec”。 在 实际 应 用 中 , 可 在 计算 机 上 通过 次 数 不 多 的 模拟 试验 ,给 出 了 、 王 的 渐 近 
估计 。 





2Q34 


定义 





-到 G.7.3) 
为 模拟 算法 工 对 模拟 算法 开 的 效率 比 。 
现在 , 讨论 两 种 常用 的 模拟 算法 (7.1.2)、(7.1. 多 ,分 析 它们 的 方差 来 源 , 给 出 加 速 收 全 
的 基本 原理 。 
在 模拟 算法 (7.1.4) 中 , 取 随 机 变量 
7 一 ro 


统计 量 
0- 广 习 7 

给 出 0 的 无 偏 估计 ,一 般 称 为 期 望 值 估计 法 。wa) 的 方差 
oO 一 9] 


是 由 于 路 遍 整 个 积分 区 域 (0 1) 时 ，F(z) 对 期 望 值 9 的 变异 引起 的 。 由 此 , 可 以 给 出 第 一 
个 加 速 收 敛 原 理 。 

在 f(e) 的 模拟 过 程 中 , 减少 fF(z) 对 期 望 值 0 的 变异 , 可 以 降低 结果 的 误差 , 提高 收敛 速 
度 。 

在 模拟 算法 (7.1.2) 中 , 定义 随机 变量 
[二 。 当 mm<jra) 时 
10， 当 m>jra) 时 


2 (ra，7a) 一 
统计 量 
0 一方 外包 (ra-1， 7ab) 
给 出 2 的 无 偏 估计 ， 一 般 称 为 随机 投 点 估计 法 ， 等 价 于 从 概率 工 =2 的 二 项 分 布 中 进行 抽 
样 , 故 有 方差 


ob -0) 
因 了 > 人 
o 一 吕 -| .7 Et-7GO]dz>0 
故 两 种 模拟 算法 的 效率 比 
To 
C= 天 生 > 
算法 和 较 算法 名 有效。 
分 析 随 机 变量 yo 有 


| 00(O，0o) do 一 (za) 


故 知 , 由 于 沪 的 模拟 中 , 应 用 %2 (ra rs) 对 随机 变量 的 数学 期 望 flra) 代替 72(ri rs)， 
形成 of< oz 降低 了 方差 。 因 此 , 在 绽 特 卡 洛 模拟 里 ,如果 模拟 过 程 中 , 在 一 处 能 用 理论 分 
析 的 数学 期 望 值 代替 在 该 处 的 统计 模拟 ， 可 以 减少 结果 的 误差 。 这 是 加 速 收 和 剑 的 第 二 个 基 
本 原理 。 

下 面 , 从 减少 模拟 量 在 定义 域 上 对 结果 妨 的 变异 , 尽 可 能 应 用 理论 分 析 的 期 望 值 代 替 模 





拟 估计 值 两 个 加 速 收敛 原理 出 发 ,讨论 几 种 降低 方差 的 具体 抽样 方法 岂 荆 。 
《H 重要 抽样 
设 yt) 是 (0 轧 上 随机 变量 上 的 密度 函数 。 变 积分 (7.7. 为 


9 ya 人 妈 且 .ga 


引入 随机 变量 
0 
7 
其 期 望 值 为 0， 方差 
全 
于 一 |， 一介 (7.7. 
取 统 计生 
久 .=- 广 衬 作 
给 出 9 的 无 偏 估计 。 
为 了 降低 c 从 它 的 计算 公式 (7.7. 信 可 知 , 取 (za)/g(z) = 纺 即 
g(@) - 豆 7) 07.7. 


得 噬 =0 的 零 方 差 估 计 。 显 然 , 在 实际 模拟 中 , 9 是 未 知 的 ，(7.7.5) 中 的 取 法 并 不 具有 什么 
实际 意义 。 但 是 , 从 吧 " 的 抽样 中 可 以 看 出 , 对 任意 一 个 密度 函数 y(z) 进 行 抽样 , 用 /9g 代 
替 了 进行 补偿 , 都 能 得 到 6 的 无 偏 估计 。 我 们 的 目的 是 减少 估计 方差 o。 只 要 选取 同 jw) 
尽 可 能 类 似 的 函数 9(z), 使 比值 f(z)/9(c) 接 近 一 个 常量 ,就 可 以 得 到 降低 方差 的 算法 。 

根据 被 积 函数 jw) 的 性 质 , 由 类 似 于 jw) 的 9(z) 中 进行 抽样 ， 就 是 改变 原来 的 (0, 了 
上 的 平均 抽 禅 , 在 积分 区 域 的 重要 部 分 , 即 对 0 贡献 大 的 部 分 , 选取 比较 多 的 抽样 点 , 故 称 为 
重要 抽样 。 

《2) 分 层 抽 样 

分 层 抽样 , 就 其 想法 和 重要 抽样 一 样 ,都 是 减少 fw) 对 期 望 值 0 的 变异 。 

把 积分 区 域 (0, 切 分 为 一 些 不 相交 的 子 区 间 。 在 每 个 小 区 间 上 , 进行 均匀 抽样 。 样本 
量 风 正比 于 该 区 间 上 对 积分 值 的 贡献 。 这 种 分 层 抽样 ， 不 增加 太 多 的 计算 量 ， 达 到 降低 方 
差 的 目的 。 

《38) 相关 抽 祥 

利用 随机 变量 之 间 的 相关 以 减少 模拟 方差 的 抽样 方法 称 为 相关 抽样 。 要 利用 相关 抽 
样 ,必须 进一步 研究 被 积 函 数 了 jz) 的 性 质 。 

若 j (wo) 是 (0, 攻 上 的 单调 函数 ， 采 用 对 称 化 的 处 理 方法 ， 可 以 减少 .fz) 对 积分 值 0 的 
变异 。 如 取 


g(z) =-[f(o) +7G 一 相 ] 
随机 变量 
9( 有 -地 [7(B) +FG 一 司 ] 


以 0 为 期 望 值 。 由 于 jw) 的 单调 性 , 随机 变量 F(B) 、 (一 司 负 相关 。7( 瑟 ) 的 方 关 
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加 = 于 DI7( 肪 +JG- 瑟 ]= 全 [+ 


这 里 ，o3= 了 D[LF(B)]，p<0, 是 帮 CB) 和 JJ 一 忆 ) 的 相关 系数 。 一 般 情 况 下 ，ot< ai。 
进一步 分 析 jz) 的 性 质 , 也 可 以 构造 正 相 关 的 抽样 方法 。 
取 和 Jo) 相近 、 积 分 值 % 已 知 的 函数 %z) 。 则 随机 变量 
V(Z) 一 六) 一 多 (BO) 十 g 
以 0 为 期 望 , 上 且 7 BE) 9(B) 的 相关 系数 p>0。9 (二 的 方差 
o 一 DLR) 一 风 ( 瑟 ) 十 go 一 o 十 ac2[%( 玉 )] 一 2pcac [由 (局 ) 
当 由 (c) 能 够 吸收 被 积 函 数 jc) 对 0 的 大 部 分 变异 时 ，c8< ai 成 立 。 实 际 上 , 这 里 用 理 
论 分 析 得 到 Y 风 (z) 的 积分 值 6 代替 部 分 模拟 , 降低 结果 的 方差 of。 
在 文献 中 ， 也 把 负 相 关 (eo<0) 的 抽样 叫做 对 偶 变 数 ， 正 相关 (p>0) 的 抽样 称 为 控制 变 
数 。 
(4 序 贯 抽样 
上 面 讨论 的 几 种 加 速 收敛 方法 ,各 次 试验 相互 独立 。 近来 已 把 统计 上 的 序 贯 抽样 用 于 
统计 模拟 。 模 拟 过程 中 , 模拟 的 结果 不 仅 取决 于 本 次 试验 , 而 且 还 依赖 于 以 前 各 次 的 试验 结 
果 , 以 加 速 模拟 过 程 的 收敛。 
我 们 用 蒙特 卡 洛 方法 求解 非 线 性 代数 方程 组 为 例 , 说 明 这 一 抽样 方法 。 
给 出 非 线 狂 代数 方程 组 
说 (ci za 0 一 0 
六 (oa，…，2) 一 0 


万 (zl 3 “， 0) =0 
求 出 使 
Q- 衬 wo oo em) 


取 值 最 小 的 点 (ci，za，…，2z), 作为 代数 方程 组 的 近似 解 。 这 里 , 加 权 值 w 取 常 量 。 
根据 方程 组 的 特点 和 物理 意义 ,一 般 可 以 定 出 求解 区 域 Du。 在 区 域 De 上 随机 取 点 , 构 
造 点 集 满足 不 等 式 : 
Q(za)>Q(zo)>…>QCZ) 
计算 点 集 wa，z，…，2zwo 的 均值 2, 方差 82 以 2 为 中 心 , 28 为 区 间 长 度 ,给 出 新 的 求解 
区 域 了 。 这 种 压缩 抽样 区 域 , 加 以 必要 的 人 工 于 预 的 办 法 , 经 验 表明 可 以 提高 收敛 速度 。 
最 后 ,我 们 以 jz) =o! 为 例 , 计算 积分 (7.7.2), 说 明 各 种 不 同 加 速 收 敛 方法 的 效果 。 
在 守 要 抽样 中 , 取 


g(z) -号 (+ 对 
正 相关 抽样 中 , 取 
$(o) = (t+o)1e 
负 相 关 抽样 中 , 取 
jd 下 





有 如 下 结果 ， 


抽样 方 法 均 方 差 
期 望 估 计 0.180986 
随机 投 点 估计 0.482228 
重要 抽样 0.266140 
正 相 关 抽 样 0.076860 
负 相 关 抽 样 0.023011 





8$ 7.8 蒙特 卡 洛 应 用 

应 用 蒙特 卡 洛 方法 , 可 以 解决 许多 类 型 不 同 的 数学 物理 工程 技术 问题 。 这 些 问 题 大 至 
可 以 分 为 两 类 , 即 确定 性 问题 和 随机 性 问题 。 

用 蒙特 卡 洛 方法 求解 严格 确定 的 数学 物理 问题 ， 主 要 困难 是 构造 一 个 简单 、 适 用 的 概 
型 , 使 这 个 问题 的 解 对 应 于 概 型 中 随机 变量 的 概率 分 布 或 参量 。 在 计算 机 上 , 对 给 定 的 福 型 
进行 死 特 卡 洛 模拟 。 大 量 模拟 试验 后 , 给 出 分 布 或 参量 的 统计 估计 值 , 作为 问题 的 近似 数值 
解 。 计 算 高 维 积分 , 求解 线性 、 非 线性 代数 方程 组 , 计算 逆 抢 阵 , 模拟 李 贺 型、 抛物 型 方程 , 求 
解 线性 算 子 的 特征 值 等 号 所 ,都 是 这 一 类 型 的 问题 。 但 在 实际 计算 中 , 这 类 方法 应 用 并 不 很 
多。 

模拟 随机 性 的 工程 技术 、 数 学 物理 问题 是 蒙特 卡 洛 方法 的 主要 应 用 领域 。 给 出 几 个 简 
单 例 子 , 说 明 实 际 模拟 的 过 程 。 

(GD 回归 方程 的 模拟 检验 

在 回归 分 析 计算 中 ， 对 得 到 的 回归 方程 ， 要 进行 预报 或 控制 效果 可 蔡 性 和 稳定 性 的 检 
验 。 一 般 方法 是 把 给 出 的 观测 数据 分 为 两 部 分 , 一 部 分 (大 量 的 ) 用 来 建立 回归 方程 ,一 部 分 
(少量 的 ) 用 来 检验 回归 方程 。 当 观测 数据 量 不 大 时 ， 应 用 这 种 方法 是 困难 的 。 为 了 克服 这 
种 困难 , 用 殖 特 卡 洛 方法 伪造 观测 数据 中 的 预报 量 ”, 检验 回归 方程 的 显著 性 。 

给 出 六 组 观测 数据 


On 03 Onm; 2 臣 一 工 2，…， Wi 信和 
假定 预报 量 Yy 满足 回归 方程 
二 这 pv 十 so (7.8.1) 


这 里 ，s, 相互 独立 , 服从 (0， 轨 ) 分 布 。 利用 逐步 回归 算法 (会 见 本 书 “ 回 归 分 析 ” 一 章 ) 合 
选 预报 因子 x。， 得 到 回归 方程 , 给 出 复 相关 系数 

(多 一 切 : 
一 11 一 2 二 - 

污 妆 (一 幼 ” 





这 里 , 多 表 示 儿 的 回归 预报 值 ， 


5- 己 衬 % 
是 9 的 平均 值 。 
为 了 检验 用 回归 模型 (7.8.1) 和 随机 预报 的 差异 是 否 显著 ， 用 蛇 特 卡 洛 方法 伪造 克 个 
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因 变 量 y。 例 如 ,用 87.3 给 出 的 方法 ,产生 六 (0, 移 分 布 的 正 态 随机 变量 。 这 里 
3- -二 (一 力 ? 


在 预报 量 y 和 预报 因子 wx 无 关 的 假定 下 , 是 方差 的 无 偏 估计 。 

利用 逐步 回归 算法 ， 在 保留 相同 预报 因子 个 数 的 条 件 下 ， 得 到 伪造 因 变 量 y 的 回归 方 
程 , 求 得 复 相关 系数 鼠 的 抽样 值 。 重 
复 蒙 特 卡 洛 模拟 , 得 到 驻 的 分 布 。 

对 给 定 的 显著 水 平 车 

卫 { 尼 > 下 > 

则 所 得 回归 预报 和 随机 预报 相 比 差异 
并 不 显著 , 在 实际 预报 中 无 法 应 用 , 可 
拒绝 接受 回归 方程 。 

无 疑 ， 这 种 和 随机 预报 相 比 的 模 
拟 方 法 , 在 时 间 序 列 分 析 、 信 和 号 检测 、 
滤波 效果 检查 中 都 是 可 用 的 。 

《2) 放大 器 线路 分 析 

对 一 个 复杂 的 系统 ， 要 建立 一 个 
真实 的 可 车 性 分 析 模 型 ， 是 十 分 困难 
的 。 用 蒙特 卡 洛 方法 模拟 这 类 系统 ， 

图 7.1 放大 器 线路 分 析 可 以 大 大 节省 工程 费用 和 设计 时 间 。 

下 面 的 放大 器 线路 分 析 模 型 ， 可 作为 一 个 简单 的 说 明 性 例子 ”…。 

在 图 ?7.1 的 放大 器 线路 中 ,假定 线路 中 所 有 参量 都 是 正 态 分 布 的 ， 具 有 已 知 指 均 值 和 
标准 差 , 其 数值 由 下 表 给 出 。 











xz 一 甩 2000 33.30 

TH 一 下 43000 0 3150 0 

ji(1 二 jyfe) 一 了 487.5 9 24.49 
jfe- 妈 4.3 

三 0.58T 0 

S 20T 0.25 





假若 参量 了 可 以 确定 系统 的 可 车 性 。 设 1.30 伏 < 广 < 工 .48 伏 是 线路 正常 工作 的 临 
界 区 域 , 要 求 计算 线 路 的 可 昔 性 。 
分 析 放大 器 线路 图 7. 芽 ， 得 到 线性 方程 组 
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人 1 8S8 7 
( 赤 + 吉 + 画 )m- 坝 内 - 画 + 丙 | 
有 1 1 /1 pyr_gS 了 到 
各 玉 +( 志 + 吉 )P (二 + 二 )Ps 训 +- 闷 (7.8.2) 
1AAyr 了 工 T+  ， 革 _ FFG 二 用 
求解 随机 线 代数 方程 (7.8.2), 得 三 :: 
Ro 二 FE 0 了 工 
PoRs ”Rs 
SRs 十 7jBRs 刀 , 十 Rs 1RB5 十 Rs 
五 互 丈 万 。 一 ”六 志 
和 人 G 二 用 有 丽 感 (二 内 十 (有 十 矶 ) BR 
及 = es 5 5 
过 志 十 部 志 十 瑟瑟 0 2 
Rose Re 
刀 十 矶 _ NB 十 瓦 
了 了 5 5 
工 十 帮 风 RsR5(I++ 人 六 十 (Rs 二 Rs) Rs 
天 ， 25 as 


在 计算 机 上 ,用 87.3 给 出 的 抽样 方法 , 产生 正 态 随 机 变量 ,可 给 出 随机 变量 了 ; 的 模拟 
值 , 算出 放大 器 线路 的 可 靠 性 。 

在 计算 机 上 99, 以 置信 水 平 6 狗 ， 算 得 可 靠 性 为 90 多 。 

(3) 控制 棒 吸 收 率 的 统计 模拟 

质点 随机 游 动 的 统计 模拟 问题 , 是 蒙特 卡 洛 方法 应 用 的 重要 领域 之 一 ! 2 可 用 来 解决 
中 子 物 理 和 核反应 堆 物理 中 提出 的 不 少数 值 问题 。 作为 例子 ， 
讨论 热 中 子 在 控制 棒 内 随机 游 动 的 模拟 问题 ， 计 算 控制 棒 的 吸 
收 率 。 

控制 棒 是 核反应 堆 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 外 形 是 一 个 长 为 
厂 半径 为 斑 的 圆柱 体 , 横 截 面 如 图 7.12 所 示 。” 

控制 棒 中 间 是 一 个 半径 为 的 碳化 确 圆 柱 体 ， 以 概率 工 吸 
收 进入 它 内 部 的 热 中 子 。 在 碳化 硼 外 面 , 是 一 层 厚 为 五 的 馈 合 
金 包 壳 。 包 壳 外 面 有 摩 为 za 的 冷却 水 层 。 水 层 外 面 , 又 用 锅 合 
金 作 包 壳 , 厚 为 gg。 这 里 , 下 十 ?十 加 十 了? 一 玉 。 

由 于 工交 马 为 简化 模型 ,， 视 控 制 棒 为 无 限 长 。 这 时 ， 入 射 
控制 棒 的 中 子 与 入 射 点 的 位 置 无 关 。 

热 中 子 进入 控制 棒 的 入 射 角 (2, 9) 是 一 对 随机 变量 ， 密 度 
函数 





7.12 控制 棒 横 截面 


和 RE 机 
区 -| bsinp(1+Assnbgsinp)， 当 0<0， 9< 也 时 
0， 其 它 


在 直角 坐标 系 中 , 热 中 子 的 入 射 方向 
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L4=sin0bcosp 
=snbsinp 


4 一 cos0 

抽样 方法 由 例 9、 例 革 给 出 。 

热 中 子 在 介质 内 随机 游 动 时 , 和 介质 内 的 质点 发 生 碰撞 , 或 以 概率 己 =3s/ 2 散射 ,或 
以 概率 PP 一 3o/22 吸收 。 这 里 ，3s，2o， 歹 = 了 十 2o， 分 别 表示 碰撞 点 处 介质 的 散射 截面 、 
吸收 截面 和 总 截面 ,它们 都 随 介 质 的 不 同 而 异 。 模拟 时 , 产生 随机 数 ”,， 视 其 是 否 小 于 卫 ， 
确定 碰撞 的 类 型 (87.8.1)。 

热 中 子 在 水 中 发 生 散 射 时 , 散射 角 w 以 

二 (十 3r cogw)， 0<o< 


mo-| 
0， 其 它 


为 密度 函数 ,方位 角 9p 均匀 分 布 在 [0, 2r] 上 。cosw 和 oosy 的 抽样 方法 ， 已 由 例 5、 例 6 给 
车 散射 前 中 子 的 游 动 方向 为 (4z，4，42), 散射 后 新 的 游 动 方向 为 (4z，4y， 少 ), 则 有 
f 4 一 沙 cosw 十 sin o cos gpAIL 一 4 呈 
[二 [d(oso-4dz)+ 如 smnosingpwVi 古 ] 
dz'=- 一 [4z(eoso 一 必 4z) 一 dsinwsinpwI 二 422] 


Lv/ 一 














在 铝 中 , 发 生 散 射 的 中 子 是 各 向 同性 的 。 取 
和 -va 
2V2 
给 出 速度 较 快 的 一 种 抽样 方法 , 如 图 7.13 所 示 。 
热 中 子 在 介质 内 发 生 散射 后 ， 继 续 游 动 。 游 动 长 度 ! 服从 
以 3 为 参数 的 指数 分 布 ( 参 见 例 2)， 即 中 子 游 动 的 平均 自由 程 
由 于 我 们 模拟 的 中 子 要 在 不 同 的 介质 内 游 动 , 六 是 变化 
的 , ! 的 抽样 过 程 较为 复杂 。 沿 中 子 的 散射 方向 , 依次 算出 在 各 
图 7.13 抽样 框图 个 不 同 介质 里 需要 游 动 的 长 度 ， 分 别 记 为 六 ?2，…，, 加 相应 各 
介质 的 总 截面 好 分 别 记 为 丸 ，Zs，…，2xz。 游 动 长 度 ! 的 抽样 方法 为 : 
产生 随机 数 >， 计算 标准 指数 分 布 的 随机 变量 "= 一 耳 r。 找 出 满足 不 等 式 
了 页 十 …… 十 马 7 < 一 In 天 2 下 十 … 十 志和- 十 2 
的 标号 值 夕 计算 游 动 自 由 程 


7 一 下 十 … 十 站 1 十 


产生 随机 数 ru rz, rs 
&=A 和 (2r 一 1) 
u= 入 (2rz-1) 


d=22+U2+2<ci? 


一 Iny 一 (3 十 … 十 17 1) 
Zi 


如 果 中 子 的 散射 点 为 ro， 散射 方向 为 w， 则 游 动 中 子 新 的 碰 擅 点 为 
外 一 人 o 十 1 
当 一 Inyr>Z1 六 十 … 十 27 了 
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时 , 质点 飞 出 游 动 介质 的 区 域 。 

根据 上 面 给 出 的 概 型 和 抽样 方法 ， 可 跟踪 热 中 子 至 吸收 或 飞 出 控制 棒 为 止 。 研究 控制 
村 的 吸收 率 , 即 计算 热 中 子 被 水 . 铝 合金 和 碳化 形 的 总 吸收 率 。 无 疑 ， 这 里 给 出 的 是 一 种 直 
接 模 拟 方法 。 为 了 提高 模拟 结果 的 收敛 速度 ， 根 据 87.7 给 出 的 加 速 收敛 原理 和 降低 模拟 
方差 的 一 些 技巧 , 可 采用 新 的 一 组 模拟 方法 。 

(1) 分 层 抽样 

把 中 子 的 入 射 区 域 (如 图 7.1I 约 分 成 三 部 分 。 按 各 层 的 贡献 和 方差 的 大 小 , 用 分 层 抽样 
的 方法 , 在 各 层 中 抽样 不 同 的 中 子 数 。 


|y 





图 7.]4 分 层 抽样 
，( 动 统计 加 权 抽 样 

代替 质点 吸收 散射 的 抽样 方法 ,用 期 望 评 分 来 表示 。 设 一 个 质量 为 机 。 的 质点 和 介质 
中 的 粒子 发 生 第 (mo 十 芒 次 碰撞 ， 用 期 望 评分 、 统 计 加 权 的 方法 ， 则 有 古 环 ,的 质量 被 控制 棒 
吸收 , 而 中 子 以 太一 忆 用, 的 质量 继续 游 动 。 

《 韦 ) 统计 估计 抽样 

在 进行 自由 程 ! 的 抽样 时 , 用 改变 游 动 中 子 的 质量 ,代替 质点 飞 出 控制 棒 的 统计 模拟 。 
在 第 呈 次 碰撞 后 , 有 

全 ,exp[ 一 (317 十 327 十 … 十 31)] 
的 质量 飞 出 控制 棒 。 这 时 , 继续 游 动 的 中 子 的 质量 
全 ,= 刺 ,{ 一 ezp[ 一 (37 十 37 十 … 十 31)]} 

代替 随机 数 ” 取 . 


委 一 工 一 个 侍 一 exzp[ 一 (2 十 sj 十 … 士 玫 了 ]} 
计算 一 联 玫 ,抽样 游 动 自由 程 7。 
最 后 ， 把 用 高 维 积分 计算 得 到 的 近似 数值 结果 和 进行 25000 次 直接 模拟 得 到 的 统计 绪 
果 , 列表 比较 如 下 ， 















工 rr | 肥 收 率 


| 
进入 各 区 热 中 子 的 吸收 率 | 控制 棒 的 
1 


0.061165 0.263035 0.6758 0.4192 0.6387 0.512 


0.05992 0.26392 0.67616 0.0527 0.381 0.6146 0.5138 
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第 八 章 ”线性 代数 方程 组 的 数值 解法 


线性 代数 方程 组 的 数值 求解 是 工程 实践 中 经 常 遇 到 的 问题 。 据 不 完全 统计 , 工程 实践 
中 提出 的 计算 问题 , 有 一 半 以 上 包括 求解 线性 代数 方程 组 。 例 如 , 结构 应 力 分 析 问 题 、 电 力 
传输 网 分 析 问 题 、 大 地 测量 问题 、 数 据 拟 合 问题 、 各 种 晶体 管 电路 分 析 问 题 以 及 非 线性 方程 
组 与 微分 方程 数值 解 问题 等 等 。 因 而 , 了 解 在 计算 机 上 用 什么 方法 求解 线性 代数 方程 组 , 对 
于 各 用 让 村 仙人 放 是 下 全 全 全 国 本 章 介 绍 一 些 目前 在 计算 机 上 经 常 使 用 的 、 简 单 有 效 的 
方法 。 

通常 把 线性 代数 方程 组 的 数值 解法 分 为 直接 法 与 迭代 法 两 类 。 所 谓 直接 法 ， 就 是 经 有 
限 次 数 的 运算 即 可 求 得 (如 果 没 有 舍 入 误差 ) 方 程 组 精确 解 的 方法 。 迭代 法 则 与 之 相反 , 它 
将 求解 方程 组 的 问题 化 为 构造 一 个 无 限 序列 , 其 极限 就 是 方程 组 的 解答 , 因而 在 有 限 步 内 是 
得 不 到 精确 解 的 。 直 接 法 与 多 代 法 各 有 优 缺 点 , 前 者 由 于 受到 计算 机 存储 容量 的 限制 ,一 般 
来 说 仅 适 宜 于 系数 矩阵 阶 数 不 是 太 高 的 问题 ， 其 工作 量 较 小 ， 精 确 度 较 高 ， 但 程序 较 复 杂 。 
后 者 主 要 用 于 某 些 高 阶 问题 ， 特 别 是 在 椭圆 型 偏 微分 方程 边 值 问题 的 数值 求解 中 有 着 广泛 
的 应 用 。 一 般 来 说 , 其 程序 较为 简单 , 但 工作 量 有 时 较 大 。 实 际 计算 时 , 应 根据 问题 的 特点 
和 要 求 以 及 所 使 用 的 计算 机 的 情况 , 来 决定 方法 的 取 含 。 

我 们 在 88.1 中 介绍 一 些 常 用 的 直接 解法 , 并 在 本 章 最 后 给 出 相应 的 算法 语言 程序 ,这 
些 程序 都 在 计算 机 上 进行 过 试 算 , 感 兴趣 的 读者 可 以 直接 引用 它们 。8&8.2 是 关于 和 迭代 法 某 
些 基 本 概念 的 介绍 。 由 于 迭代 法 主要 用 于 椭圆 型 偏 微分 方程 边 值 问题 的 数值 解 , 本 书 第 十 
三 章 中 将 详细 讨论 常用 的 和 迭代 法 的 应 用 问题 , 这 里 仅 从 矩阵 计算 的 角度 作 一 些 简单 的 讨论 。 
最 后 ,在 88.3 十 介绍 一 些 解 线性 矛盾 方程 组 的 常用 方法 。 


8$88.1 解 线性 代数 方程 组 的 直接 法 
本 节 介 绍 计算 机 上 常用 的 解 线性 代数 方程 组 的 直接 法 。 一 个 环 阶 线性 代数 方程 组 可 以 
表示 为 ， 
CH101 十 Qia0a 十 十 Gin0n 一 0 
0al101 十 Gas03 十 ，… 十 Con0 一 03 (8.1.1) 


ai421 十 CraZa 十 ,十 Con 一 D 
采用 和 抢 阵 和 向 量 符号 ， 人 
4z=D (8.1.2) 
其 中 人 盘 = [oo] 是 由 方程 组 (8. TI.1) 的 系数 cy 所 构成 的 wxnm 和 矩阵 , 通常 称 为 系数 符 阵 ; 
2= [2 为 方程 组 (8.1.3) 的 右 端 项 所 构成 的 m 维 向 量 , 通常 称 之 为 右 端 向 量 或 自由 项; 
多 = [o 为 要 求 的 解答 汪 所 构成 的 呈 维 向 量 。 
大 家 知道 ,只 要 抢 阵 翁 的 行列 式 detd 关 0, 方程 组 (8.1 .1 就 有 唯一 解 , 其 表达 式 为 
24 一 det /det4 (一 1 2， 四 ) (8. 工 .3> 


aetygee etaes roseireoe ee 一 ee 一 一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 
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其 中 4 为 用 右 端 向 量 忆 替换 系数 矩阵 4 的 第 性 列 而 得 的 矩阵 。 这 一 公式 称 之 为 克 莱 姆 法 
则 。 显 然 , 按 克 莱 姆 法 则 求解 方程 组 (8. 工 . 巧 , 需要 计算 wm 二 工人 个 呈 阶 行列 式 。 每 个 皇 阶 行列 
式 按 直接 展开 办 法 来 算 需 一 1) xwl 次 乘法 和 %! 次 加 法 运算 。 当 ”= 30 时 ， 共 约 需 完成 
10” 次 乘法 煌 加 法 运算 , 这 是 一 个 十 分 惊人 的 数字 , 即使 在 一 台 每 秒 作 一 亿 次 运算 的 计算 机 
上 完成 这 一 计算 也 是 不 可 能 的 。 所 以 , 尽管 这 种 办 法 也 是 一 种 直接 法 , 并 且 理 论 上 可 行 , 但 
实际 上 汪 无 法 进行 求解 的 。 即使 采用 其 它 办 法 来 计算 行列 式 , 按 克 菜 姆 法 则 求解 的 工作 量 
也 比 通 常 的 直接 法 大 得 多 。 因 而 , 克 莱 姆 法 则 对 于 数值 计算 来 说 是 没有 什么 用 处 的 , 仅 在 一 
些 特殊 场合 才 有 用 。 

现在 计算 机 上 常用 的 直接 解法 大 多 数 是 以 系数 插 阵 的 三 角形 化 为 基础 的 。 即 是 说 , 先 
对 方程 组 进行 变换 ， 使 其 化 为 等 价 的 ( 即 具 有 相同 解答 的 ) 三 角形 方程 组 。 由 于 三 角形 方程 
组 的 求解 十 分 容易 , 原来 方程 组 的 求解 问题 即 告解 决 。 本 节 中 只 讨论 这 一 类 型 的 方法 。 为 
讨论 方便 起 见 ,我 们 首先 令 述 三 角形 方程 组 的 解法 , 然后 令 述 各 种 将 原 方程 组 化 为 等 价 三 角 
形 方程 组 的 方法 , 并 比较 其 优 劣 。 由 于 计算 机 的 字 长 是 有 限 的 , 每 次 运算 之 后 还 要 对 结果 进 
行 含 人 , 所 以 , 最 然 理论 上 直接 法 在 有 限 步 内 可 以 得 到 精确 解 , 但 实际 在 计算 机 上 得 到 的 只 
是 近似 解 。 这 样 就 产生 了 误 盖 分 析 的 问题 。 本 节 的 最 后 一 段 将 简单 地 讨论 一 下 这 个 问题 。 


8.1.1 三 角形 方程 组 的 解法 
所 谓 三 角形 方程 组 是 指 下面 丙 种 形式 的 方程 组 ; 


ja21 一 和 
jazoz 十 1aavs 一 0 
1aiox 十 7aaza 十 1aaza 一 03 (8.1.4) 
jx 十 ja0a 十 ss 十 十 jn0n 一 pu 
Ma124 十 Us02 十 230s 二 十 Wan 一 丰 
1as0s 十 2a303 十 … 十 WanOn 一 03 
SR (8.1.5) 
nana 十 -nn 一 On-a 
on2n 一 上 
方程 组 (8.1. 汶 思 作 下 三 角形 方程 组 ，(8.1.5) 叫 作 上 三 角形 方程 组 。 若 用 称 阵 符号 即 可 分 
别 写 为 : 
ZLZ=D 或 VD=OC 
其 中 郊 = [为 方程 组 (8.1. 和 的 系数 所 构成 的 下 三 角形 矩阵 , 其 元 素 满 足 关系 ， 
和 一 0 《< 人 : 
乙 为 方程 组 (8.1.8 的 系数 所 构成 的 上 三 角形 和 矩阵, 其 元 素 满足 关系 式 : 
ww 一 0 《> 用 
三 角形 方程 组 的 求解 是 很 简单 的 。 例 如 ,对 于 方程 组 (8.1. 勾 ， 我 们 可 以 从 其 第 一 个 方 
程 定 出 必 一 Di/zjaz 然后 将 它 代 入 第 二 个 方程 , 便 可 求 得 mm 一 (2 一 fatzi)/jas。 把 求 得 的 避 ，ws 
代入 第 三 个 方程 又 可 定 出 ce。， 如 此 逐个 方程 地 向 前 递 推 下 去 , ” 步 之 后 即 可 求 得 全 部 解答 。 
这 一 过 程 有 时 也 叫 作 前 推 过 程 。 显 然 , 其 计算 公式 可 以 归结 为 : 
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| es (8.1.6) 
人 一 (一 2 一 pas 一 ee 一 104-1) /1 (2 一 2， 3， %) 


求 出 内需 要 作 4Y 一 革 次 乘法 和 加 减法 以 及 一 次 除法 , 故 总 共 需 完成 1 十 2 十 3 十 … 十 m 一 二 22 
次 乘法 和 加 减法 以 及 吨 次 除法 。 

完全 类 似 , 对 于 方程 组 (8.1. 劝 ,我们 可 以 先 从 第 四 个 方程 定 出 ww= gu/ 然后 将 它 代 
入 第 m% 一 工 个 方程 定 出 zi= (di 一 她 -ina2n) /dln io 如 此 逐个 方程 地 回 代 下 去 ， 最 终 即 
可 求 出 全 部 解答 。 这 个 计算 所 需 过 程 通常 叫 作 回 代 过 程 。 显 然 , 其 计算 公式 可 以 归结 为 

Oo 一 Ooj[oon 

| 作 一 (太一 Mid 一 由 二 si 一 人 一] (一 0 一 二 9 一 2 … 1) 0 

回 代 过 程 所 需 完成 的 计算 量 也 是 w/2 次 乘法 和 加 减法 以 及 m 次 除法 。 
从 (8.1.6) 和 (8.1.7) 可 以 看 出 , 求解 三 角形 方程 组 是 很 简单 的 , 只 要 把 方程 组 化 成 了 等 

价 的 三 角形 方程 组 ,求解 即 很 容易 完成 。 下 面 我 们 就 来 令 述 各 种 将 原 方程 组 化 为 等 价 三 角 
形 方程 组 的 方法 ;并 比较 其 优 务 。 


8.1.2 高 斯 消去 法 


(一 ) 高 斯 消去 法 的 基本 步 骤 

高 新 消 去 法 (以 后 简称 为 消去 法 ) 是 大 乡 数 读者 早已 娄 秋 的 方法 它 的 提出 已 有 相当 长 
的 时 间 了 ， 故 是 一 个 古老 的 方法 。 然 而 ， 近 年 来 在 计算 机 上 求解 线性 代数 方程 组 的 实践 表 
明 , 它 仍 是 直接 法 中 最 常用 的 一 种 方法 , 也 是 最 有 效 的 方法 之 一 。 其 基本 思想 是 用 逐次 消去 
-个 未 知 数 的 办 法 把 原来 的 方程 组 化 为 等 价 的 ( 即 具 有 相同 解答 的 ) 三 角形 方程 组 , 这 样 , 解 
答 就 很 容易 求 得 。 为 了 说 明 简 便 , 我 们 以 下 面 的 三 阶 方程 组 为 例 : 


42 一 9zs 十 2z3 一 5 4 -9 921o]T5 
2 一 4 十 6za 一 3 或 2 一 4 6 Va | 一 3 
01 一 3 十 303 一 4 二 一 1 3 0a 生 


首先 我 们 来 消去 第 二 、 三 两 个 方程 中 的 未 知 数 wm。 为 此 , 只 需 将 第 一 个 方程 分 别 乘 以 
-2/4 及 一 世 /4 加 至 第 二 及 第 三 个 方程 上 去 。 于 是 方程 组 就 变 为 : 


4x1 一 9zs 十 2x3 一 吕 4 一 9 2 化 1 5 
0.5zs 十 5zs=0.5 或 |606 0.5 5 2Zas | 一 | 0.5 
二 . 25zs 十 2. 5x3 一 纺 。 75 0 工 .25 2.5 3 2.75 


显然 , 这 一 方程 组 的 解答 与 原 方程 组 是 相同 的 。 
完全 类 似 , 将 所 得 方程 组 的 第 二 个 方程 式 乘 以 一 1.25/0.5 并 加 至 第 三 个 方程 式 上 , 即 
可 消去 其 未 知 数 za。 于 是 得 出 如 下 等 价 三 角形 方程 组 : 


4 一 9zs 十 203s 一 呈 4 一 9 2 1 5 
0.5zs 十 5xzas=0.5 或 | 0 0.5 5 | zs |=|0.5 
一 10xzs=1.5 0 0 一 10 | xs 工 .5 











这 个 等 价 三 角形 方程 组 很 容易 由 前 述 的 回 代 过 程 (8.1.7) 求 解 , 即 从 其 第 三 个 方程 求 得 
ta 一 一 0.15。 将 它 代 入 第 二 个 方程 即 求 得 ca=2.5。 最 后 从 第 一 个 方程 式 求 得 四 一 6.95. 这 
样 就 完成 了 消去 法 的 整个 求解 过 程 。 

对 于 一 般 的 呈 阶 线性 方程 组 , 消去 法 的 计算 步骤 也 是 完全 类 似 的。 假定 把 要 求解 的 m 阶 
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线性 代数 方程 组 (8.1. 了 改写 为 如 下 形式 ; 


0 全 mm 十 多 zs 十 各 cs 十 … 十 az 一 5 
4 名 Ci 十 a 包 za 十 < 加 cs 十 … 十 ao2 一 0 


(8.1.8) 
0 号 o 十 0 航 oa 十 0 各 za 十 …… 十 4 号 一 加 
或 用 符 阵 符号 记 为 : 
GDW 一 BG) 

其 中 4 为 mxm 方 阵 ; 0 为 %x 工 向 量 ; 它们 分 别 为 

0 和 < 秘 % 乏 < 知 2 

< 名 q 龟 4 同名 2 1 

4o=-| ， 50= 
虽 唤 虽 …… 唤 多 - 





假设 " 显 关 0， 分 别 从 原 方程 组 的 第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 乘 以 旭 /e 合 ， 第 三 个 方程 
减 去 第 一 个 方程 乘 以 < 各/c 妃 ， 如 此 等 等 ， 即 可 消去 后 面 ”一 工 个 方程 中 的 未 知 数 必 。 这 时 ， 
方程 组 (8.1.8) 就 变 为 如 下 等 价 方程 组 ; 
C 各 ci 十 ga 多 zs 十 cg 铬 ze 十 … 十 ci 一 2 
0 入 oo 十 0 名 zs 十 … 十 G 多 or 一 02 
0 人 oo 十 Ca 各 zs 十 … 十 0 和 0 一 0 作 


0 人 za 十 0 和 wa 十 十 各 加 一 0 


或 者 用 玫 阵 符号 记 为 ; 
(2)w = 有 (2) 
4 全 q 铬 q 宪 -0 人 
0 网 响 … 咖 | 加 
其 中 42=| 0 喝 唤 | 0 一 | 加 
0 0 入 呈 0 2 


若 令 ma 一 a 旺 /o 生 , 则 系数 cx 锡 和 22 的 计算 公式 应 为 : 
g 入 =q 外 一 Mad 人 ，0 风 一 2 一 mas0 人 (人 7 一 2，3，…，m) 
显然 , 这 一 步 消去 需要 完成 w%x (一 次 乘法 和 加 减法 运算 。 
类 似 地 , 若 外 #0, 分 别 从 上 述 等 价 方程 组 的 第 三 个 方程 减 去 第 二 个 方程 乘 以 v 儿 /外 ， 
第 四 个 方程 减 去 第 二 个 方程 乘 以 名/o 刀 , 如 此 等 等 , 即 可 进一步 消去 后 面 % 一 2 个 方程 中 
未 知 数 za, 而 将 方程 组 (8.1.8) 变 为 如 下 等 价 形式 : 
9 全 ma 十 g 旬 ze 十 ax 个 za 十 … 十 各 o 一 区 
4 饥 zs 十 < 铸 zs 十 十 aq 各 O 一 2 
0 如 zs 十 … 十 dB 一 0 经 
4 六 zs 十 … 十 0 名 一 7 到 


3 
C 人 va 十 十 Con 一 0 人 





或 用 抢 阵 符号 记 为 ; 
ou 一 Be 
4 如 0 起 路 … 也 52 
0 oo 甸 网 oo 32 
4@)- 0 0 噬 … 响 De)- 只 
其 中 | 0 只 co | | 2 
0 0 吃 …… 唱 名 


若 令 me 一 0 鳃 /o 狗 , 则 系数 o 咏 和 082 的 计算 公式 应 为 : 
aq 信 一 网 一 me 四 ，2 和 一 0 全 一 map 史 (人 放 了 一 3 4 号) 
容易 验证 , 这 一 步 消去 需 完成 人 % 一 了 x (% 一 纪 次 乘法 和 加 减法 运算 。 
如 果 % 恕 光 0， 上述 的 消去 步骤 还 可 以 进行 下 去 。 如 此 继续 之 , 重复 上 述 步 又 (nm 一 巧 次 
以 后 , 我 们 即 可 得 到 如 下 等 价 三 角形 方程 组 : 
外 or 十 0 多 zo 十 < 合十 … 十 ao 一 0 
0 各 oa 十 4 筹 Cs 十 … 十 0 名 一 0 
4 如 za 十 … 十 一 0 包 (8.1.9) 


人 


或 者 用 矩阵 符号 记 为 : 
(9) 累 一 六 0) 
其 中 4 为 如 下 的 上 三 角形 矩阵 ，b%) 为 %x 工 向 量 ; 
响 唤 史 …… 响 咱 
0 多 唤 … 咯 2 名 
4- a 贪 .… 唤 ， .00 一 | 7 (8.1.10) 
0 : 
，gm 0 


三 角形 方程 组 4 一 62) 很 容易 用 前 述 的 回 代 过 程 (8.1.7) 求 解 ， 这 就 完成 了 消去 法 求解 
多 ee 从 原来 方程 组 (8.1.8) 得 出 等 价 三 角形 方程 组 (8.1.9) 的 过 程 

常 称 之 为 消去 过 程 。 采用 前 面 的 记号 ,我 们 可 将 消去 过 程 的 计算 公式 归结 为 对 于 4 一 了 
2，…， 9 一 了 递 推 地 计算 如 下 各 量 ; 


QU 一 之 0 多 


(+1) (6) C 掀 (有 

人 (8.1.11) 
( (十 1 委 4 委 加 8 十 入) 入 轨 

2 一 一 (了 
CN 


cdYtD=0 (1 过) 二 及 1T<4<W 


由 于 消去 过 程 的 第 不 步 所 需 完成 的 乘法 和 加 减法 量 为 , mn 一 十 1) x (n 一 玉 , 所 以 , 消去 
过 程 (8.1.1) 共 需 完成 号 (n 一 肪 x On 一 4 十 TD) ~ 坷 吧 次 乘法 和 加 减法 运算 。 从 前 面 知道 
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解 三 角形 方程 组 (8.1.9) 所 需 的 乘法 与 加 减法 量 约 为 wm/2， 即 是 说 , 用 消去 法 求解 , 阶 线性 
方程 组 所 需 的 乘法 与 加 减法 量 大 约 为 ， 志 mm 十 O(n9), 其 中 主要 的 运算 量 (于 m) 花 费 在 消去 


过 程 上 面 。 
(二 ) 系 数 和 天 阵 的 三 角形 分 解 
现在 我 们 从 矩阵 运算 的 角度 来 考察 一 下 前 面 的 消去 过 程 。 按照 矩阵 乘法 规则 , 读者 很 
容易 验证 , 消去 过 程 的 第 一 步 , 系数 矩阵 和 自由 项 的 变化 相当 于 进行 如 下 和 抢 阵 矢 法 ， 
409= 有 .40D，820= 有 .50 
本 = 
一 al 二 0 
其 中 jh = 一 ?231 工 
: 0 ” 
一 ma 革 
mod 一 0 吕 /c 生 (一 2，3，…，m) 
类 似 地 , 消去 过 程 第 二 步 , 系数 矩阵 和 自由 项 的 变化 可 以 表 为 ; 
4G 一 有 1 .42，5G)= 1.0) 


卫 
[和 
其 中 Lh2=- 0 一 7033 二 
0 一 me 工 
0 
0 03 工 


0 一 0 人 /oa 知 (一 3， 生 …， 人) 

即 是 说 , 每 消去 一 步 相当 于 在 方程 组 的 系数 矩阵 与 自由 项 上 分 别 左 乘 以 相应 的 怎 阵 Mi。 这 

样 , % 一 工 步 之 后 即 得 到 与 (8.1.9) 相应 的 上 三 角形 系数 矩阵 4 和 自由 项 gw2。 所 以 ,我 们 
有 : 

一 有 ME .1140 

人 Ce 

其 中 有 为 第 列 对 角 线 以 下 元 素 为 非 零 , 而 其 它 元 素 与 单位 符 阵 相同 的 下 三 角形 和 矩 眶 , 通 

常 称 之 为 初等 变换 矩阵 。 它 的 第 宗 列 的 非 零 元 素 为 : 一 zi 一 一 0 史 /c 全 (一 4 二 了 2 


9), 亦 即 : 
1 ] 


5 
采 = (8.1.13) 


一 324 工 





0 一 iirat 工 

， 二 8 和 ] 

因此 , 消去 过 程 实质 上 就 是 用 一 系列 初等 变换 矩阵 (8.1.13) 来 左 乘 原来 方程 组 的 系数 卸 阵 ， 

而 将 其 化 为 上 三 角形 矩阵 的 过 程 ,也 叫 作用 初等 变换 矩阵 的 三 角 化 过 程 。 这 样 就 把 求解 一 
般 的 中 阶 线性 方程 组 变 为 求解 等 价 的 三 角形 方程 组 。 
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此 外 , 按照 道 矩阵 的 定义 ,读者 很 容易 验证 ; 





下 
Se 
1 工 
Hb = 人 (8.1.14) 
0 2 
Ion 0 
所 以 , 从 (8.1.12) 我 们 有 : 
人 4= 1it Le。 1 
若 令 ! = .40 了 一 Hi 条 革 也 很 容易 用 系 阵 乘法 规则 验证 ， 
革 
281 工 0 


也 = T1。 07239 工 . 
12nL 03 ”In 开 二 


即 是 说 ,我 们 有 


荆 1 1 1 
C 包 < 全 … 4 名 
， :| 231 ， . 20) 。.。， (2 
0 入 … < 多 
- Gd) 一 了 。 17= TV31T 2039 工 ，? 
9 。 0 CCD 
Ji 9 二 
1 “全 


这 样 就 得 到 了 系数 矩阵 422 的 三 角形 分 解 式 。 

从 消去 法 的 计算 过 程 得 知 ,只 要 逐次 的 主 对 角 线 元 素 o 妊 关 0, 消去 过 程 总 是 可 以 进行 下 
去 的 , 也 就 是 说 , 总 可 得 到 上 述 的 分 解 式 。 此 外 ， 由 于 左 乘 以 抢 阵 于 , 后 矩阵 的 行列 式 值 不 
变 , 并 且 和 矩 阵 4 的 每 一 行 在 消去 过 程 中 只 和 其 前 面 各 行进 行 运算 , 所 以 , 还 可 看 出 ， 系 数 
抢 阵 49 的 逐次 左上 角 主 子 式 det 4 名 应 满足 下 列 关 系 : 

det 几 吕 一 det 信 色 一 ca 多 0 因 ( 人 下 于 2，…，9) 
只 要 det4 铝 基 0(8= 二 2，…， m9 一 ， 任 何 q 知 均 应 非 零 ， 这 样 消去 过 程 必 可 进行 下 去 。 由 
此 我 们 便 得 到 如 下 定理 ， 

定理 1.:1 若 m 阶 方 阵 盘 的 逐次 左上 角 主 子 式 det 4zz0(4 一 1，2，…，% 一 蕊 ， 则 必 可 

将 其 分 解 为 下 三 角 和 矩阵 卫 与 上 三 角 抢 阵 忆 的 乘积 : | 
= 也 .UL (8.1.15) 

系数 矩阵 的 三 角形 分 解 定理 在 解 线性 代数 方程 组 的 直接 法 中 起 着 重要 的 作用 。 除 8.1.6 
节 中 的 镜像 映射 法 外 , 以 后 我 们 要 介绍 的 直接 解法 大 多 数 都 以 此 为 基础 , 仅 是 实现 三 角形 分 
解 的 具体 办 法 不 同 而 已 。 读 者 根据 这 一 点 便 很 容易 掌握 这 些 方法 之 间 的 联系 。 


最 后 还 应 指出 , 矩阵 4 对 角 线 元 素 之 乘积 等 于 抢 阵 4 的 行列 式 , 即 det4o 开 骂 。 
所 以 ,在 消去 过 程 中 , 系数 和 矩阵 4 的 行列 式 是 很 容易 求 得 的 。 但 要 注意 在 计算 机 上 计算 形 
如 下 "器 的 连 乘 时 很 容易 溢出 (上 溢 或 下 滋 ) 必须 适当 地 引入 比例 因子 。 
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8.1.3 主 元 素 消去 法 

(一 ) 行 (或 列 ) 交 换 的 必要 性 

前 述 的 消去 法 中 ,未知 量 是 按 其 出 现 于 方程 式 中 的 自然 顺序 消去 的 ; 用 来 消去 其 它 方程 
式 中 未 知 量 的 方程 亦 是 按 顺序 选取 的 ， 所 以 又 叫做 顺序 消去 法 。 实际 计算 已 发 现 顺序 消去 
的 方式 有 很 大 的 缺点 。 首 先 , 消去 过 程 中 可 能 出 现 “ 主 元 素 ”% 赐 ( 今 后 ,我 们 约定 把 用 作 除 数 
的 元 素 顺 称 为 “ 主 元 素 ”) 为 零 的 情况 , 尽管 det 44 关 0， 此 时 消去 过 程 亦 将 无 法 进行 下 去 。 
其 次 , 如 果 ' 主 元 素 ” 品 很 小 , 由 于 舍 入 误差 及 有 效 位 消失 等 因素 ， 其 本 身 常常 有 较 大 相对 
误差 ,用 其 作 除 数 会 导致 其 它 元 素数 量 级 的 严重 增长 和 售 入 误差 扩 获 ， 人 
确 。 从 下 面 的 简单 例子 中 , 我 们 可 以 部 分 地 看 到 上 述 情况 。 


考察 如 下 二 阶 方程 组 ; 
| 0.0001 2 十 夺 .00zs 王 二.00 


1.00z，， 十 1.00zs=2.00 
其 真 解 伟 入 到 小 数 点 后 五 位 之 值 为 : 习 =1.00010, za=0.99990。 假 定 我 们 采用 三 位 十 进 制 
数 的 浮 点 计算 ， 并 用 顺序 消去 法 。 第 一 步 以 0.0001 为 主 元 素 ， 从 第 二 个 方程 消去 他 后 可 
得 : 
一 10000zs= 一 10000， 从 而 有 mm 一 1.00 
回 代 之 立即 可 得 wi=0.00。 显 然 ， 这 一 解答 是 无 准确 度 可 言 的 。 得 出 这 一 错误 结果 的 原因 
在 于 第 一 步 的 主 元 素 太 小 ,使 得 经 消去 后 所 得 的 三 角形 方程 组 很 不 准确 所 致 。 如 果 我 们 选 
取 第 二 个 方程 式 中 ws 的 系数 .00 为 主 元 素来 消去 第 一 个 方程 中 的 cu 则 得 出 如 下 方程 式 ; 
二.00 zs 一 1.00 

这 样 求 得 的 解答 为 : 习 =1.00，za= 革 .00。 显 然 , 这 是 真 解 的 三 位 正确 含 入 值 。 

从 上 述 例子 看 出 , 消去 过 程 中 适当 选取 主 元 素 是 十 分 必要 的 。 误差 分 析 的 理论 结果 和 
计算 实 趴 鸭 表 时 顺序 消去 法 在 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 时 ， 可 以 保证 计算 过 程 对 于 舍 信 

误差 的 数值 稳定 性 ， 对 一 般 的 怎 阵 则 必须 引入 适当 选取 主 元 素 的 技巧 ， 方 能 得 到 满意 的 结 

果 。 

(二 ) 主 元 素 消去 法 

最 常用 和 最 有 效 的 选取 主 元 素 的 方法 是 列 主 元 素 消去 法 和 全 主 元 素 消去 法 。 

列 主 元 素 消 去 法 中 , 未 知 数 仍然 是 顺序 地 消去 的 ,但 是 把 各 方程 中 要 消去 的 那个 未 知 数 
的 系数 中 按 模 最 大 者 作为 主 元 素 。 即 是 每 消去 一 个 未 知 数 ( 例 如 2o) 时 , 在 要 消去 的 各 方程 
” 中 找 出 这 个 未 知 数 系 数 中 按 模 最 大 者 (例如 是 第 名 个 方程 的 系数 各， 多 仿 ， 并 将 第 引 个 
方程 与 第 丰 个 方程 交换 位 置 (此 时 % 久 处 于 多 的 位 置 ) ,再 按 顺 序 消 去 法 的 同样 公式 进行 一 
步 消去 。 交 换 两 个 方程 的 位 置 相当 于 在 系数 怎 阵 及 自由 项 上 都 左 乘 以 如 下 排列 矩阵 


: 1 (8.1.16) 
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所 以 ,类似 于 (8.1.12) 式 , 列 主 元 素 消去 法 所 得 出 的 三 角形 方程 组 应 为 : 


7 一 De) 
其 中 
4 了 Po4 天 4 (8.1.17) 
Be) 一 0 


解 此 三 角形 方程 组 即 得 出 要 求 的 解答 。 应 当 指出 , 如 果 det 4 关 0， 从 理论 上 说 , 列 主 元 素 消 
去 法 总 是 可 以 进行 下 去 的 。 因 为 若 经 过 选取 主 元 素 后 仍 有 o 希 为 堆 , 则 和 抢 阵 第 帮 列 中 从 对 角 
线 元 素 起 以 下 均 应 为 零 。 故 此 列 已 消去 完毕 ,可 继续 对 第 妈 十 1 列 进行 消去 ， 最 后 得 到 的 三 
角形 矩阵 4 其 对 角 线 上 有 零 元 素 存 在 , 故 其 行列 式 为 零 , 亦 即 det 4 应 为 零 , 这 与 假设 是 
了 矛盾 的 。 所 以 , 此 时 所 有 的 q 顺 均 不 应 为 零 。 还 应 指出 , 列 主 元 素 法 中 和 抢 阵 1 的 元 素 mw 之 
模 必 定 小 于 等 于 1 因而 消去 过 程 中 对 含 入 误差 增长 的 控制 较为 有 利 。 

全 主 元 素 消 去 法 中 , 未知数 不 再 按 顺 序 消去 。 每 步 消去 之 前 (例如 第 让 步 ), 先 在 第 上 至 
第 生 个 方程 中 的 第 至 第 % 个 未 知 数 的 系数 里 , 找 出 按 模 最 大 者 作为 主 元 素 ( 即 在 系数 矩阵 
的 对 到 间 行 与 太 到 % 列 中 找 出 按 模 最 大 元 素 , 例如 是 co 外)， 然 后 将 第 丰 与 第 作 个 方程 交换 
位 置 , 将 各 方程 中 未 知 数 ww 与 or 的 两 项 交换 位 置 (相当 于 系数 失 阵 及 自由 项 的 左 行 与 全 
行 , 大 列 与 罗列 互 换 ， 此 时 ，% 多 ,处 于 原来 " 顺 的 位 置 上 ),， 再 按 顺 序 消去 的 公式 进行 一 步 消 
去 。 这 样 , 逐次 消去 的 未 知 数 将 由 序列 { 订 决定 。 若 令 @Qx 为 如 下 排列 矩阵 ; 


[ 1 因 
1 : : 
二: 
0 0 
已 一 0 (8.1.18) 


则 全 主 元 素 消 去 法 所 得 的 三 角形 方程 组 可 记 为 ; 
my 一 5 
其 中 
40 一 有 7 0 1h 户 .及 . 疡 .4.99 9 =749 
0 一 了 0 (8.1.19) 
2=-Gw 或 Z=Qy 
解 此 三 角形 方程 组 即 得 出 V。 再 顺 次 将 9 的 第 % 一 1 与 思 -+ 个 分 量 交换 ,m 一 2 个 与 和 -s 
个 分 量 交换 , 如 此 等 等 , 直至 最 后 , 将 9 的 第 工 个 与 第 六 个 分 量 交换 即 得 最 终 解 答 mr。 与 列 
主 元 素 法 类 似 , 只 要 det 4 关 0, 全 主 元 素 法 在 理论 上 总 是 可 以 进行 下 去 的 。 并 且 , 称 阵 肛 
的 元 素 me 的 模 小 于 等 于 二 抢 阵 4 每 行 元 素 中 以 对 角 线 元 素 按 模 最 大 ， 因 而 , 消去 及 回 
代 过 程 中 对 舍 入 误差 增长 的 控制 均 较 有 利 。 还 应 指出 ,不 论 在 列 主 元 素 法 或 全 主 元 素 法 中 ， 
均 有 det 4 一 (一 蕊 …0 伍 ,a 各 …4 名 ,其 中 * 为 消去 过 程 中 行 (或 行 和 列 ) 交换 的 总 次 数 。 因 此 
消去 过 程 中 很 容易 附带 地 求 出 矩阵 的 行列 式 值 。 当然 ， 也 同样 需要 考虑 比例 因子 问题 以 避 
免 洲 出。 
列 主 元 素 消 去 法 与 全 主 元 素 消去 法 各 有 优 缺 点 。 一 般 说 来 , 列 主 元 素 法 已 有 足够 的 精 
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度 , 同时 , 由 于 全 主 元 素 法 花费 在 寻找 最 大 模 元 素 及 交换 行列 上 的 时 间 较 多 , 也 不 能 在 消去 
过 程 中 保持 矩阵 的 某 些 有 用 的 特点 (例如 带 型 或 特殊 的 块 型 等 ), 程序 也 较 复杂 , 所 以 经 常 使 
用 列 主 元 消去 法 。 但 全 主 元 素 消去 法 往往 有 更 高 的 精确 度 ， 多 花费 一 些 机 器 时 间 有 时 还 是 
值得 的 。 因 而 , 具体 计算 时 应 视 问 题 的 要 求 来 选用 合适 的 方法 。 

列 主 元 素 消去 法 和 全 主 元 素 消 去 法 解 线 性 方程 组 的 算法 语言 程序 ， 见 本 章 最 后 所 附 的 
程序 工 和 程序 2 


8.1.4 直接 分 解法 


从 系数 矩阵 4 分 解 为 下 三 角 珑 阵 卫 与 上 三 角 怎 阵 芝 的 乘积 的 定理 1.1 出 发 ,我们 
可 以 直接 得 到 计算 五 与 r 的 元 素 的 公式 。 这 个 公式 不 需要 任何 中 间 步 又, 直接 从 和 矩阵 入 
的 元 素 算出 也 及 7 的 元 素 ， 所 以 称 之 为 直接 分 解法 。 求 得 也 与 Z7 之 后 , 便 可 将 求解 过 程 
变 为 先 解 下 三 角形 方程 组 ZU = 2, 得 出 中 间 变 量 9, 再 用 回 代 过 程 求解 gz 一 纪 得 出 最 后 结 
果 zZw。 把 9= xz 代入 ZU=8 中 便 有 : 卫 Uz=42=5， 故 求 得 的 就 是 原 方程 组 的 解答 。 
下 面 我 们 先 以 4 阶 答 阵 为 例 说 明 其 计算 过 程 与 存储 单元 的 分 配 等 等 ， 然 后 再 导出 一 般 情况 
的 计算 公式 。 
考察 如 下 4. 阶 矩阵 的 分 解 式 : 
QH1 019 C13 014] 0 0 0 1 避 Zia 2143 14 
Q31 Go3 G33 0Qs4 pa ls 0 0 || 0 工 zas lss 
| 0 下 0 1 aa 


CA41 C43 CQ43 Ca4 1 1 faa 1as 000 工 


上 面 4 阶 和 矩阵 等 式 等 价 于 芋 x4 个 标量 等 式 ， 但 需要 确定 的 隐 及 已 的 元 素 共 有 20 个 ， 
所 以 我 们 可 令 尽 的 对 角 线 元 素 为 上 这 样 卫 及 L7 的 元 素 将 唯一 确定 。 
根据 矩阵 的 乘法 规则 , 厂 的 第 一 列 元 素 显 然 等 于 4 的 相应 元 素 ( 因 wz= 忆 ; 符 阵 的 

第 一 行 元 素 应 为 cayia(t 一 2 3, 忆 。 为 计算 了 的 第 二 列 元 素 ,我 们 用 史 的 第 二 至 第 四 行 分 
别 乘 克 的 第 二 列 , 即 可 得 出 : 如 = as 一 fa*ua(t=-2， 3, 入 。 由 于 巡 的 第 一 行 及 厂 的 第 一 列 
已 算出 , 从 此 式 便 可 直接 求 得 失 阵 忆 的 第 二 列 元 素 。 再 以 了 的 第 二 行 分 别 乘 的 第 三 列 ， 
第 四 列 ， 立 即 可 得 ;ve 一 (os 一 az)/11as(J=3 4)， 这 样 又 可 求 出 之 第 二 行 。 按 同 样 方 
式 ， 依次 可 以 得 出 计算 歼 第 三 列 之 公式 为 : 1 = aas 一 jatas 一 jatos (= 3 4) 。 计 算 7 之 第 三 
行 的 公式 则 为 : as= (ca 一 Jatuis 一 ?aslss)/71as 。 最 后 ，14 一 ass 一 pa 一 jiatas 一 aas。 这 样 就 
完成 了 称 阵 4 的 三 角形 分 解 。 

在 计算 机 上 求解 时 ， 通 常 需要 把 矩阵 : 4 及 自 由 项 六 效 在 内 存 中 。 为 了 节省 存储 单元 ， 
求 得 的 马 及 了 的 元 素 可 以 直接 放 在 矩阵 4 相应 元 素 的 位 置 上 ， 因为 这 时 移 阵 4 的 这 些 元 
素 已 经 无 用 。 这 样 ， 矩阵 五 和 Z 就 不 再 占用 额外 的 存储 单元 。 以 上 面 4 阶 失 阵 为 例 说 明 
之 。 当 求 得 卫 的 第 二 列 及 区 的 第 二 行 元 素 后 ， 存储 单元 分 配 将 如 下 所 示 : 


La ls Za3 24 | 嫉 
人 12s | V33 ?24 . | 03 


人 jas | Ca33 | | 
1 js 有 C43 C44 | 


CQ34 C33 C33 C34 
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可 以 看 出 上 述 计 算 过 程 中 元 素 和 不 能 为 零 , 否则 计算 无 法 进行 下 去 。 些 外 , 著 态 很 小 
也 将 带 来 较 大 的 售 入 误差 。 所 以 ,通常 也 采用 与 列 主 元 消去 法 类 似 的 办 法 进行 处 理 。 就 是 
每 求 得 一 列 卫 的 元 素 后 , 找 出 该 列 中 按 模 最 大 的 元 素 job 然后 将 抢 阵 4 和 兄 的 第 全 行 与 
第 守 行 互 换 (此 时 juz 处 于 Ju 之 位 置 )， 再 继续 进行 其 后 的 计算 。 显然 ,这 样 做 并 不 影响 分 
解 式 中 已 经 求 得 的 也 及 Z 的 其 他 元 素 ， 并 且 若 同时 将 自由 项 上 的 第 拓 个 分 量 与 第 不 个 分 
量 交换 , 亦 不 影响 最 终 求 得 的 解答 。 

综 上 记述, 对 于 吨 阶 失 阵 4, 直接 分 解法 中 计算 必 及 习 的 元 素 的 顺序 为 : 第 一 步 ， 先 算 
必 的 第 一 列 , 然后 Z 的 第 一 行 。 第 二 步 算 克 的 第 二 列 ,然后 Z 的 第 二 行 ， 如 此 等 等 ,直至 
第 % 步 算 完 卫 的 第 m 列 。 注意 , 算 完 第 友 步 时 , 也 的 第 行 即 已 求 得 ， 故 可 立即 完成 求解 
Z2 = 已 的 第 大 步 。 所 以 ,求解 Z8 = 二 的 过 程 也 可 以 组 合 到 上 述 各 步 中 去 。 这 样 ， 我 们 便 可 
把 直接 分 解法 的 第 夺 步 计算 过 程 归 纳 如 下 @: 

全 按 下 列 公 式 计算 忆 的 第 人 列 : 


K 一 工 
村 一 Qt 一 宇 jet (一 71， 厂 十 二 2 9) (8:1.20》 
和 二 


并 将 算出 的 如 存放 于 aa 的 位 置 上 。 
《2) 找 出 三 中 按 模 最 大 元 素 , 例如 


15; 一 Zax| | 


然后 交换 存放 竹 阵 4 及 自由 项 刀 的 第 办 行 与 第 上 Te 原 as 
位 置 上 的 元 素 仍 以 符号 oy 来 表示 )。 
C8) 按 如 下 公式 计算 习 的 第 夺 行 元 素 : 


ww=(mr 一 号 tw ui )]/m (7 一 有 于 和 (8.1.21) 


并 将 ZNy 存放 于 CN 的 位 置 上 。 
(4) 按 如 下 公式 计算 pu 
汉 号 1o 2) 1 (8.1.22) 
并 将 儿 存 于 畴 位 置 上 。 
对 4 = 二 2 …, m 重复 次 (一 (分 的 计算 后 ， 即 求 得 方程 式 ZU =2 的 解答 纺 ， 并 已 
存 于 丈 的 位 置 上 。 再 用 公式 (8.1.7) 即 可 求 得 最 终 解 答 z。 
如 果 不 计 寻 找 按 模 最 大 元 素 的 工作 量 ， 第 妈 步 计算 不 与 好 分 别 需 完成 一 下士 玉 ， 


(一 也 次 乘法 及 加 减法 。 故 呈 步 共 需 完成 约 2 之 (一 用 1 王 有 十 Oo) 次 乘法 与 加 减法 。 所 


以 直接 分 解法 与 消去 法 的 计算 工作 量 基 本 上 是 相同 的 。 

从 矩阵 分 解 角度 看 , 直接 分 解法 与 消去 法 本 质 上 没有 多 大 区 别 , 但 实际 计算 时 它们 各 有 
长 处 。 一 般 来 说 , 如 果 仅 用 单字 长 进行 运算 , 主 元 素 消去 法 具有 运算 量 较 少 、 精 度 高 的 优点 ， 
故 是 最 常用 的 。 但 是 , 为 了 提高 精度 往往 采取 单字 长 数 双 倍 内 积 的 办 法 〈 即 作 之 out 型 计 、 
算 时 , 采用 双 倍 位 加 法 , 最 终结 果 再 舍 入 成 单字 长 数 )， 这 时 直接 分 解法 是 最 适宜 的 ,理论 分 
析 与 计算 实践 均 表明 , 一 般 来 说 它 能 够 获得 较 高 的 精度 (参见 [1H, pp. 65; [8])。 

直接 分 解法 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 3。 由 于 双 倍 内 积 运算 不 能 用 算法 

提 注意 : 本 章 里 我 们 约定 , 当 求 和 号 翌 的 上 限 小 于 下 限时 , 该 和 为 等 。 
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语言 表示 , 该 程序 内 我 们 仍 使 用 单字 长 运算 。 同 时 , 为 了 反复 使 用 方便 起 见 , 在 程序 中 先 将 
4 分 解 , 然后 再 分 别 解 ZI = 心 及 UVz=2, 即 把 前 述 计 算 步 骤 (4) 移 至 分 解 后 进行 。 


8.1.5 对 称 正 定 和 矩阵 的 平方 根 法 和 忆 .DZL7 分 解法 


对 称 正 定 和 矩阵 在 实践 中 经 常 遇 到 , 由 于 其 本 身 的 特点 , 使 用 前 述 的 解法 是 不 利 的 , 应 该 
采用 适合 其 特点 的 解法 。 这 里 介绍 的 平方 根 法 和 二 DZz 分 解法 , 其 运算 量 和 存储 量 较 普通 
消去 法 均 节 省 一 半 左 右 ， 而且 不 需要 选 主 元 素 , 求 得 解答 的 精度 也 很 高 , 是 目前 在 计算 机 上 
解 这 类 问题 最 有 效 的 方法 之 一 。 
假设 我 们 要 解 方程 组 4z 一 六 其 中 4 为 实 对 称 正定 矩阵 。 由 于 47= 4, 若 妈 的 某 个 
实 三 角形 分 解 式 为 4= 包 .也 则 必 有 如 .Zr = 也. 六 或 者 也 -六 = 防卫 -*。 最 后 一 个 等 式 
的 左边 为 下 三 角 阵 , 右边 为 上 三 角 阵 ,所 以 两 者 均 应 为 对 角 阵 娓 。 这 样 便 有 : 也 一 刀 . 包 r, 或 
者 4= 也 DZr。 再 从 4 的 正定 性 得 知 其 任 一 左上 角 主 子 式 4 均 为 正 。 对 于 等 式 4x= 人. 
万 ,… 包 ,两 端 求 行列 式 便 可 得 知 也 的 对 角 线 元 素 均 为 正 数 。 这 样 一 来 , 令 卫 = 忆 ..DY2， 便 可 
证 明 在 矩阵 4 的 三 角形 分 解 式 (8.1.15) 中 可 有 珀 = 研 , 即 分 解 式 可 以 写 为 : 
一 厂 .7 (8.1.23) 
从 这 一 等 式 出 发 , 按 直 接 分 解法 类 似 的 步 又 , 我 们 很 容易 得 出 计算 撼 阵 忆 的 元 素 的 公式 。 这 
里 与 直接 分 解法 不 同 的 是 矩阵 Z= Zzr， 故 开 的 对 角 线 元 素 不 再 等 于 1。 此 外 在 求 得 王 的 
第 下列 元 素 之 后 ，Z2 的 第 大 行 元 素 即 已 得 出 ， 所 以 其 计算 量 将 为 直接 分 解法 的 一半 左 右 ， 


即 癌 邓 十 0(om) 次 乘法 与 加 减法 。 同 时 从 (8.1.23) 式 我 们 有 : ou 一 安 态 ， 从 算 阵 么 的 正定 
性 又 得 知 det 4,>0, 于 是 可 以 证 明 , max{ 世 }<<maxfas}， 并 且 和 >0。 所 以 分 解 过 程 中 各 元 


素 妨 的 数量 级 不 会 增长 ， 对 角 线 元 亦 恒 为 正 数 ， 这 样 选 主 元 素 就 不 必要 了 。 计算 实 牙 也 表 
明 不 选 主 元 素 已 有 足够 精度 。 因 而 , 我 们 只 要 顺序 地 计算 下 三 角形 抢 阵 五 的 第 一 列 至 第 % 
列 的 元 素 即 可 。 按 照 直接 分 解法 的 计算 公式 (8.1.20) 和 (8.1.21) 并 利用 ww= 芭 ,读者 很 容 
易 推出 矩阵 也 第 上 列 元 素 的 计算 公式 为 : 


| 本 一 ( ou 二 Se 


(一 呈 可 )Ae (7 于 区 
(看 坟 亿 油 

这 个 计算 公式 中 只 用 到 矩阵 么 下 三 角 部 分 的 元 素 ， 算 得 的 为 同样 也 可 以 存放 在 os 的 
位 置 上 。 所 以 , 只 需 在 计算 机 的 内 存 中 留 出 w(n 十 攻 /2 个 单元 即 可 进行 计算 。 这 样 ,平方根 
法 所 需 存 储量 也 约 为 消去 法 的 一 半 左 右 。 

如 果 算 阵 4 对 称 但 不 是 正定 矩阵 ， 上 述 分 解 式 仍然 成 立 ， 不 过 此 时 和 可 能 成 为 趾 数 。 
此 外 , 为 了 控制 含 入 误差 的 增长 , 也 必须 引入 主 元 素 , 这 样 将 破坏 对 称 性 。 所 以 , 在 这 种 情况 
下 仍 以 采用 某 种 主 元 素 消 去 法 为 宜 。 

平方 根 法 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 4 , 该 程序 仍然 采用 先进 行 分 解 , 然后 
解 三 才 形 方程 组 的 办 法 , 以 利于 反复 多 次 使 用 。 

用 平方 根 法 解 对 称 正 定 方程 组 时 ， 要 完成 m 次 开 方 运算 。 绝 大 多 数 计算 机 上 开 方 运算 


(8.1.24) 
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是 用 子 程序 实现 的 , 这 祥 将 增加 不 少 运算 量 , 其 结果 精确 度 有 时 也 稍 差 。 我 们 可 以 设法 避免 
开 方 运算 来 解决 这 个 问题 。 
从 (8. 工 24 知道 , 若 将 下 三 和 角 短 降 到 的 第 列 元 素 提 出 公 因 子 7 便 得 到 : 
f 工 


7 ] 
zs， 工 0 二 0 
工 - 忆 ， 乃 =-- 和 po 工 .. 
本 0  “ 轴 
7 0s ee 1， 2 一 工 工 本 
这 样 一 来 , 分 解 式 (8.1.23) 便 可 写成 ， 
4= 忆 Dz7r 
如 果 用 妃 表示 尼 ? 我 们 便 得 到 对 称 正 定 和 矩阵 4 的 下 列 分 解 式 : 
4= 了 DZr (8.1. 中 ) 


其 中 , 也 一 [Z] 为 单位 下 三 角 阵 ,并 且 铠 一 /2r 万 为 有 正 对 角 线 元 素 入- 及 的 对 角 型 矩阵 。 
从 (8.1.24) 很 容易 推 得 计算 分 解 式 (8.1.25) 中 抢 阵 也 与 五 的 元 素 革 和 所 的 公式 为 
| 和 ou 一 呈 区 .和 
ee ) /入 -和 了 2 
(一 = 工 ， 2， 儿 ) 
为 了 节省 乘法 运算 ， 六 全 .0， 并 将 计算 次 序 改 为 按 行 计 算 也 的 元 素 8 ， 从 上 式 
即 可 得 如 下 计算 公式 ; 
Qzx 一 0 天 一 全 ov 和 /0 估 = 二 2 一 二 
| (8.1.26) 
由 一 jj 一 名 如 .pp 
(= 二 2，…， 人) 
容易 看 出 ， 这 一 公式 所 需 完成 的 乘法 量 约 为 桔 吧 , 但 没有 开 方 运算 。 
求 得 矩阵 饼 和 已 后 , 解 方程 组 4 一刻 即 可 分 三 步 完成 ; 
( 解 下 三 角形 方程 组 包 2 一 玉 得 出 向 量 gy。 
(2) 计算 向 量 z 的 各 分 量 ; 
忆 一 信人/ 岂 (2 一 1 2， 2 7) 
(3) 解 上 三 角形 方程 组 包 rw = z, 即 得 最 终 解 答 mr。- 
为 便于 使 用 起 见 ， 我 们 在 本 章 最 后 所 附 的 程序 5 中 给 出 按 这 个 方法 编制 的 算法 语言 程 
序 。 
8.1.6 镜像 映射 法 
前 面 讨论 的 消去 法 、 直 接 分 解法 和 平方 根 法 本 质 上 都 是 某 种 实现 系数 抢 阵 三 角形 分 解 
的 办 法 。 这 里 我 们 要 介绍 另外 一 种 将 系数 矩阵 分 解 为 正 交 和 托 阵 和 上 三 角 怎 阵 乘积 的 方法 ， 


G 这样 作 主要 是 为 了 节省 存放 asx 的 存储 单元 ， 因 为 计算 志 的 第 5 行 元 素 时 只 用 到 2yo(9=1， 2, …， 5 一 D ,前 
面 的 aaa 就 不 需要 保存 ( 详 见 本 章 最 后 的 程序 5) 。 
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即 镜像 映射 法 或 称 了 ouseholder 方法 。 这 个 方法 除了 用 于 解 线性 方程 组 外 , 在 最 小 二 乘 问 
题 ( 见 8.3 节 ) 和 代数 特征 值 问题 ( 见 本 书 第 十 章 ) 中 还 有 广泛 的 应 用 。 

在 8.1.2 节 中 曾经 看 到 ， 高 斯 消去 法 实际 上 是 一 种 用 一 系列 初等 变换 和 隆 Mt 左 乘 方 
程 组 的 系数 答 阵 和 自由 项 ， 从 而 将 其 化 为 等 价 三 角形 方程 组 的 方法 。 所 以 又 叫 作 用 初等 变 
换 的 三 角 化 过 程 。 除 了 用 初等 变换 矩阵 外 , 还 可 以 采用 正 交 矩阵 来 进行 三 角 化 , 并 获得 很 高 
的 精确 度 。 镜 像 映 射 矩阵 就 是 其 中 最 有 效 的 一 种 。 为 说 明 方便 起 见 ， 我 们 先 介绍 关于 镜像 
映射 矩阵 的 基本 概念 ,然后 讨论 如 何 用 它 来 进行 三 角 化 和 完成 正 交 -三 角 分 解 。 

(一 ) 镜像 映射 矩阵 

镜像 映射 矩阵 (又 称 初 等 埃 尔 米 特 和 矩阵 或 Householder 矩阵 ) 是 因 其 几何 意义 得 名 的 。 

为 说 明 这 一 点 ,我 们 先 从 普通 三 维 空间 中 的 几何 关系 谈 起 。 

如 果 我 们 将 三 维 空间 一 向 量 z 对 平面 Q 作 锁 像 映 射 ( 即 找 出 向 量 z 对 于 镜 平 面 & 的 

“ 像 ) 便 得 到 向量 2?"。 容 易 看 出 ( 见 图 8.1) 有 如 下 关系 ; 





图 8.1 


QZ 一 0， 2* 一 一 1 
其 中 向 量 w 属于 平面 Q, 向 量 几 与 Q 正 交 。 
以 wg 表示 平面 4 的 单位 法 向 量 ( 即 tt 妈 = 症 ， 则 : 


tO7.W 一 0 
| 或 者 -二 ( 一 2 (8.1.27) 


其 中 , au 和 p 为 常数 , 其 值 分 别 等 于 向 量 V 和 2 一 2” 的 长 度 。 

由 2 至 天 的 变换 可 以 用 矩阵 形式 表示 , 我 们 令 ; 

瓦 = 7 一 220.407 (8.1.28) 
则 有 : 
玖 .z=- (一 200.t07) .2 一 一 2 一 200。 (to7。 “2) 一 X 十 atD 一 220. [7 (十 at0)] 
一 和 多 十 at 一 208t0 一 秘 一 QtD 一 2 

所 以 , 抢 阵 豆 代表 将 空间 任意 向 量 对 平面 Q 作 镑 像 哆 身 的 线性 变换 ， 故 矩 阵 豆 称 为 镜 
像 喘 射 矩阵 。 对 于 一 般 的 吨 维 空间 , (8.1.28) 所 定义 的 抢 阵 吾 也 有 类 似 的 几何 解释 。 因 而 
我 们 就 以 (8.1.28) 作 为 镜像 映射 矩阵 的 定义 。 容 易 看 出 ， 和 矩阵 人 而 且 也 
是 正 交 和 挎 阵 。 因 为 : 

五 .万 7= (7 一 200,107) (7T 一 210.207) = 一 42D。D7 十 420(1D72D)2D7 
一 了 一 4t0,207 二 400 07 一 了 


镜像 映射 矩阵 五 由 单位 向 量 如 唯一 确定 。 恰 当地 选择 向 量 zp， 可 使 相应 矩阵 互 乘 空 
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间 任 意向 量 8 后 得 出 与 任意 单位 向 量 ?7 平行 的 向 量 1。 为 此 只 需 将 8 看 作 2， 咏 看 作 z”， 
所 以 可 令 : 
-二 (8 一 虽 (8.1.29) 
其 中 


a= 一 sign (8 7) /8 8 
p= VB-a07 (08 一 o0=Vam 一 2x(8 0 一 22 十 [as 
此 时 便 有 : 
下 ss 一 20.t07.8 一 3 一生 g(8 一 ol) 。 ss 二 (os al .1s7.7|) 


一 8 一 DUO=al 

应 该 指出 , 因为 正 交 变换 下 向 量 的 长 度 不 变 , 所 以 ji 应 等 于 向 量 8 的 长 度 。 至 于 的 
符号 的 选取 , 主要 是 使 得 计算 p 时 不 会 因为 两 数 相 减 而 造成 有 效 位 数 消失 。 

抢 阵 豆 的 上 述 特性 今后 要 经 常用 到 。 

(二 ) 三 角 化 过 程 和 正 交 - 三 角 分 解 

利用 (8.1.28) 和 (8.1.29), 很 容易 构造 出 一 个 镜像 映射 矩阵 再 一 上 2,…，m 一 J， 
来 达到 三 角 化 的 目的 。 其 大 体 过 程 如 下 : 首先 , 我 们 取 和 抢 阵 42=4 妈 的 第 一 列 : 《ol，aav 
aa …，cn)7 为 8 取 单位 向 量 el:= (1 0， 0，…， 0) 为 也 按 (8.1.28) 和 (8. 工 .29) 来 形成 变 
换 矩 阵 恕 ， 则 容易 得 知 ; 


下 

2 2 

0 a 狐 C 包 

{2 (2) 

(02) ww 厂 : 要 由 二 0 4 妈 ee Cn 
2 
0 CC 二 CC) 


如 果 再 取 4@2) 的 第 二 列 ( 令 第 一 个 元 素 为 0) 为 8 即 (0, 入 ,外 ，… 4 总 六 一 5 取 ea 一 (0, 1 
0, …， 0)7 为 忆 形 成 变换 矩阵 百 , 用 丽 : 左 乘 42,, 同样 可 将 4 包 第 二 列 主 对 角 线 以 下 元 素 
化 为 零 ,并 保持 矩阵 42 的 第 一 列 及 第 一 行 不 变 。 此 时 变换 后 矩阵 的 前 两 列 对 角 线 以 下 元 
素 已 变 为 零 。 类 似 地, 取 4 的 第 大 列 ( 令 前 7 一 1 个 元 素 为 零 ) 为 8， 即 (0，…，0， < 处 
0 咏 )7=8 取 er= (0 … 0 二 0 …， 0)7 为 2 形成 矩阵 再, 则 于 4 的 前 友 一 [ 行 和 一 工 
避 将 保持 不 变 , 而 其 第 4 列 对 角 线 以 下 元 素 变 为 零 。 依 此 类 推 , 作 ” 开 次 乘法 后 , 矩阵 入 
将 被 化 为 上 三 角形 失 阵 恕 : 


「xx， 和 ww X | 

X x | 
民 =40)= 万 五 ， 和 五 .4=- 区 (8.1.30) 
如 果 对 自由 项 六 也 同时 左 乘 以 逐次 的 矩阵 五 , 显然 , 我 们 将 得 到 与 (8.1.2) 等 价 的 三 角形 方 


程 组 ， 
4wz=0m (8.1.31) 





和 58 


其 中 ， 0 一 互 - 万 _。…… 瑟 ? 刀 5。 用 回 代 过 程 (8.1.7) 解 此 上 三 角形 方程 组 即 得 最 终 
解答 。 以 上 就 是 用 镜像 映射 矩阵 求解 方程 组 的 计算 过 程 。 

实际 进行 鼠 .4 型 的 运算 时 ,不 需 将 抢 阵 歼 明 显 地 求 出 来 然后 作 插 阵 乘 法 ， 只 需 用 瑟 
去 乘 4 的 各 列 得 出 瓦 .4 的 相应 列 。 在 作 互 乘 4 的 列 时 , 用 如 下 公式 计算 : 

五 .4;= 4 一 2(D7.4) .1D (8.1.32) 

每 算 一 列 只 需 作 一 个 向 量 内 积 , 一 个 数量 乘 向 量 和 一 个 向 量 加 法 ， 这 对 于 减少 工作 量 是 有 意 
义 的 。 

按照 (8.1.28)、(8.1.29), 很 容易 推 得 用 镜像 映射 矩阵 进行 三 角 化 的 计算 公式 为 
盏 =T-200007 40= 万 .4D Dr0 一 再 .5 
20k 一 Exz/ px 
pxr 一 [2ax(az 十 | 妮 |) 交 ” (8.1.33) 


mw 一 [ 袜 (o)? 由 
了 一 (0，0，…，0，0 央 十 Sign (ce 骨 ) az 名， 0) 
(=1|， 号 有 一 十) 
实际 计算 时 , 为 了 节省 运算 量 常 将 上 述 公 式 按 (8.1.32) 的 形式 稍 加 变形 。 由 于 
AL- 画 40-40 -2oot 4 40- 伍 Caf4o) 


车 令 哈 一 204 /ME 则 有 : 





_L4+1 一 400),- zx 
完全 类 似 地 有 
crD 一 0 一 (208 .58001p) 
这 样 一 来 , 把 需要 计算 的 各 量 按 计 算 的 先后 次 序 排列 便 得 到 如 下 计算 4 及 8o) 的 公式 ， 
号 三 蕊 (< 名) 站 ” 
太一 (0, … ，0， X 筷 十 Sign (C 饶 )) CQxy CCie。 太 ” 4 名 )7 
Ox 一 2aj， |c 顺 |) 
24wya 
5 一 21640000/ ay 
4 一 .40D 瑟 .08 
Br 一 0 一 oa 
(下 一 2 .1 一 了 


从 上 述 公式 可 知 ， 第 双 步 计算 约 需 完成 2x [(m 一 1 十 革 (n 一 1 上 1] 次 乘法 和 加 减法 


运算 。 所 以 三 角 化 过 程 总 共 约 需 完成 也 必 十 0(n2) 次 乘法 和 加 减法 运算 及 m 次 开 方 运算 。 


与 高 斯 消去 法 相 比较 , 镜像 映射 法 的 运算 量 多 一 倍 左右 。 正 是 由 于 这 个 原因 , 尽管 从 精确 度 

方面 来 说 消去 法 有 时 可 能 略 差 一 些 , 但 实践 中 却 使 用 得 广泛 得 多 。 但 是 ,矛盾 方程 组 的 最 小 

二 乘 解 问题 则 是 例外 。 由 于 该 类 问题 的 特点 (参见 8.3 节 ), 采 用 镜像 映射 法 更 为 优越 一 些 。 
镜像 映射 法 解 线性 方程 组 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 6。 

”最 后 , 我们 讨论 一 下 正 交 -三 角 分 解 问题 。 利 用 关系 式 瑟 = 克 != 互 -5 从 (8.1.30) 式 我 


(8.1.34) 


1 上 





259 


们 得 知 人 = ( 耳 : 瑟 万 也 -). 尼 一 QR。 其 中 @= 瑟 . 瑟 .…… 卫 -: 为 正 交 和 矩阵 。 这 
就 是 说 , 任意 插 阵 4 总 可 以 分 解 为 正 交 和 抵 阵 @ 与 上 三 角形 矩阵 尽 的 乘积 。 如 果 4 是 非 奇 
和 矩阵, 我们 还 可 以 说 明 这 一 分 解 式 在 相差 一 个 对 角 线 元 素 之 模 为 工 的 对 角 矩 阵 刀 之 下 是 唯 
一 的 。 实 际 上 , 若 有 两 种 分 解 ; 

4=-QR:-Q:R， 
由 于 冯 非 河 ， 所 以 枣 : 也 是 非 奇 异 的 , 这 样 我 们 有 : 

Q8Q,=R:Rii 

上 式 左 端 说 明和 矩阵 ( 尽 , 玉 11) 为 正 交 和 矩阵 ,但 它 同 时 应 是 上 三 角形 失 阵 。 因 而 , 它 只 能 是 对 角 
线 型 挎 阵 , 其 对 角 线 元 之 模 必 为 工 (实数 情况 必 为 土 1) 。 这 就 是 说 : 


6iba 
Cies 0 


人 Qi= 开 Ri =- 忆 = 


Cien 
或 害 
@=QD， 开 :一 7 
综 上 所 述 ,我 们 有 如 下 正 交 -三 角 分 解 定理 ， 

定理 工 .2 

任意 实 ( 复 ) 矩 阵 4, 总 且 分 司 光 下 六 畏 矩阵 @ 与 上 三 角 矩 阵 如 的 乘积 ， 

4=Q, 灰 
如 果 4 是 非 奇 异 的 ， 则 久之 各 列 与 如 之 各 行 在 相差 一 个 模 为 工 的 常数 下 唯一 确定 。 
这 一 下 再任 本 放 和 让 全 人 入 本 生生 全 古人 生 全 本 几 生 和风 


8.1.7 求 迁 矩阵 问题 


有 些 计算 问题 中 常常 需要 求 出 给 定 和 矩阵 盘 的 着 失 阵 。 例如 , 结构 分 析 问题 中 有 时 需要 
求 出 刚度 矩阵 的 逆 矩 阵 , 回归 分 析 问 题 中 需要 求 出 相关 和 抢 阵 的 逆 符 阵 , 线性 规划 问题 和 某 些 
非 线性 方程 组 数值 求解 问题 等 , 有 时 也 需要 求 出 某 些 和 矩阵 的 道 称 阵 。 因 而 , 有 必要 讨论 一 下 
计算 机 上 常用 的 求 逆 和 矩阵 方法 。 

求 送 矩 阵 的 问题 本 质 上 与 解 线性 方程 组 问题 是 相同 的 。 如 果 要 求 和 矩阵 4 的 道 矩 阵 下 ， 
从 关系 式 4 下 = 了 出 发 ,容易 验证 , 我 们 只 需要 解 如 下 ”个 线性 方程 组 ，4 下 =e(= 2 
…, 人 和， 其 中 e 为 第 宇 个 分 量 为 卫 其 他 分 量 为 零 的 单位 向 量 ; 豆 ! 即 为 4 的 第 宇 列 。 但 
是 , 这 个 办 法 有 很 大 缺点 。 首 先 , 除去 存放 4 的 e 个 存储 单元 外 ,还 需要 品 个 存放 4 的 
存储 单元 。 其 次 ， 它 没有 利用 自由 项 的 特殊 形状 以 节省 所 需 运 算 量 。 但 这 些 缺 点 是 很 容易 
克服 的 , 例如 只 要 把 前 面 所 述 的 消去 法 稍 加 变形 就 可 得 到 比较 有 效 的 算法 。 我 们 先 来 讨论 
这 个 方法 。 

在 顺序 消去 法 的 第 大 步 ,我 们 只 消去 了 系数 矩阵 中 第 大 列 对 角 线 以 下 的 元 素 , 这 样 得 出 
的 等 价 方程 组 的 系数 矩阵 是 上 三 角形 矩阵 Cr。 如 果 我 们 在 计算 的 第 大 步 也 同时 将 第 列 
的 对 角 线 以 上 的 元 素 消 去 , 并 使 系数 矩阵 第 厂 列 变 为 单位 向 量 en 这 样 ， 消去 完毕 后 ， 系 数 
矩阵 就 将 变 成 单位 算 阵 二 “完全 类 似 于 8.1.2 节 中 的 讨论 ， 我 们 容易 得 知 这 样 的 消去 过 程 
也 相当 于 对 系数 系 阵 逐次 左 乘 以 一 个 初等 变换 矩阵 。 用 矩阵 符号 表示 便 有 : 
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再 ,. 开 , ， 直人 二 中 再 .条 ,和 形 .4= 7 (8.1.35) 


其 中 
[Im 多 
| 机 oa 
”。 0 0， 尼 尖 大 
奢 -| 工 m 风 mn 罗 一 (8.1.36) 
二 
。 0 
0 好 二 天 天 
将 (8.1.35) 式 两 端 右 乘 以 4- 根据 道 和 矩阵 的 定义 , 我 们 就 有 : 
4-: = 再 .再 ，.…. 形 ,. 再 ， (8.1.37) 


于 是 我 们 得 出 了 道 抑 阵 4 二 的 因 式 分 解 式 , 通常 称 之 为 着 矩阵 4-:+ 的 乘积 形式 。 这 一 消去 
过 程 就 称 为 高 斯 - 若 当 消去 法 。 

因 式 矩 阵 形 , 与 单位 夭 阵 不 同 之 处 仅 在 第 大 列 , 因而 只 需 ” 个 存储 单元 即 可 保存 它 。 再 
注意 到 经 第 不 步 消去 后 ， 原 和 矩阵 第 大 列 已 变 为 单位 向 量 ew， 其 后 的 计算 中 这 些 存储 单元 不 
再 使 用 。 所 以 , 我 们 可 将 肚 * 的 第 大 列 元 素 存 放 在 原 矩 阵 的 第 大 列 位 置 上 。 这 样 , 保存 逐次 
的 因 式 和 矩阵 五 。 将 不 占用 额外 存储 单元 。 此 外 , 从 (8.1.37) 可 以 看 出 , 将 型 按 消去 过 程 的 
顺序 连 乘 起 来 ， 就 得 出 4-:。 如 果 逐 次 地 将 再 * 的 第 大 列 存 于 被 消去 后 矩阵 的 第 上 列 位 置 
上 ,下 一 步 消 去 时 ， 再 以 丽 ,,: 左 乘 此 整个 抢 阵 的 每 一 列 ， 容 易 验 证 ,这 时 已 经 存放 了 形 ,， 
再 …， 再 ,的 各 列 位 置 上 元 素 之 变化 , 与 作 (8.1.37) 中 的 连 乘积 完全 相同 。 所 以 ,也 就 自 
然 地 完成 了 求 栖 : 天，…… 形 。 形 ; 的 连 乘 运算 。 消 去 过 程 结束 时 , 矩阵 公 的 位 置 上 即 为 
要 求 的 结果 4-:。 于 是 , 整个 求 送 过 程 中 , 除去 存放 矩阵 4 的 吧 个 单元 外 , 不 再 需要 其 它 存 
储 单 元 。 这 一 存储 安排 格式 通常 叫做 矩阵 的 原 地 求 道 格 式 。 

综 上 所 述 ,用 高 斯 -车 当 消 去 法 , 计算 逆 和 矩阵 的 第 不 步 ,可 以 归纳 如 下 (这 里 ， 我 们 用 4 
玫 示 当时 处 于 系数 抢 阵 第 《 行 和 第 了 列 位 置 上 的 元 素 )， 

( 卫 计算 a 一 /4xr， 并 送 到 4 所 在 位 置 。 

(2) 对 于 4z 力 计算 一 a4 并 送 到 4u 所 在 位 置 。 

(3) 对 于 了 及 了 及 计算 45 十 4 4 并 送 到 45 所 在 位 置 。 

(多 对 于 了 z 态 计 算 4u 并 送 到 4z 所 在 位 置 。 

很 容易 看 出 ， 第 大 步 需 完成 me 十 D) (n 一 了 次 乘法 ，(w 一 芒 " 次 加 法 。 所 以 , m 步 消去 共 

完成 %(n2 一 1) 次 乘法 及 me 一 1): 次 加 法 ， 即 高 斯 - 若 当 消去 法 求 着 矩阵 所 需 的 乘法 和 加 
法 量 区 为 ma 量 级 , 比 之 用 消去 法 解 一 个 方程 组 来 说 , 大 约 是 其 三 倍 。 由 于 这 个 原因 , 先 求 出 
逆 矩 阵 4-3 再 去 计算 4-:.5 来 作为 方程 组 的 解答 是 不 合算 的 , 即使 在 多 个 自由 项 时 ,如 果 
保留 矩阵 4 的 三 角 分 解 式 来 求解 , 一 般 也 比 保留 4-: 合算 。 因 此 ， 除 指定 必需 求 出 逆 和 矩阵 
的 情况 外 , 一 般 都 不 采用 求 送 矩 阵 的 办 法 来 解 线性 方程 组 。 

如 果 和 矩阵 4 是 对 称 正定 矩阵 ，4-:+ 也 应 是 对 称 正定 的 ， 并 且 ， 计算 4 的 过 程 中 也 有 
对 称 的 性 质 可 以 利用 。 这 样 , 我们 可 以 在 内 存 中 仅 存 放 原 始 和 矩阵 的 上 三 角形 部 分 , 并 将 逆 算 
阵 的 上 三 角形 部 分 也 存在 同一 位 置 上 ， 以 达到 节省 存储 单元 的 目的 。 按照 这 一 存储 格式 编 
制 的 对 称 正定 矩阵 原 地 求 道 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 7。 

和 和解 方程 组 的 消去 法 一 样 , 为 了 保证 求 逆 结 果 的 精确 度 ， 对 于 非 对 称 正 定 的 矩阵 , 引入 
选 主 元 素 技巧 是 十 分 必要 的 。 通常 也 采用 列 主 元 素 或 全 主 元 素 法 ， 其 过 程 与 解 方程 组 时 完 





全 类 似 。 例 如 , 对 于 全 主 元 素 法 , 我 们 将 有 : 
再, 疡 … 开 : 亚 形 : 亚 .4.Q.Q…Q,=- 了 
或 者 四 0 
帮 -1 = 人 0QQ 和 和 (8.1.38) 
抢 阵 肪 与 Qx 均 为 形 如 (8.1.16) 和 (8.1.18) 的 初等 排列 卸 阵 ,只 需 一 个 行 号 (或 列 号 ) 
久 ( 旬 ) 即 可 表示 出 来 。 因而 , 我 们 用 2m 个 存储 单元 记录 相应 的 外 与 刘 作 = 二 2 …, 呈 后 ， 
仍 可 采用 前 述 的 原 地 求 北 存 储 格 式 。 这 样 ， 全 主 元 素 法 求 逆 矩 阵 过 程 的 第 友 步 可 以 归纳 如 
下 (4 的 意义 同 前 )， 
人) 找 出 max,j 4 的 位 置 (如 ，J), 并 记录 加， 入。 
(2) 交换 整个 失 阵 的 第 大 行 与 办 行 , 友 列 与 思 列 。 
(3) 计算 & 一 ]/ 4x 并 送 至 4xz 所 在 位 置 。 
(4 对 于 437 计算 一 we 4 并 送 至 4 所 在 位 置 。 
(5) 对 于 4# 丰 及 和 zz 矶 计 算 4 十 4wv4du 并 送 至 4 所 在 位 置 。 
(6) 对 于 7z 态 计算 ov 4 并 送 至 4u 所 在 位 置 。 
对 于 7 = 2，…, mw 执行 上 述 计算 后 ， 矩阵 4 的 位 置 上 就 存放 着 道 下 阵 4-: 的 元 素 。 
但 由 于 计算 过 程 中 我 们 进行 了 行列 互 换 ， 因 而 ，4-:+ 的 元 素 已 不 按 其 应 有 的 行列 次 序 排列 。 
为 了 得 出 正确 次 序 的 结果 ， 必 须 再 进行 相应 的 行列 互 换 工 作 。 在 前 面 原 地 求 逆 的 计算 过 程 
与 存储 安排 中 ， 已 经 存放 在 前 大 列 的 垂 阵 棚 : 甩 … 瑚 :已 条 ; 书 的 不 同 于 单位 阵 的 大 个 列 已 
进行 了 行 交 换 各 kx- 十 二 而 连 乘 时 形 #i 之 元 素 本 应 存 于 和 :+ 列 , 但 我 们 将 它 存 于 有 十 1 列 
位 置 上 。 所 以 ,可 以 知道 ,此 时 和 矩阵 盘 的 位 置 上 所 存放 的 抢 阵 与 甫 。 肠 … 形 : 叫 仅 差 一 个 
列 的 排列 和 -站 ( 估 一 mm 一 二 …， 了 ,再 从 (8.1.38) 式 得 知 最 后 还 应 进行 如 下 行列 交换 : 
(GD 第 做 列 与 厌 列 互 换 人 =m m 一 了 2 1)。 
(2) 第 思 行 与 因 行 互 换个 一 mm 一 二 2 轩 。 
按 上 述 方案 编制 的 全 主 元 素 法 求 送气 阵 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 8。 
我 们 还 要 指出 , 用 镜像 映射 法 求 送 矩 阵 时 , 也 很 容易 按 原 地 求 逆 的 存储 格式 来 安排 。 因 
为 由 (8.1.30) 有 ， 
4 一 昂 - 万 厅 _…… 万 ， (8.1.39》 
从 (8.1.34) 知 ， 逐 次 变换 矩阵 丽 仅 需 w% 一 汪 革 个 存储 单元 即 可 保留 , 故 可 存 于 矩阵 第 
1 列 对 角 线 以 下 的 位 置 上 (注意 ! ou 为 4 的 第 大 个 主 对 角 线 元 ， 故 另 需 呈 个 工作 单元 
来 存放 路 ) 。 上 三 角 和 矩阵 玉 的 求 逆 很 容易 在 原 地 进行 。 最 后 逐次 右 乘 孙 的 过 程 也 可 在 
矩阵 右 下 角 ”一 4 十 工 阶 子 式 的 位 置 上 完成 , 故 最 终 在 原始 矩阵 4 的 位 置 上 即 可 得 到 着 矩阵 
4 -+。 粮 据 这 一 安排 ,读者 不 难 自行 编 出 相应 的 算法 语言 程序 。 


8.1.8 特殊 形状 矩阵 和 高 阶 和 矩阵 问题 的 直接 解法 


前 面 讨论 的 解 方程 组 4m=5 的 方法 是 适用 于 阶 数 不 高 的 所 谓 “ 满 矩 阵 ? 的 , 即 用 于 矩阵 

的 绝 大 多 数 元 素 皆 为 非 零 的 情况 。 然 箱 实践 中 大 量 遇 到 的 矩阵 并 不 是 低 阶 的 “ 满 和 矩阵 ”一 
般 说 来 , 它们 的 阶 数 较 高 (例如 , 几 百 阶 或 上 千 阶 ),， 并 且 总 具有 某 些 特殊 形状 。 例如 在 结构 
分 析 问题 , 大 地 测量 问题 , 电力 传输 网 分 析 问 题 以 及 各 种 常 微 或 偏 微分 方程 数值 解 问题 等 方 
面 , 经 常 需要 求解 一 个 高 阶 的 线性 代数 方程 组 , 其 系数 抢 阵 一 般 具 有 下 列 几 种 形状 ， 


Thpzahgawweepaieirrge ggirtrpoee ， 识 。 坟 potppiil ep 1 no more ro 
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(i 带 状 卸 阵 或 变 带宽 带 状 和 矩阵 。 它 们 满足 条 件 ， 
af=0 若 4>9+max 或 《<7 一 ma 
其 形状 如 图 8.2 所 示 ; 


人 2+ 了 





阵 的 “总 带宽 。 如 果 带 的 内 部 各 行 ( 列 ) 的 非 零 元 素 的 “宽度 "不 等 , 抢 阵 将 呈 如 图 8.3 所 示 
形状 ， 





则 叫 作 变 带 宽带 状 矩 阵 。 
(区 加 边 带 状 抢 阵 , 即 上 述 带 状 矩 阵 加 上 一 个 宽度 为 * 的 边 , 其 形状 如 图 8.4 所 示 : 





. 图 8.4 
(Hit) 加 边 对 角 块 矩阵 。 即 分 块 对 角 型 抢 阵 加 上 一 个 宽度 为 * 的 边 ,形状 如 图 8. 所 示 . 








，G) 抉 三 对 角 型 矩阵 , 形状 如 图 8.6 所 示 : 





(v) 某 种 绝 大 多 数 元 素 为 零 , 但 非 零 元 素 不 规则 分 布 的 撼 阵 。 

上 述 这 些 和 矩阵 的 共同 特点 是 它们 都 有 大 量 的 堆 元 素 。 实 际 问题 中 常常 是 非 零 元 素 仅 占 
5~10 多 左右 ,有 的 问题 中 非 零 元 素 仅 占 工 9 或 更 少 一 些 。 这 样 的 挎 阵 , 通常 称 为 “稀疏 抢 
阵 或 “ 稀 和 矩阵 “。 利 用 零 元 素 很 多 和 按 一 定 规则 分 布 等 特点 , 可 以 大 大 地 节省 计算 工作 量 和 
有 效 地 提高 在 计算 机 上 能 解 问题 的 阶 数 。 实 践 中 常用 的 解法 都 是 针对 这 些 特点 而 提出 的 特 
殊 方 法 。 因而 ,我 们 在 处 理 问题 时 应 按照 具体 问题 具体 分 析 的 原则 ， 采用 适当 方法 。 下 面 我 
们 讨论 处 理 这 类 问题 的 几 种 常用 方法 。 

(一 ) 移 阵 分 解法 或 消去 法 

首先 我 们 考虑 直接 分 解法 , 从 矩阵 的 三 角形 分 解 过 程 可 以 看 出 , 若 怎 阵 具 的 某 行 (例如 
第 ? 行 元 素 ) 满 足 条 件 : 


0 一 0， 7 和 和 <Y 
即 是 说 第 行 的 前 太 个 元 素 都 为 零 。 当 我 们 按 计算 态 的 公式 (8.1.20) 进 行 计 算 时 ,可 以 
验证 相应 地 也 有 : 

1=0， IT<j<kh< 
”这 样 , 对 上 述 人 ~ (iv) 中 的 矩阵 来 说 , 矩阵 也 与 矩阵 4 的 下 三 角 部 分 应 该 有 相同 的 “形状 “ 


(我 们 这 里 假定 不 引入 选 主 元 素 技 巧 ， 并 对 
0 “形状 两 字 作 轮廓 地 理解 )。 同 样 推理 可 知 ， 
人 0 矩阵 z7 与 矩阵 熏 的 上 三 角 部 分 亦 有 相同 “ 形 
d "| 0 状 ”。 因 此 , 上 面 所 列举 的 前 四 种 矩阵 其 相应 
| 0 的 分 解 式 应 如 图 8.7 所 示 ; 
0 0 
或 者 
0 0 
SS EN 
2 | 0 4 区 
[0 蕉 || 
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对 于 第 (y) 类 和 矩阵， 前 述 结论 是 不 成 立 的 ， 因 其 非 零 元 素 分 布 并 无 一 定 的 规则 外 形 ,在 分 解 
与 消去 过 程 中 , 原来 矩阵 中 某 些 零 元 素 的 位 置 将 出 现 新 的 非 零 元 素 , 抢 阵 卫 与 Z 的 非 零 元 
素 分 布 将 与 4 的 相应 部 分 有 所 不 同 。 

实际 计算 中 , 我 们 可 以 利用 (i) ~ (iv) 型 托 阵 的 分 解 式 的 特点 , 在 进行 分 解 或 消去 时 , 仅 
计算 其 中 非 零 部 分 的 元 素 , 这 样 就 可 以 大 大 节省 计算 量 与 存储 量 。 以 带 状 抢 阵 为 例 ,车 按 上 
述 原则 进行 处 理 , 其 顺序 消去 过 程 所 需 的 加 法 和 乘法 量 分 别 为 ma.m( 这 里 假设 zu 一 ma 一 2 
所 需 的 存储 量 大 致 为 (2m 十 1) .nm。 显 然 , 当 m<m 较 满 阵 时 的 we/3 次 加 法 与 乘法 以 及 吧 个 
存储 单元 是 有 本 质 上 的 节省 的 。 因 而 , 目前 在 计算 机 上 大 都 采用 这 个 原则 来 解 带 状 方程 组 。 

由 于 要 利用 矩阵 的 特殊 形状 来 进行 计算 ， 就 必须 对 不 同类 型 的 失 阵 编制 相应 的 计算 程 
序 , 这 些 程序 的 编制 原则 是 很 类 似 的 。 下 面 我 们 仅 以 带 状 抢 阵 为 例 来 说 明 程 序 的 编制 原则 ， 
并 按 两 种 情形 分 别处 理 ， 

( 嫉 对 称 正定 情况 

处 理 带 状 垂 阵 时 , 如 果 抢 阵 是 对 称 正定 的 , 同样 不 需要 选 主 元 素 , 结果 精度 也 能 得 到 保 
证 。 因而 直接 采用 平方 根 法 的 分 解 过 程 ， 按 照 符 阵 的 特点 编制 出 仅 计算 其 分 解 式 中 非 零 元 
素 的 程序 , 即 可 有 效 地 解决 问题 。 下 面 我 们 来 说 明 这 一 程序 的 编制 方法 。 

假设 矩阵 4 对 称 正 定 且 为 带 状 ,总 带宽 为 (2m 十 1), 所 以 其 分 解 式 仿 = 克 Zr 中 的 天 也 
有 与 妈 的 上 三 角 部 分 相同 的 带 状 形式 。 在 存储 安排 上 , 我 们 只 将 矩阵 4 上 三 角 部 分 的 非 
零 元 素 按 行 存放 在 内 存 中 作为 原始 数据 。 例如 存 于 场 4[1:mw, 1: 和 十 恐 内， 其 具体 排列 如 
下 ， 

CH11，C13，“。…， Tom 二 工 
Co22，CQ23，“。…， C3,Mn 上 +3 


(8.1.40) 


Cn 一 1 -1 Gon-ly ny 义 交 六 

Co XXX 
这 样 矩阵 4 在 “ 带 ” 以 外 的 零 元 素 就 不 占用 存储 单元 。 同 时 , 由 于 正 的 每 行 非 零 元 素 也 为 
史 十 个 ,并且 在 算出 这 些 元 素 后 , 矩阵 4 的 相应 元 素 已 不 再 需要 , 所 以 ， 作 为 计算 结果 , 我 
们 又 可 将 22 的 元 素 逐 行 地 存 入 场 4 内 的 相应 位 置 上 。 求 得 到 后 解 方程 组 LU=8 及 
Zz=2 是 很 容易 实现 的 。 这 样 , 求 得 解答 的 过 程 中 , 我 们 无 需 涉及 带 外 的 任何 元 素 。 按照 
这 个 安排 编制 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 9。 读 者 参照 前 述 的 平方 根 法 程序 ( 程 
序 和 和 上 述 安排 , 将 会 比较 快 地 理解 和 掌握 它 。 

对 于 对 称 正 定 的 变 带 宽 和 矩阵 ,存储 格 式 要 稍为 改变 一 下 。 如 果 第 了 行 第 一 个 非 零 元 素 

的 列 号 为 入 则 我 们 仅 存 储 该 行 的 第 六 至 第 “个 元 素 , 并 按 行 顺序 地 将 矩阵 的 这 些 元 素 排列 
起 来 ,构成 一 个 一 维 场 D。 每 行 (例如 ; 行 ) 对 角 线 元 素 在 场 刀 中 的 位 置 , 将 另外 用 一 个 一 维 
场 8 记录 下 来 , 即 8 [可 代表 第 * 行 对 角 线 元 素 在 场 卫 中 的 位 置 。 于 是 , 矩阵 第 行 了 列 处 
的 元 素 在 场 也 中 的 位 置 应 是 8[ 杂 一生 7。 所 以 我 们 很 容易 找到 它 。 按 照 这 个 安排 和 考虑 
到 分 解 式 中 下 三 角 和 抢 阵 隐 的 第 了 行 非 零 元 仅 出 现在 第 列 至 第 ， 列 位 置 上 , 便 很 容易 编制 
出 相应 的 解 方程 组 程序 , 其 细节 我 们 不 再 痪 述 。 应 该 指出 , 这 一 处 理 办 法 虽然 程序 略为 复杂 
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些 , 但 有 时 能 比 带 状 和 矩阵 的 处 理 办 法 获得 好 得 多 的 效果 。 六 而 , 是 值得 推荐 的 。 这 个 方法 的 
计算 公式 及 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 10 及 其 说 明 。 
还 应 指出 , 有 些 带 状 失 阵 虽 不 是 对 称 正定 的 , 但 其 具有 较 强 的 对 角 优 势 条 件 ， 这 时 也 无 

需 引 入 选 主 元 素 的 技巧 。 例如 ， 偏 微分 方程 初 值 或 边 值 问题 的 数值 求解 中 经 常 遇 到 的 某 些 
三 对 角 线 方程 组 即 属 此 种 情况 , 其 系数 抢 阵 4 具有 下 列 形状 ; 

Ci 01 

Ca 0a 03 

0 93 03 


江 志 5 (8.1.41) 


2 人 访 
On Cn 
其 中 元 素 c。， 2 ec 满足 所 谓 对 角 优势 条 件 ， 
(i) |erl>| 和 |>0 . 
( 许 ) |d|>1al 十 18 且 2 天 0 (=2，3，…，mn 一 1 (8.1.42) 
(过 ) |es| >|o|>0 
假定 上 述 抢 阵 4 的 三 角形 分 解 式 为 ; 


CO 工 Ai 
0C3 03 0 二 0 
4= 5 … 
。 
0 Co 0 革 
并 把 方程 组 的 自由 项 8 记 为 : 


好 = ( Ja， 3 j 
按照 前 述 直接 分 解法 不 选 主 元 素 的 计算 公式 (8.1.20)、(8.1.2)、( 人 .1.22) 以 及 
(8.1.7), 就 能 推 得 如 下 计算 公式 ; 
一 ail0， 轨 一 0 方 ，od 一 人 1 
ww 一 0 一 0 
Bi=omlp (一 2，3，…， 介 
一 011 ( 户 一 0， (8.1.43 


.On 一 四 o 
| 好 一 4 外 一 BO (一 0 一 0 一 2 工 ) 
这 就 是 通常 称 之 为 “追赶 法 ”的 计算 公式 。 在 对 角 优 势 条 件 (8.1. 人 名) 满足 时 ,显然 
18| <3 同时 , 若 |B-:| <J 则 有 : 
[8 科 |@ 一 6 二 到 和 一 el 光 Ba 时 < 人 @| 一 [el 于 5 入 工 
所 以 ， 所 有 8, 之 模 均 应 小 于 1。 这 样 一 来 , 就 有 : 
|o|>|ol 一 |oj 关 | 寻 >0 
因而 , 计算 过 程 必 定 可 以 进行 下 去 , 并 且 不 会 出 现 中 间 结 果 数 量 级 的 巨大 增长 和 相应 的 含 入 
误差 的 严重 发 展 。 更 仔细 的 分 析 表 明 , 计算 过 程 每 步 所 引入 的 含 入 误 盖 将 在 其 后 的 各 步 中 
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逐步 减少 , 即 是 说 , 这 一 计算 公式 对 于 含 入 误差 是 稳定 的 (参见 [ 引 ] 第 338 页 )。 

用 追赶 法 解 三 对 角 方程 组 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 11。 

还 应 指出 , 如 果 矩 阵 盘 是 所 谓 分 块 三 对 角 线 和 矩阵 , 即 (8.1.41) 中 的 wl、 本、ect 均 为 子 抵 
阵 ， 且 w: 为 方 阵 时 , 若 将 向 量 z 及 自由 项 上 亦 作 相应 分 世 , 并 用 w 和 天 来 记 这 些 子 向 量 ， 
那么 , 公式 (8.1.43) 仍 是 正确 的 。 同时， 容易 证 明 只 要 和 矩阵 4 的 逐次 分 块 主子 矩阵 4 之 
行列 式 非 零 , (8.1.43) 对 于 和 矩阵 4 总 可 以 进行 下 去 。 自 然 , 在 计算 ol 等 各 项 时 ,我 们 宁 
可 采取 解 线性 方程 组 的 办 法 而 避免 求 出 道 矩 阵 of:。 

(2) 非 对 称 情况 

如 果 遇 到 的 特殊 形状 矩阵 是 非 对 称 的 或 者 是 对 称 但 非 正定 的 , 一 般 说 来 ,为 了 控制 舍 入 
误差 的 增长 ,采取 某 种 选 主 元 素 的 技巧 是 必要 的 。 这 时 , 使 用 全 主 元 素 法 可 能 导致 完全 破坏 
矩阵 的 特殊 形状 所 以 , 一 般 都 采用 列 主 元 素 法 。 自 然 , 用 列 主 元 素 法 进行 消去 时 , 乍 阵 的 特 
殊 形 状 亦 将 受到 一 定 破坏 , 但 只 要 我 们 仔细 分 析 计 算 过 程 , 仍 可 找 出 如 何 利用 其 特殊 形状 来 
节省 运算 量 和 存储 量 的 规律 。 下 面 我 们 以 非 对 称 带 状 抵 阵 为 例 来 说 明 这 一 点 。 

考虑 形 如 前 面 所 列举 的 GD) 的 非 对 称 带 状 矩 阵 。 假 设 用 列 主 元 素 消去 法 ( 即 进行 行 交 换 ) 
来 解 相应 的 方程 组 。 容 易 看 出 , 从 逐次 的 主 列 ( 例 如 第 大 列 ) 的 非 零 元 素 ( 指 在 对 角 线 元 及 紧 
靠 其 下 面 的 wa 个 元 素 ) 中选 出 主 元 素 ， 并 将 其 所 在 之 行 ( 称 为 主 行 ) 与 第 大 行 交换 ， 然 后 用 
它 消去 其 它 行 (例如 第 ; 行 , 1<is<t 二 ma) 中 第 大 列 处 的 非 零 元 素 时 , 被 消去 的 行 中 主 对 角 
线 右边 非 零 元 素 的 个 数 可 能 增加 ， 但 其 增加 的 个 数 最 多 不 超过 mx 个 ( 当 十 ma 行为 主 行 
时 , 将 可 能 增加 wa 个 )。 因 此 , 若 不 计 被 消去 的 非 零 元 素 , 整个 消去 过 程 中 矩阵 各 行 非 夫 元 
素 之 和 不 超过 mx 十 ms 十 1 个 (实际 上 ,大 多 数 情 况 下 每 消去 一 步 所 涉及 的 各 行 主 对 角 线 元 
左边 有 一 个 元 素 变 为 零 ， 右 边 增加 一 个 非 零 元 素 )。 这 样 ,我们 就 可 以 用 mx (ma 十 ma 十 了 
个 存储 单元 来 存放 和 矩阵 4 和 逐次 消去 过 程 中 的 中 间 乍 阵 ， 并 安排 为 如 下 形式 (以 8 阶 和 矩阵 
为 例 ,其 中 mi=2 ma=3); 


Xx X aq ais 013 0G14 ] 
X 081 Co Cas3 Cs4 0Qs5 


Ca31 C33 0Q33 CQ34 035 C36 





C49 CQ43 C44 CA45 CQ46 C47 
053 0Q54 055 0Q56 057 0Q58 
64 065 066 G67 068 六 
Cr75 076 QTT7 GT8 X 基 
Cs6 G87y 088 X 义 X | 
消去 开始 时 , 首先 将 前 两 行政 排 为 : 
| 411，013，013，014，0，0 ] 
Cal，Gas，0s3，0Q24，0a35，0 
再 在 前 三 行 的 第 一 个 元 素 中 选 主 元 ,并 将 主 行 换 至 第 一 行 位 置 , 进行 消去 。 然后 再 将 第 二 、 
三 行 改 排 为 ; 、 
网 唤 员 吊 0 ] 
0 由 ax 竹 o 风 由 唤 0 


并 在 第 二 、 三 、 四 行 上 重复 上 述 消 去 过 程 , 如 此 进行 , 直至 消 完 。 这 时 ,所 得 上 三 角 方程 组 的 


C34 CS35 
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系数 答 阵 即 占据 原来 存放 矩阵 4 的 位 置 ， 其 对 角 线 元 在 第 一 列 上 。 回 代 过 程 ( 解 Dz= 疤 
是 显然 的 。 按 这 一 过 程 编制 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 12。 

(二 ) 分 芯 消 去 法 

实践 中 经 常 出 现 计算 机 的 内 存 容纳 不 下 和 矩阵 4 全 部 非 零 元 素 的 情况 ,需要 使 用 外 存 
( 磁 鼓 或 磁盘 ) 来 存 怪 所 需 数据 。 这 种 情况 在 中 、 小 型 计算 机 或 是 在 多 道 程序 的 大 型 计算 机 
上 (其 内 存 仅 有 指定 的 一 部 分 为 某 个 题目 使 用 ) 解 高 阶 方程 组 时 经 常 遇 到 ， 这 时 采取 分 块 消 
去 法 是 较为 适宜 的 。 

所 谓 分 块 消去 法 , 就 是 用 某 种 方法 将 矩阵 分 成 若干 子 块 , 并 将 这 些 子 块 看 作 元 素 , 按照 
普通 消去 法 的 格式 进行 相应 的 子 块 运算 来 求 得 方程 组 的 解答 。 这 样 , 我 们 就 可 以 把 全 部 矩 
阵 元 素 按 子 块 为 单位 存放 在 计算 机 的 外 存 中 ， 而 仅 将 当前 计算 所 要 用 到 的 子 块 调 到 内 存 中 
去 参加 运算 。 由 于 外 存 容 量 一 般 总 是 比 内 存 大 得 多 ， 所 以 这 种 安排 能 够 提高 可 以 求解 问题 
的 阶 数 。 

显然 应 该 怎样 进行 分 块 和 组 织 内 外 存 的 数据 交换 才能 取得 较 好 的 效果 ， 是 首先 必须 解 
决 的 问题 。 读 者 不 难看 出 , 内 存 中 留 作 交换 数据 用 的 单元 数 Mf 愈 多 , 效果 将 愈 好 。 除 此 之 
外 ,计算 格式 的 适当 选取 也 是 很 重要 的 因素 。 下 面 我 们 对 于 “ 满 卸 阵 ” 介 绍 一 种 常用 的 而 且 
比较 有 效 的 格式 。 


假设 内 存 可 用 于 存放 子 块 的 单元 数 为 Mf， 令 也- [V/- 季 ]( 即 V 臣 的 整数 部 分 )。 我 们 
候 定 抢 阵 和 自由 项 ( 列 数 < 媚 ) 按 如 下 形式 进行 分 拓 ， 


4 4 2 4r 上 
[4 人 ] 本 区 4 Rs 罗 4> 0 


ee 


4+ 4 2 4 月 


其 中 除 4v 及 4 以 外 , 其 他 45 都 是 已 x 呈 方 阵 , 而 4 为 8Sx8 方 阵 (S< 疡 ， 并 且 
7 一 蕊 十 一 mo 这 样 ,内 存 中 就 可 以 同时 容纳 四 个 子 块 , 分 块 消去 过 程 可 按 下 述 步骤 进行 : 
(由 从 外 存 调 进 子 块 4 并 原 地 进行 三 角形 分 解 , 得 出 4s= 卫 .DZ 
《2) 从 外 存 调 进 子 块 Lap 用 求解 三 角形 方程 组 的 办 法 算出 4 证 ,44b 保存 在 4 
位 置 上 , 同时 将 其 送 至 外 存 4,sz 位 置 上 。 
(8) 从 外 存 调 进 子 块 4xe 算出 Liv4ia,4sa 并 保存 在 内 存 中 存放 4x 的 位 置 上 。 
( 约 从 外 存 调 进 子 块 Lrcap 算出 Lez 一 4i4i4szs 并 送 至 外 存 4cz 的 位 置 上 。 
(5) 对 于 J= 卫 2 …，”(J 关 从 重复 步骤 (3) 与 ( 仅 。 
(6) .对 于 4 一 1 2 ，…, 一 4 十 二 重复 (2) ~ (5) (我 们 假设 4 ra= 扣 。 
《7) 对 于 4= 1 2,.…, mW 重复 (1) (6)。 
最 终 解 答 处 于 自由 项 8 的 位 置 上 。 
前 述 格式 亦 可 改 为 只 需 内 存 同 时 容纳 三 个 子 块 的 格式 ， 此 时 厂 . 林 分解 不 予 保留 ，(6) 
中 相应 改 为 重复 ~ (5)。 这 一 格 趟 节省 了 内 存 需 要 量 ， 但 却 增加 了 计算 量 ， 在 内 存 较 小 时 
是 可 以 采用 的 。 
从 上 述 过 程 可 以 看 出 ， 使 用 外 存 的 分 基 消 去 法 比 年 阵 全 部 放 在 内 存 的 通常 消去 法 需要 
更 多 的 计算 时 间 , 这 是 由 于 要 完成 许多 额外 的 内 外 存 数 据 交 换 工 作 。 如 果 我 们 以 下 表示 数 
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据 交 换 所 需要 的 总 时 间 , 中 z 表示 分 块 消去 法 真正 的 计算 时 间 , Te。 表示 整个 矩阵 均 放 在 内 存 
时 通常 消去 法 所 需 时 间 , 并 将 如 下 数值 : 
- 22 十 下 
五 

叫做 时 间 增长 系数 , 那么, 显然 ， 乙 值 愈 大 ,利用 外 存 的 分 块 计算 效果 愈 差 。 为 了 得 出 三 信 
大 小 的 一 些 估计 , 有 人 在 某 些 计算 机 上 对 不 同情 况 ( 即 不 同 计算 格式 和 不 同 的 愉 和 9 值 ) 作 
过 实验 ,其 结果 表明 (参见 [ 世 )， 上 述 己 值 一 般 将 小 于 2。 并 且 随 着 与 ”的 增 大 卫 信 将 
单调 下 降 。 自 然 , 随 着 外 存 方面 的 技术 进步 , 这 一 数值 还 可 以 减 小 。 不 过 , 由 此 已 可 看 出 , 旦 
前 在 有 足够 容量 外 存 ( 磁 鼓 、 磁 盘 ) 的 中 、 小 型 计算 机 上 , 完全 可 以 用 分 块 消去 法 有 效 地 解 高 
阶 问题 。 ， 

分 块 消去 法 的 另 一 优点 就 是 可 以 充分 利用 矩阵 的 特殊 分 块 形状 ， 进一步 节省 运算 量 和 
提高 可 以 解决 的 问题 的 阶 数 。 例 如 , 对 于 本 节 开 始 所 列举 的 两 种 特殊 分 块 矩 阵 ( 这 ) 和 (iv)， 
使 用 分 块 消去 法 将 获得 显著 效果 。 下 面 我 们 分 别 讨论 一 下 这 两 种 特殊 分 块 矩阵 的 消去 过 
程 。 
对 于 分 甘 三 对 角 抢 阵 , 处 理 的 办 法 与 普通 带 状 矩 阵 完全 类 似 。 也 就 是 说 , 我 们 仅 将 自由 
项 列 和 系数 矩阵 中 的 非 零 子 块 ( 按 行 的 顺序 ) 存 放 于 外 存 中 。 进行 消去 时 ,每 次 可 从 外 存 亩 
若干 个 (例如 7 个 ) 块 行 至 内 存 ( 自 然 抉 行 数 ”根据 内 存 大 小 而 定 )。 然后 ,将 这 些 块 行 中 对 
角 线 以 下 子 块 消去 , 这 时 , 该 了 行 矩 阵 块 的 变化 如 下 面 所 示 ; 

”4 雪 ， 4rr 访 
st zts px 


LaxztD Leszr9， .48 03 


_ 4 9 万 十 了 一 二 brzir 4 十 r 十 革 六 


了 忆 xzri 估 
0 工 ， 已 azrs 2 
0 下 ”Banr 苞 r 


0 .4 中，4arrzthrtl 人 tr 

子 块 吾 .si 及 基 人 一 思 十 上 8 二 7 一 芒 在 以 后 的 消去 中 不 再 使 用 ， 我 们 可 将 其 存放 至 
外 存 中 去 。 此 时 途 牛 fr 已 处 于 4 名 相同 的 地 位 。 故 可 将 第 4 十 7 行 移 至 原 第 不 行 位 置 上 ， 
再 从 外 存 调 进 ” 个 块 行 , 重复 上 述 过 程 , 直至 消去 过 程 完毕 。 回 代 时 , 只 需 从 外 存 顺 次 调 进 
到 ,si 及 吧 解答 即 可 求 得 。 读 者 不 难看 出 , 整个 计算 过 程 中 只 有 原来 矩阵 中 的 非 零 子 块 参 
加 运算 和 占用 存储 单元 ， 因 此 ， 运 算 量 和 存储 量 都 获得 较 大 节约 。 特 别 是 在 许多 实际 问题 
中 , 撼 阵 的 子 块 是 由 程序 根据 某 些 初始 数据 计算 出 来 的 ， 这 时 ， 我 们 就 不 需要 事先 把 它们 算 
出 来 存放 在 外 存 中 ， 而 只 需 在 用 到 它们 时 由 程序 临时 产生 ， 整 个 计算 过 程 则 仅 需 保存 子 块 
万 ,sai。 这 样 ， 可 以 更 进一步 节省 存储 单元 。 如 果 答 阵 是 分 块 五 对 角 型 或 一 般 地 2m+ 工 块 
对 角 型 的 , 处 理 的 办 法 也 完全 类 似 , 我 们 不 再 装 述 。 

对 于 加 边 块 对 角 型 失 阵 ， 利 用 分 块 消去 过 程 在 节省 存储 量 方面 将 更 为 有 利 。 为 了 讨论 
方便 ,我 们 把 撼 阵 写 为 
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4ii 4 而 
4 0 4 机 
[4, 刀 = 区 : 
区 4 ， 2 
4 
为 了 将 第 + 块 行 中 的 非 对 角子 块 消去 ， 只 需 顺 次 用 第 一 块 行 消去 4a, 第 二 块 行 消去 
4,。 如 此 等 等 。 最 终 即 可 得 出 下 列 矩 阵 ; 


了 4 这 ,4 4 志 . 
了 422 “> 4 妈 .02 
了 45， -1 47，， “0 


0 0.…0 (4 一 号 4.4， 4 下 
回 代 过 程 是 显然 的 。 上 述 消去 过 程 较 之 三 对 角 块 消去 过 程 不 同 之 处 主要 在 于 需要 保存 的 中 
间 子 块 4 记 .4 等 很 容易 直接 从 原始 矩阵 的 相应 子 块 中 求 得 。 如 果 怎 阵 的 子 块 是 由 程序 产 
生 的 , 我们 就 可 以 不 保留 子 块 4i.4， 而 在 回 代 过 程 中 用 到 它们 时 临时 去 产生 。 这 样 虽然 
浪费 了 一 些 计 算 时 间 , 但 却 大 大 地 节省 了 存储 量 。 采 用 这 一 方案 , 真正 需要 自始至终 存储 的 


仅 是 上 式 中 最 右 下 角 的 子 抉 ( 4 - 屋 4 4iz。4r)。 在 许多 实际 问题 中 这 一 子 块 也 有 特 


丈 形状 (如 三 对 角 块 或 五 对 角 块 等 等 ), 利用 其 特点 还 可 以 将 所 需 存储 量 进一步 减少 。 因 而 ， 
在 一 般 中 小 型 计算 机 上 用 这 一 办 法 可 以 解决 许多 阶 数 很 高 的 问题 。 

最 后 还 应 指出 , 计算 4 证 ,4v 时 ,最 好 使 用 解 方程 组 4 五 = 4v 的 办 法 。 因 为 4 往往 
是 特殊 形状 的 矩阵 (如 带 状 稀 朴 的 ) ， 解 方程 组 比 直接 求 逆 无 论 在 计算 量 或 存储 量 上 都 要 节 
省 得 多 。 解决 有 具体 问题 时 ， 如 何 通过 行列 的 调换 把 抢 阵 划分 成 加 边 块 对 角 型 形式 是 应 用 上 


述 方法 的 关键 。 一 般 来 说 , 应 使 得 4 的 阶 数 尽 可 能 低 ,或 者 使 得 (4 一 宇 4re4i.4v) 具 


有 某 种 特殊 形状 ， 这 对 于 存储 与 计算 量 的 节省 有 重要 的 作用 。 最 好 是 结合 问题 的 物理 背景 
来 划分 , 这 样 做 一 般 都 可 取得 较 好 的 效果 。 例 如 结构 分 析 中 的 子 结构 方法 , 电网 分 析 中 的 网 
络 分 割 法 等 等 , 都 是 利用 各 自问 题 中 的 特点 来 实现 上 述 的 分 块 和 消去 过 程 的 例子 。 由 于 这 
些 方法 简单 有 效 , 在 结构 分 析 和 电网 分 析 等 等 计算 中 是 经 常 使 用 的 。 

(三 ) 稀 朴 矩阵 技术 ， 

对 于 某 些 非 零 元 素 分 布 不 规则 的 稀疏 抢 阵 〈 例 如 ， 品 体 管 电路 分 析 问 题 中 所 遇 到 的 
阵 ), 采用 带 状 抢 阵 分 解法 或 特殊 分 块 形 状 的 消去 法 是 难以 充分 利用 和 矩阵 的 稀疏 性 质 的 。 这 
时 ， 可 以 采用 数据 去 零 存储 技术 和 逻辑 尺 (或 下 标 表 ) 定位 的 办 法 进行 处 理 。 这 就 是 说 我 们 
仅 将 抢 阵 的 非 零 元 素 依次 存放 起 来 , 并 用 一 个 光 辑 尺 (或 下 标 表 ) 来 标明 这 些 元 素 的 位 置 ( 光 
辑 尺 共 史 个 二 进 制 位 ， 是 由 [mw?/p] 十 T 个 存储 单元 组 成 的 ,其 中 中 为 矩阵 阶 数 ,2 为 计算 机 
的 字 长 。 逻 辑 尺 的 凤 位 中 每 个 二 进 制 位 对 应 于 一 个 矩阵 的 元 素 ， 若 该 元 素 非 零 , 则 该 位 为 
1 否则 为 零 )。 在 求解 过 程 中 , 通过 分 析 和 修改 逻辑 尺 (或 下 标 表 ) 来 判定 哪些 中 间 结 果 需 要 
计算 和 存储 ， 以 节省 与 元 素 相应 的 那些 不 必要 的 运算 。 这 样 就 可 达到 节约 计算 工作 量 与 
存储 量 的 目的 。 





270 


下 面 我 们 用 消去 法 为 例 , 说 明 这 一 办 法 的 基本 思想 。 在 消去 过 程 中 , 原始 矩阵 零 元 素 位 
置 上 一 般 将 出 现 一 些 新 的 非 堆 元素。 消去 的 次 序 不 同 ,新 产生 的 非 零 元 素 的 个 数 也 很 不 相 
同 。 为 了 使 求解 过 程 尽 可 能 有 效 , 必须 适当 地 重新 排列 方程 与 未 知 数 的 次 序 , 使 中 间 过 程 产 
生 的 非 零 元 素 尽 可 能 少 。 最 简单 的 排 次 序 方法 是 把 消去 时 不 使 其 它 行 产 生 新 的 非 零 元 素 的 
行 排 在 前 面 ,然后 将 剩 下 的 行 按 其 中 非 零 元 素 个 数 的 多 少 顺 次 排列 (一 般 说 , 非 零 元 素 少 的 
排 在 前 面 将 使 其 它 行 产生 较 少 的 新 的 非 零 元 素 ), 同样 地 对 列 的 顺序 也 作 类 似 处 理 。 这 种 简 
单 办 法 可 以 取得 一 定 效果 , 但 是 比较 粗略 。 还 有 许多 更 有 效 的 办 法 ， 由 于 比较 繁琐 , 在 此 不 
一 一 盘 述 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参见 [24] 中 有 关 文 章 。 

排 完 次 序 后 , 即 可 按 通 常 顺序 消去 过 程 进 行 计算 。 为 使 零 元 素 不 参加 运算 , 并 记录 新 产 
生 的 非 零 元 素 , 我 们 将 反复 使 用 逻辑 尺 来 判定 主 行 应 该 与 娜 些 行进 行 运算 , 其 非 零 元 素 乘 以 
常数 后 应 与 哪 行 相应 元 素 相 加 ( 若 该 元 素 不 为 零 ) ， 或 直接 送 至 该 元 素 位 置 上 并 修改 逻辑 尺 
(该 元 素 为 零 , 此 时 将 产生 一 个 新 的 非 零 元 素 ) 等 等 。 这 样 逐 行进 行 下 去 , 最 终 即 得 出 上 三 角 
形 和 矩阵 太 的 全 部 非 零 元 素 及 相应 逻辑 尺 。 自由 项 也 在 上 述 过 程 中 相应 改变 。 再 利用 新 的 
逻辑 尺 ( 对 应 于 习 的 部 分 ) 进行 去 零 回 代 , 求解 过 程 即 告 结束 。 如 果 要 反复 求解 具有 同一 系 
数 和 矩阵 的 方程 组 , 我 们 可 以 只 分 析 一 遍 逻 辑 尺 ， 将 求 得 的 五 及 Z7 连同 相应 的 逻辑 尺 一 道 存 
放 起 来 。 以 后 求解 时 只 需求 解 去 零 的 下 三 角形 和 上 三 角形 方程 组 。 如 果 要 反复 求解 同样 稀 
性 结构 但 非 零 元 素 之 值 每 次 不 同 的 方程 组 , 也 可 用 一 面 分 析 逻 辑 尺 , 一面 产生 相应 的 计算 程 
序 的 办 法 来 解决 。 一 旦 程序 产生 后 , 反复 求解 过 程 就 不 需要 再 分 析 和 修改 逻辑 尺 了 。 

对 于 非常 稀 朴 的 矩阵 ,使 用 逻辑 尺 可 能 会 浪费 存储 单元 (因为 逻辑 尺 总 需要 [na/ 吕 十 I 
个 单元 )。 这 时 可 用 下 标 表 来 处 理 , 即 用 一 系列 单元 来 存放 非 零 元 素 的 下 标 ( 即 行 号 或 列 号 )。 
计算 过 程 中 ， 反 复 分 析 和 修改 这 个 表 以 达到 去 零 的 目的 ， 其 过 程 与 用 逻辑 尺 的 办 法 大 致 类 
似 。 其 细节 读者 可 参阅 [2 全 中 有 关 文章 。 

上 述 这 些 就 是 去 零 存 储 技术 的 基本 思想 。 由 于 其 细节 过 于 繁琐 , 我 们 不 再 详细 讨论 。 
但 是 我 们 要 指出 ， 这 一 方法 有 效 性 的 关键 在 于 巧妙 地 排 次 序 和 使 用 逻辑 尺 或 下 标 表 。 关于 
这 两 个 问题 已 有 许多 专门 的 研究 , 其 中 有 的 方法 对 某 些 问 题 已 经 取得 显著 效果 。 例 如 ,在 晶 
体 管 开 关 电 路 分 析 问 题 中 , 需要 重复 求解 稀疏 性 结构 相同 的 线 代 数 方程 组 , 大 都 按 上 述 这 类 
方法 进行 处 理 , 并 已 编制 了 一 系列 的 分 析 程 序 。 这 些 程序 解 算 一 次 方程 组 的 时 间 , 可 以 降 至 
通常 满 矩阵 方法 的 几 十 分 之 一 ， 所 需 的 运算 量 也 从 满 矩 阵 的 we/3 降 至 CO(n) 的 数量 级 。 所 
以 , 仔细 地 排列 方程 与 未 知 数 的 次 序 和 适当 地 选取 逻辑 尺 或 下 标的 构造 与 加 工 方法 , 再 加 上 
充分 利用 反复 求解 这 一 特点 ,上 述 方法 是 可 以 非常 有 效 地 解决 某 些 稀 疲 矩阵 问题 的 。 


8.1.9 关于 结果 精度 的 某 些 问题 


现在 讨论 计算 机 上 求 得 解答 的 精确 度 估计 问题 。 提 出 这 个 问题 是 很 自然 的 。 因 为 实际 
问题 中 所 提供 的 数据 (系数 挎 阵 和 自由 项 的 元 素 ) 或 多 或 少 总 有 一 定 误差 (例如 测量 误差 等 
等 ); 将 数据 输入 到 计算 机 内 并 进行 进 制 转换 也 会 带 来 误差 ; 有 的 问题 中 系数 矩 阵 和 自由 项 
的 元 素 是 前 面 计算 的 结果 ， 也 不 可 避免 地 带 有 误差 。 由 于 这 些 原 因 ， 在 计算 机 上 实际 求解 
的 方程 组 的 系数 矩阵 和 自由 项 都 包含 有 一 定 误差 。 这 些 误差 对 计算 结果 的 精确 度 必定 有 影 
响 。 另 外 , 计算 机 的 字 长 是 有 限 的 , 并 且 每 作 一 次 运算 都 要 对 结果 进行 舍 入 , 在 求解 过 程 中 
这 些 含 入 误差 也 会 逐步 积累 ， 导 臻 最 终结 果 中 有 误差 。 所 以 有 必要 讨论 一 下 计算 结果 的 精 
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确 度 问题 。 

应 该 指出 , 要 完全 午 清 楚 这 个 问题 不 是 一 件 容易 的 事情 , 我 们 仅 对 其 中 某 些 问题 进行 一 
些 粗 略 的 讨论 。 

(一 ) 精 确 度 的 检验 与 病态 和 矩阵 

在 计算 机 上 求 得 方程 组 的 近似 解答 之 后 ， 我 们 首先 要 问 这 一 解答 与 方程 组 的 精确 解 究 
竞相 差 多 少 ? 这 个 问题 很 难 定量 地 回答 。 因为 一 般 情况 下 方程 组 的 精确 解 是 木 知道 的 , 我 
们 无 法 直接 判定 近似 解 与 精确 解 有 几 位 相同 , 只 能 通过 一 些 间 接 的 方式 来 估计 解 的 精确 度 。 

最 简单 的 估计 精确 度 的 办 法 是 把 近似 解 金 代入 原来 方程 组 (8.1.2) 中 去 求 出 所 谓 “ 余 
量 ”7，; 

人 一 六 一 4 
如果 他 的 每 个 分 量 ”都 是 小 量 或 与 自由 项 妨 的 相应 分 量 六 相 较 都 是 小 量 ( 当 %= 0 时， 
% 本 身 应 接近 于 零 ) , 那么 ,一般 就 认为 解 是 相当 准确 的 , 否则 认为 解 是 不 准确 的 。 

另外 一 个 估计 办 法 是 任 取 一 个 已 知 向 量 ( 例 如 随机 向 量 ) z, 计算 出 向 量 4.z (用 较 多 的 

位 数 ), 并 以 其 为 新 的 自由 项 , 按 同 样 方法 再 求解 一 次 原来 的 方程 组 , 即 求解 ; 

4z=4.z 
所 得 解答 记 为 侈 。 如 果 计 算 过 程 没 有 舍 入 误差 ， 贫 应 与 z 恒 等 。 因 求解 过 程 中 舍 入 误差 的 
积累 , 多 与 2 之 间 将 有 差异 。 但 由 于 求 出 我 们 所 需要 的 近似 解 移 与 求 出 放 的 计算 过 程 完 全 
一 样 ， 系 数 矩 阵 亦 相同 ， 所 以 一 般 就 认为 两 者 的 精确 度 是 相同 的 。 我 们 即 可 把 念 与 2 各 分 
量 之 间 相 符合 的 最 少 位 数 作为 近似 解 多 的 有 效 位 数 。 

上 述 两 种 办 法 都 是 经 常 使 用 的 。 后 考 较 前 考 有 时 更 加 可 靠 一 些 , 一 般 能 够 得 到 关于 近 
似 解 究 竟 有 几 位 准确 的 一 个 数量 概念 。 所 以 , 是 有 其 优点 的 。 但 其 计算 量 较 大 (自然 我 们 可 
以 先 算出 4 .z, 然后 与 二 并 列 求解 ， 以 节省 运算 量 ) 是 一 个 很 大 的 缺点 。 前 者 的 优点 则 是 ， 
方法 很 简单 、 运 算 基 少 、. 对 大 多 数 实际 问题 也 还 是 很 可 靠 的 。 其 侧 点 主要 是 从 余 量 的 大 小 无 
法 断定 近似 解 究竟 有 儿 位 准确 , 所 能 得 出 的 只 是 近似 解 准确 与 否 的 一 个 粗略 概念 。 此 外 , 这 
样 的 概念 有 时 与 实际 情况 可 能 还 相差 其 远 。 例 如 , 我 们 考虑 下 列 方程 组 

0.2161， 0.14411 wm 1 「0.1440 
站 2969，0. | 人 | 
如 果 以 始 =0.991， zs= --0.4870 代入 这 个 方程 组 ， 将 得 出 余 量 
.0.00000001 
-上 0.00000001 | 
很 显然 , 若 按照 余 量 的 大 小 来 估计 精确 度 ,我 们 可 以 认为 在 取 小 数 点 后 4 位 数字 的 情况 下 解 
答 已 足够 精确 了 。 然 而 , 这 一 方程 组 的 精确 解 却 是 忆 = 2， za= 一 2。 这 就 说 明 , 尽管 余 量 已 
经 很 小 , 结果 的 精确 度 还 可 能 很 差 。 所 以 ,上述 按 余 量 估计 精确 度 的 简单 办 法 对 于 某 些 矩 阵 
所 相应 的 方程 组 来 说 是 不 可 靠 的 。 读者 自然 会 问 , 对 于 什么 样 的 矩阵 会 产生 这 种 不 可 靠 的 
现象 ? 要 回答 这 个 问题 , 必须 对 拖 阵 的 性 质 作 进一步 的 讨论 。 
从 上 述 例子 可 以 看 到 , 如 果 我 们 把 方程 组 的 自由 项 稍微 变化 一 点 , 即 变 为 ; 
， 「 0.14400001 
-| 0.86419999 | 
那么 , 准确 解 就 由 和 = (2， 一 2) 变 为 前 述 的 侈 。 因 而 , 自由 项 的 微小 变化 将 引起 解答 的 巨大 
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变化 。 这 种 现象 通常 叫做 “病态 ”。 同样 地 , 方程 组 系数 矩阵 的 微小 变化 有 时 亦 会 引起 解答 
的 巨大 变化 , 这 种 现象 也 叫做 “病态 "。 所 以 , 更 确切 些 说 , 如 果 系 数 矩 阵 或 自由 项 的 “微小 
变化 将 引起 方程 组 解答 的 巨大 变化 时 , 这 个 方程 组 就 称 为 “病态 "方程 组 , 其 系数 矩阵 就 叫 作 
对 于 解 方程 组 (或 求 着 ) 来 说 的 “病态 怎 阵 ” 反之 , 就 称 为 “ 良 态 "方程 组 或 者 称 “ 良 态 " 怎 阵 。 

应 该 指出 , 谈 到 “病态 矩阵 ”的 概念 时 , 必须 明确 它 是 对 什么 而 言 的。 因为 对 于 解 方程 组 
(或 求 道 ) 来 说 是 病态 的 矩阵 , 对 于 求 特 征 值 来 说 并 不 一 定 是 病态 的 , 反之 亦 然 。 所 以 , 我 们 
不 能 笼统 地 说 某 个 矩阵 是 “病态 ”的 。 本 章 所 说 的 “病态 " 则 都 是 对 于 解 方程 组 而 言 的 。 

还 应 指出 “病态 ”是 系数 矩阵 本 身 的 特性 , 与 所 用 的 计算 工具 和 计算 方法 无 关 。 但 是 ， 
实际 计算 中 “病态 ”的 程度 却 是 通过 所 用 的 计算 工具 等 表现 出 来 的 。 例如 ,计算 机 的 字 长 傅 
长 ,病态 ”现象 在 程度 上 就 会 相对 地 减轻 。 所 以 , 我 们 前 面 在 提 及 “微小 "或 “巨大 "变化 时 均 
系 相对 而 言 , 并 无 数量 上 的 具体 标准 。 一 般 来 说 , 字 长 愈 长 ,“ 币 小" 与 巨大 的 相对 范围 就 可 
愈 大 。 

了 解 "病态 ”的 概念 以 后 , 我 们 就 可 以 说 , 前 述 按 余 量 大 小 来 判断 近似 解 精确 度 的 办 法 对 
于 “病态 "方程 组 来 说 一 般 是 不 可 靠 的 。 至 于 如 何 衡量 一 个 矩阵 是 否 病态 的 问题 将 在 下 面 讨 
论 。 

(二 ) 向 量 和 矩 库 的 范 数 及 其 基本 性 质 

如 前 所 述 ，“ 病 态 "是 矩阵 本 身 的 特性 , 故 应 该 有 一 个 只 依赖 于 矩阵 本 身 的 衡量 标准 , 这 
样 才 可 能 对 不 同和 矩阵 的 “病态 "程度 进行 比较 。 

怎样 比较 不 同和 矩阵 对 于 解 方程 组 来 说 的 “病态 ”程度 呢 ? 为 了 解决 这 个 问题 ， 需要 借助 
于 向 量 和 矩阵 范 数 (或 称 模 ) 的 概念 。 这 里 ， 仅 简单 地 叙述 一 下 这 些 概念 ， 详 细 内 容 可 参阅 
[6]。 

实 向 量 = (ca za …，zo)7 的 欧 氏 范 数 (或 称 欧 氏 模 ) 是 指 如 下 实数 : 

1z| = /本 十 碍 十 一干 因 一 2 《8.4 
与 通常 二 维 或 三 维 空间 的 长 度 类 似 , 向 量 的 欧 氏 模具 有 如 下 性 质 : 
(GD) 任意 非 零 向 量 w 的 欧 氏 模 总 是 正 实数 , 仅 当 w 是 零 向 量 时 ,其 范 数 才 为 零 。 
(2) 对 于 任何 实数 o 下 式 均 成 立 : 
|e2= lc 
(3) 对 于 任意 两 个 向 量 w，9, 有 如 下 三 角 不 等 式 : 
jz 十 引 科 | 十 他 | 
并 且 仅 当 z 与 2 线性 相关 时 上 式 中 等 号 成 立 。 

性 质 (1) 、(2) 的 证 明 可 直接 从 欧 氏 模 的 定义 得 到 。 性 质 (3) 的 证 明 复杂 一 些 ， 其 中 要 

用 到 下 列 不 等 式 : 
汪 1z7.2 入 1zj+ig| 
其 详细 证 明 可 参看 [6]。 

从 向 量 的 欧 氏 范 数 出 发 ,我们 可 以 定义 相应 的 矩阵 范 数 为 吧 ， 

MI 简 --RAn 人 

这 样 定义 的 矩阵 欧 氏 范 数 就 是 矩阵 47,4 的 最 大 特征 值 的 平方 根 。 当 从 为 对 称 抢 阵 
时 ,就 是 4 的 按 模 最 大 特征 值 。 此 外 , 它 有 如 下 性 质 : 
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(由 对 于 任意 非 零 符 阵 4, 14| 恒 为 正 实数 , 仅 当 4 为 零 皇 阵 时 , 其 范 数 为 堆 。 
(2) 对 于 任意 实数 下 式 此 成 立 ; 
jc41=lcl14l 
(3) 若 4、 马 为 同 阶 方 阵 , 则 有 : 
14+ 吕 <141+|B8I 
( 约 对 于 所 有 上 插 阵 4 及 同 维 向 量 %, 下 式 均 成 立 ， 
1421<141zf 
(5) 车 4、 吾 为 同 阶 方 阵 , 则 有 ; 
14.21<14 人 [1 
前 三 个 性 质 与 向 量 范 数 的 三 个 性 质 完全 相同 。 所 以 , 我 们 也 可 以 把 定义 了 范 数 的 所 有 
矩阵 视 为 双 维 向 量 赋 范 空间 。 第 四 个 性 质 也 叫做 “一 致 性 ”关系 (或 " 相 容 性 关系 )。 凡是 
满足 这 一 关系 的 向 量 范 数 与 矩阵 范 数 就 叫做 是 "一致 的 (或 “ 相 容 的 )。 一 致 性 关系 与 性 质 
《5) ,在 误差 分 析 中 是 很 有 用 处 的 。 
上 面 定义 的 欧 氏 模 与 二 维 或 三 维 空间 中 通常 的 长 度 概念 是 类 似 的 ， 这 就 使 我 们 可 以 在 
一 般 的 w 维 向 量 空间 中 利用 通常 的 几何 直观 。 由 于 这 个 原因 ， 欧 氏 模 在 误差 分 析 中 经 常 被 
利用 。 除 欧 氏 模 外 , 其 他 两 种 常用 的 向 量 范 数 为 : . 


lzl,=- 习 |a| 
【xz| -一 mazl| 
按照 (8.1.45) 式 ,我 们 同样 可 以 定义 与 上 述 向 量 范 数 相 应 的 抢 阵 范 数 141 和 141。， 
4 一 max -2 


【zz 
14|.= max |4zl- 


“gs0 化 | 。 


按照 上 述 定 义 和 (8. 工 .4) 式 , 读者 可 以 验证 如 下 等 式 ， 


(&%.1.46) 


141=max [co| 
1 (8.1.47) 
141.=max > jco| 


1<t<r 二 工 
很 容易 验证 前 述 的 欧 氏 模 的 性 质 (TD) ~ (6) 对 于 这 两 种 范 数 也 是 成 立 的 。 此 外 ， 不 同 的 矩阵 
范 数 间 还 满足 所 谓 范 数 等 价 定理 : 若 |41。 和 1 .41。 为 任意 两 种 甜 阵 范 数 , 则 必 有 如 下 关系 
式 成 立 : 
d.14|.<14ls<D.141。 

其 中 信也 为 与 wB 有 关 的 常数 。 

由 于 篇 幅 所 限 , 我 们 这 里 不 再 详细 讨论 这 些 内 容 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 [6] 的 第 一 章 
及 [10、17] 的 有 关 浊 节 。 

上 述 三 种 向 量 范 数 可 用 如 下 公式 统一 地 定义 


lzl=( 妆 les 站” (8.1.48) 
当 2=2 时 ,就 得 出 前 面 的 欧 氏 范 数 , 当 2D= 革 或 co 时 ,就 分 别 得 出 (8.1.46) 式 中 的 两 种 范 数 。 
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由 于 这 个 原因 ， 向 量 的 欧 氏 模 以 及 与 其 相应 的 矩阵 的 欧 氏 模 有 时 也 用 符号 |zls 与 141， 表 
示 , 并 称 为 2- 模 , 而 144: 与 141。 则 分 别称 之 为 1- 模 及 co- 模 。 
最 后 , 我 们 还 要 指出 1- 模 和 co- 模 在 运用 几何 直观 方面 不 如 欧 氏 模 那样 简单 。 例 如 , 正 
交 变 换 下 向 量 和 和 抢 阵 的 欧 氏 模 不 变 , 而 这 两 种 模 则 可 能 发 生变 化 。 不 过 , 由 于 它们 较 欧 氏 模 
容易 计算 , 许多 场合 还 是 很 有 用 处 的 。 
(三 ) 矩 阵 的 条 件数 
现在 再 来 讨论 如 何 比较 不 同 矩 阵 病态 程度 的 问题 。 为 此 ， 需 要 乔 清 系数 乍 阵 和 自由 项 
有 一 个 微小 的 变化 时 ， 方 程 组 的 解 是 怎样 变化 的 。 这 个 问题 也 叫做 “ 摄 动 分 析 ”。 如 果 用 
44、 公 表示 方程 组 (8.1.2) 的 系数 答 阵 奶 和 自由 项 六 的 微小 变化 ， 解 w 的 相应 变化 记 为 
4dw， 自然 就 有 : 
(4+44).(z+4w) 一 5 十 4 亿 (8.1.49) 
将 上 式 展 开 , 并 利用 (8.1.2), 便 得 到 
4.4w+44.z+44.4r = 仍 
对 这 一 等 式 两 端 左 乘 以 矩阵 4-3 并 进行 移 项 , 便 得 到 | 
4Z= 一 4-144.z 一 4-1.44.4 十 4-1.48 
将 上 式 两 端 取 范 数 (这 里 我 们 对 范 数 符号 不 加 下 标 , 以 表示 任 取 一 种 范 数 ), 并 利用 向 量 和 相 
应 矩阵 范 数 的 一 致 性 关系 , 即 得 : 
， 14zj 坟 1 421444121 十 41441142| 二 1 .4148 
再 将 其 两 端 同 除 以 ||, 并 移 项 得 : 
GT4 人 1440- 全 MT42T 交 二 41441 .1.50) 
另外 ,对 (8.1.2) 式 两 端 取 范 数 可 得 ; 











上 81< 4141.1e| 
这 样 ,我 们 便 可 将 (8.1.50) 中 的 |.41 .1z| 换 成 151, 从 而 得 到 ; 
人 14z| Ai71441 448 
QI41H4D- 全 <141.14 【人 人 -+ 他) (8.1.51) 
如 果 抢 阵 的 微小 变化 44 满足 如 下 条 件 ， 
14- 电 1444 和 xc<1 (8.1.52) 
则 从 (8.1.54) 两 端 除 以 1 一 14-31 .1441， 并 令 : 
P(4) =14-1.141 (8.1.53) 
便 得 到 ， 
14w| P(4) 1441| 481 
C 疝 -+ 同 ) We 


这 一 不 等 式 说 明了 方程 组 解答 的 相对 变化 与 系数 矩阵 和 自由 项 的 相对 变化 间 的 关系 。 
从 其 中 可 以 看 出 ， 只 要 满足 条 件 (8.1.52)， 对 于 系数 矩阵 或 自由 项 的 同样 的 相对 变化 来 说 ， 
(4) 愈 大 , 解 的 相对 变化 就 可 能 愈 大 , P(4) 愈 小 ， 解 的 相对 变化 就 应 愈 小 。 所 以 ，P(4) 
在 某 种 程度 上 刻 划 了 方程 组 的 解答 对 于 原始 数据 变化 的 灵敏 程度 , 也 就 是 刻 划 了 方程 组 “ 病 
态 的 程度 。 此 外 , 尽管 (8.1. 鸣 ) 为 一 不 等 式 , 在 很 多 情况 下 是 “过 估 ” 的 , 但 容易 找到 使 其 中 
等 号 接近 成 立 的 矩阵 。 所 以 , 很 自然 地 应 把 P(4) 看 作 和 矩阵 对 于 解 方程 组 来 说 “病态 ”程度 
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的 一 种 度量 。 通常 把 P(4) 称 为 矩阵 4( 对 于 所 取 范 数 ) 的 条 件数 (或 性 态 数 )。 了 (4) 念 
大 ,矩阵 熏 对 于 解 方程 组 (或 求 着 ) 来 说 就 愈 病态 。 与 谈 到 “病态 ”的 定义 时 类 似 ,究竟 条 件 
数 多 大 矩阵 才 算 病态 , 一 般 来 说 是 没有 具体 标准 的 , 也 只 是 相对 而 言 。 
从 条 件数 P(4) 的 定义 易 知 , 如 果 4 是 实 对 称 矩 阵 并 取 欧 氏 模 , 那么 便 有 : 
141 一 assC4 = La| 


14=- VE -VCT- 加 


Im1 





所 以 ， 
P(4)=| 和 /Ma (8.1.55) 


其 中 ja 与 xu 分 别 为 抢 阵 4 的 按 模 最 大 和 最 小 特征 值 。 实 对 称 矩 阵 条 件数 的 表达 式 
(8.1.55) 以 后 还 会 常常 磁 到 。 

(四 ) 售 入 误差 问题 

前 面 已 经 讨论 了 方程 组 原始 数据 变化 对 其 解答 的 影响 ， 并 引入 了 条 件数 概念 。 下 面 简 
单 叙述 一 下 计算 过 程 中 的 舍 入 误差 对 求 得 解答 的 影响 。 仔 细 分 析 舍 入 误差 积累 问题 是 比较 
复杂 和 麻烦 的 。 同 时 , 目前 所 得 到 的 理论 结果 也 与 实际 出 入 较 大 。 所 以 , 这 里 不 去 涉及 误 关 
分 析 的 细节 , 只 引用 一 些 必要 的 结论 。 

现在 经 常 采 用 的 一 种 严格 误差 分 析 方法 是 所 谓 “ 向 后 误差 分 析 法 ”。 其 基本 思想 是 把 计 
算 过 程 中 的 含 入 误差 的 影响 归结 为 原始 数据 变化 的 影响 。 也 就 是 说 ， 去 找 出 原始 数据 的 某 
种 变化 44、4 亿 , 使 其 对 最 终 解 答 的 影响 同 求解 过 程 中 舍 入 误差 的 影响 等 效 。 这 样 计算 所 得 
的 近似 解 多 就 将 严格 地 满足 如 下 方程 式 ，; 

(4 上 +T44) 公 =5H+T48 

找到 这 样 的 44、48 以 后 , 解答 精确 度 的 估计 问题 就 化 为 前 面 讨论 过 的 “ 摄 动 分 析 * 问 题 了 。 

显然 , 对 于 不 同 的 计算 方法 , 其 等 效 的 原始 数据 变化 44、 刀 是 不 同 的 。 此 外 ,从 
(8.1.59) 式 可 知 , 要 得 出 解答 的 精确 度 估计 , 只 需 知道 |44| 和 | 481 即 已 足够 。 对 于 本 节 所 
讨论 的 各 种 直接 法 已 进行 过 详细 的 误差 分析 ( 见 [16、17]), 得 出 了 相应 的 |441| 和 1486| 的 
上 界 。 例 如 , 对 于 高 斯 消去 法 , 其 结果 为 : 

1441.<cGoav (2n2 十 02) 2 
1451-=0 

其 中 , e 为 矩阵 . 么 的 按 模 最 大 元 素 , 即 


人 


G 为 消去 过 程 中 和 矩阵 元 素 的 最 大 增长 因子 , 即 
G=- aaX 本 妨 |/e 


乓 8 


5 为 近 于 工 的 某 个 常数 ; 二 为 所 用 计算 机 的 字 长 ( 指 尾数 部 分 而 言 )。 

直接 分 解法 的 结果 完全 与 消去 法 类 似 。 

对 于 平方 根 法 , 由 于 矩阵 允 的 任 一 元 素 妨 之 模 均 不 超过 = |o.|， 放 其 结果 为 
144|。<easa.(2ns 十 ns).2- 
142|-=0 

对 于 镜像 映射 法 , 其 结果 为 : 


(8.1.56) 


(8.1.57) 
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1441:<oavm22141， 
14813< cov2 .2151。 
其 中 ca、eos 均 为 接近 于 工 的 常数 。 
将 上 面 这 些 结果 代入 (8.1.54)， 并 利用 (8.1.52)， 立即 可 得 近似 解放 的 精确 度 估计 如 


1z 一 弛 |- | 人 


本 口 本 用 


(8.1.58) 


下 ， 
所 G) Cm 二 ma) 2- (消去 法 或 直接 分 解法 ) 
(8.1.59) 








P(4)( 工 2 )(2n2 十 mp) .2-: 《平方 根 法 ) 
5 <Y(4) (人 全) wz.2- (镜像 映射 法 ) 
其 中 P(4) = 14|。14-3|。 TCD) =- 1414-。 

从 这 些 估计 式 可 以 看 出 无 论 采 用 哪 一 种 解法 , 条 件数 愈 大 , 含 入 误差 的 影响 愈 严重 。 因 
而 ,条 件数 的 大 小 在 一 定 程度 上 表征 了 求解 该 方程 组 过 程 中 售 入 误 卷 影响 的 大 小 。 所 以 ,条 
件数 对 于 刻 世 方程 组 的 性 质 来 说 是 十 分 重要 的 。 此 外 , 从 这 些 估计 式 中 也 可 看 到 ,方程 组 的 
阶 数 愈 高 ,计算 机 的 字 长 愈 短 , 舍 入 误差 的 影响 也 就 俏 大 。 

应 该 指出 , 这些 估 计 式 均 是 严格 的 上 界 , 往 往 是 很 保守 的 。 虽 然 从 中 可 以 粗略 看 到 各 种 
因素 在 舍 入 误差 积累 中 的 作用 , 但 用 来 作为 精确 度 的 估计 还 很 不 理想 。 例 如 , 经 验证 明 对 于 
消去 法 将 有 如 下 结果 ， 


|z 一 多 | ms2- 
罗 二 人 <oG.w2 0P(J) (8.1.60) 


这 显然 比 (8.1.59) 中 的 上 界 小 得 多 。 此 外 , 矩阵 的 条 件数 往往 事先 并 不 知道 ,用 (8.1.59) 来 
作 近 似 解 的 精确 度 估计 也 是 不 大 实用 的 。 目 前 大 多 数 严 格 的 误差 估计 式 均 有 这 个 缺点 。 也 
”有 人 用 概率 论 的 方法 来 估计 含 入 误差 的 影响 ,所 得 的 结果 虽 比 上 述 严格 的 上 界 估计 好 一 些 
但 实际 使 用 价值 也 不 很 大 ， 总 之 , 关于 求解 过 程 中 含 入 误差 的 分 析 问题 ,目前 还 没有 得 到 完 
满 的 解决 。 

(五 ) 提高 精确 度 的 菜 些 措施 

从 前 面 讨论 读者 可 以 看 到 ， 关 于 结果 精确 度 的 问题 目前 在 理论 上 还 没有 得 到 完满 的 解 
决 。 实际 计算 中 往往 不 去 使 用 误差 分 析 的 理论 结果 , 经 常 采取 的 检验 办 法 则 是 从 问题 的 物 
理 背 景 出 发 ， 去 分 析 解 答 的 规律 与 趋势 , 看 其 是 否 与 客观 规律 相符 合 ; 并 且 也 同时 采取 某 些 
简单 措施 , 例如 , 代入 方程 去 验算 ( 即 求 余 量 由)， 或 用 已 经 知道 准确 解答 的 自由 项 再 解 一 次 ， 
或 作 某 些 后 验 估计 (参见 下 面 的 讨论 ) 等 等 。 这 样 从 各 个 方面 综合 进行 判断 ， 一 般 来 说 还 是 
可 以 得 到 比较 满意 的 结论 的 。 

如 果 检 验 过 程 中 发 现 解 的 精确 度 较 差 , 不 能 满足 需要 , 我 们 就 应 该 采取 一 些 措施 来 改进 
解 的 精确 度 。 为 此 , 首先 要 搞 清楚 导致 结果 不 准确 的 真正 原因 , 以 便 对 症 下 药 。 遗 常 有 两 个 
方面 的 原因 : 一 是 问题 本 身 病态 , 因而 计算 结果 不 准确 ; 另 一 个 是 问题 本 身 并 非 很 病态 , 主要 
是 计算 方法 选择 得 不 合理 (例如 , 对 一 般 矩 阵 使 用 了 顺序 消去 法 等 等 )。 后 一 种 情况 , 只 要 我 
们 在 选择 方法 时 多 加 注意 ,一般 是 可 以 避免 的 。 主 要 问题 在 于 如 何 处 理 前 一 种 情况 。 

由 于 矩阵 的 病态 度量 (例如 条 件数 ) 事先 难以 知道 ， 所 以 实际 计算 中 只 能 通过 一 些 现象 
间接 地 进行 判断 。 一 般 来 说 , 遇 到 下 列 几 种 情况 , 对 于 解 方程 组 (或 求 着 ) 来 说 , 矩阵 就 有 可 
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能 是 病态 的 : 

(了 矩阵 元 素 间 的 数量 级 相差 很 远 , 大 的 很 大 ， 小 的 很 小 并 且 无 一 定 规则 等 等 。 

《2) 矩阵 的 行列 式 值 相 对 来 说 很 小 ,或 其 某 些 行 (或 者 列 ) 近 似 地 线性 相关 。 

(8) 消去 过 程 中 出 现 严重 的 有 效 位 消失 或 数值 很 小 的 主 元 素 ， 以 及 由 数量 级 相差 很 远 
的 两 行进 行 加 减 等 等 。 

(4 余 量 已 很 小 , 但 解 仍 不 符合 规律 。 

这 时 ， 我 们 就 可 以 按 病态 情形 来 加 以 处 理 ( 当 然 , 我 们 可 将 矩阵 元 素 或 自由 项 改变 一 
个 小 的 数值 , 再 进行 一 次 求解 。 如 果 解 的 变化 很 大 , 那 就 可 以 肯定 矩阵 是 病态 的 )。 通常 的 
处 理 办 法 有 下 列 几 种 ， 

(也 对 托 阵 的 行 ( 列 ) 适 当地 引入 比例 因子 (为 了 减少 舍 入 误差 , 比例 因子 通常 取 为 2 的 
医 次 ), 使 矩阵 各 行 (或 列 ) 的 元 素 均 在 士 1 之 间 , 且 各 行 ( 列 ) 之 模 大 致 相等 。 这 种 引入 比例 
因子 (也 叫 作 行列 平衡 ) 的 办 法 有 时 能 够 提高 一 些 精确 度 , 有 时 也 可 能 使 精确 度 变 得 更 差 ,所 
以 不 能 随意 使 用 。 对 于 消去 法 来 说 , 引入 比例 因子 主要 是 改变 消去 时 所 使 用 的 主 元 素 位 置 。 
如 果 引 入 比例 因子 后 仍然 按 以 前 位 置 的 主 元 素 进 行 消去 ， 解 的 精度 将 不 会 有 什么 变化 。 除 
了 上 述 引 入 比例 因子 的 办 法 以 外 , 还 有 一 些 “ 乎 衡 矩阵 的 办 法 ， 它 们 大 都 比较 繁琐 ,效果 也 
并 不 显著 , 目前 还 没有 一 个 既 方 便 而 又 有 效 的 通用 办 法 。 实 践 经 验 表 明 , 大 多 数 情况 下 对 行 
和 列 同时 引入 比例 因子 会 改善 结果 的 精确 度 , 但 其 理论 根据 尚 不 完全 清楚 。 

(2) 采取 双 倍 字 长 (或 多 倍 字 长 ) 进 行 运算 。 这 是 一 个 比较 有 效 的 措施 。 由 于 字 长 增加 
一 倍 ( 或 几 倍 ), 前 述 的 各 种 病态 现象 , 在 程度 上 一 般 都 会 有 很 大 的 减轻 与 改善 。 其 缺点 主要 
是 计算 时 间 将 大 为 增加 (一 般 要 增 至 单字 长 运算 的 几 倍 至 十 几 倍 ), 存储 量 也 将 增加 两 倍 ( 或 
几 售 ) 左 右 。 值 得 推荐 的 是 采用 所 谓 双 售 内 积 的 办 法 , 即 在 作 之 2 型 计算 (例如 求 三 角形 


分 解 式 的 各 元 素 ) 时 , 每 一 乘积 "5 均 按 双 售 位 长 的 数 与 其 它 项 累加 , 最 终 再 舍 入 成 单字 长 
数 。 这 样 就 保证 了 关键 计算 步骤 的 精确 度 ， 最 终结 果 精 度 将 显著 提高 。 同时 也 比 普遍 地 使 
用 双 售 字 长 运算 的 办 法 节省 很 多 计算 时 间 。 

《3) 迁 代 改进 的 办 法 

这 是 目前 最 成 功 的 改进 解答 精确 度 的 办 法 之 一 。 只 要 怎 阵 不 是 非常 病态 ,通过 这 一 方 
法 总 可 以 得 到 相应 方程 组 精确 解 的 较 好 近似 值 (参见 [8.11])。 其 计算 步骤 大 体 如 下 : 

“人 用 单 字 长 运算 (或 双 售 内 积 运算 ) 将 矩阵 分 解 为 下 三 角 抢 阵 卫 与 上 三 角 抢 阵 巡 的 

乘积 ,并 将 卫 、L Re 


(it) 用 单字 长 运算 解 方程 组 ; 
| Zoo 一 
Vzo=go 
得 出 零 次 近似 值 wo。 
《Gi) 用 双 倍 内 积 运算 计算 余生 Yo 然后 将 ”o 舍 入 成 单字 长 数 ， 
Yo 一 六 一 4 
《iv) 用 单字 长 运算 解 方程 组 
{ Za=n 
L7 们 一 纺 


求 出 解 的 修正 量 癌 。 
(Y) 求 出 修正 后 的 解 we: = wo 十 多 。 (注意 ! [| 色 j /za 门 就 是 解答 wo 的 有 效 位 数 , 有 时 
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这 是 有 用 处 的 )。 
(vi) 将 wi 代替 wo 重复 (ii) 、(iv)、(v)。 
这 样 , 我们 得 出 一 个 近似 解 的 序列 ， 
0，V1， 人 3 
如 果 夺 大 于 某 个 加 以 后 ,所 有 zx 都 近似 地 等 于 某 个 单字 长 向 量 w” ， 那 么 除 航 个 别 特殊 情 
况 外 ，z* 即 为 真 解 4 已 的 正确 售 入 值 。 

上 述 欠 代 改进 过 程 只 将 失 阵 4 分 解 一 次 (其 计算 量 为 we/3) 。 其 后 每 欠 代 一 次 只 需 解 
两 个 三 角形 方程 组 (其 计算 量 为 na), 并 且 , 一 般 情 况 下 ( 即 矩 阵 不 是 十 分 病态 )， 迭 代 次 数 只 
有 4~5 次 。 因 而 , 整个 工作 量 比 起 只 解 一 次 方程 组 来 说 增加 不 多 。 

还 应 指出 , 计算 各 次 余 量 rz* 时 , 必须 用 双 倍 内 积 运算 , 否则 zx 的 精度 得 不 到 改进 , 甚至 
序列 {z 革 不 收敛 。 另 外 , 当 移 阵 十 分 病态 时 (例如 |41 .14> 约 ， 序列 {z 村 也 不 收敛 。 这 
时 必须 进一步 采取 其 他 措施 (例如 采用 多 字 长 运算 重新 求解 )。 

(4 有 许多 工程 实际 问题 ,， 按 其 物理 背景 来 说 , 相应 的 方程 组 不 应 该 是 病态 的 。 然而 ， 
由 于 问题 的 提 法 或 处 理 不 妥当 ， 有 时 会 使 方程 组 变 成 病态 的 。 所 以 ， 在 我 们 处 理 病态 问题 
时 ， 也 应 从 物理 背景 方面 认真 检查 “病态 ?产生 的 原因 ， 以 便 发 现 问 题 形 成 过 程 中 的 不 妥 之 
处 , 并 加 以 纠正 。 有 时 , 这 种 办 法 可 以 有 效 地 解决 问题 。 


88.2 解 线性 代数 方程 组 的 适 代 法 
8.2.1 前 言 


(一 )8.8.1 中 所 讨论 的 直接 法 对 于 阶 数 不 是 很 高 的 问题 是 非常 有 效 的 , 这 种 场合 一 般 不 
使 用 本 节 所 讨论 的 选 代 法 。 然 而 , 对 于 阶 数 很 高 的 稀疏 矩阵 , 尽管 提出 了 很 多 特殊 的 直接 法 
来 处 理 它们 ,在 运算 量 和 存储 量 的 节省 方面 也 取得 了 很 大 的 进展 , 但 仍然 难于 完全 克服 存储 
需要 量 大 的 侧 点 , 有 时 常常 需要 采用 本 节 所 讨论 的 迭代 法 来 解决 问题 。 

迭代 法 由 于 不 需要 存储 系数 矩阵 的 零 元 素 ( 有 时 采取 由 程序 临时 产生 非 零 元 素 的 办 法 ， 
系数 夭 阵 也 无 需 存储 ), 所 以 占用 的 存储 单元 少 。 同 时 , 程序 也 较 简单 , 对 于 许多 问题 (例如 ， 
二 阶 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 差分 方程 组 求解 问题 等 )， 收敛 较 快 。 因 而 ， 有 时 能 够 很 有 效 地 
解决 一 些 高 阶 问题 。 但 是 , 对 于 某 些 问题 迭代 法 可 能 发 散 或 收敛 很 慢 ， 以 致 失去 使 用 价值 。 
这 种 情况 下 ; 仍 以 采用 直接 法 为 宜 。 

迭代 法 的 基本 思想 是 去 构成 一 个 向 量 序 列 fu 使 其 收敛 至 某 个 极限 向 量 & 并 且 2” 
就 是 要 求解 的 方程 组 ， 

4u=0 (8.2.1) 
的 准确 解 。 

我 们 先 以 三 阶 方 程 组 为 例 来 说 明和 迭代 法 的 计算 过 程 。 假 定 要 求解 的 方程 组 (8.2. 孔 是 

如 下 三 阶 方程 组 
CH 十 Qisa 十 0131a 一 01 
Coti 十 Gasls 十 Goala 一 Da (8.2.2) 
aal24 十 ss 十 0aaUa 一 03 


不 妨 假设 ov 关 0(=1 2; 3), 于 是 ,我 们 用 wa 去 除 第 一 个 方程 式 两 端 , 并 将 其 改写 为 : 
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G C@ 0 
人 角 一 一 一 霸 Wo 一 一 至 xs 十 - 
CI1I CI1 Cll 


对 第 二 、 三 两 个 方程 也 作 类 似 处 理 , 并 令 ; 


| 205 一 一 4/[oa 志 关 让 ) (8.2.3) 
0 一 bt/ as 
误 可 以 把 (3.2.2) 化 为 下 列 等 价 ( 即 有 相同 解答 ) 形 式 ; 
了 0 一 Dista 十 Dists 士 oa 
2a 一 Dait 十 ps33 十 Cs (8.2.4) 
Was 一 0311 十 Daats 十 ca ， 


任 选 一 组 数 码 六 内 '、v 铝 作为 方程 组 的 近似 解 (通常 称 为 初 值 , 或 零 次 近似 解 ), 将 其 代 
入 (8.2. 匈 右 端 即 可 求 出 一 组 新 的 数值 经、 如 )、 你 "。 即 是 说 : 


2 各 一 Da 如 十 ba 十 ci 
2 一 Don) 十 bag 十 ca 
一 Da 十 pas 各) 十 Cs 


把 这 组 新 值 作 为 改进 后 的 近似 解 (或 称 一 次 近似 解 ), 再 将 其 代入 (8.2.4) 右 端 即 可 求 得 二 次 
-近似 解 , 并 如 此 反复 和 迭代 下 去 , 就 得 到 一 个 近似 解 序列 。 其 一 般 的 迭代 计算 公式 即 可 写 为 : 
2 人 zf) 一 0 十 032 扣 ) 十 Ci 
| 加 1D 一 Du 提 十 est 反 十 ca (8.2.5) 
风 ta 


成 者 


到 二 _-1 

1 让 一 0 井 ,ait 加 十 g 到 dastd 十 到 -03 

2 一 0 到 as 的 十 a 直 as 的 十 0 到 0 
(一 0, 二 2，…) 


一 0 as 名 十 Ci。ala 如 十 0 到 Da 


如 果 采 用 下 列 答 阵 符号 : 


CHI 0 bis bs Ci 
轨 妃 = 0 ss 0 ， 加 =| ?sx 0 ps | |，c=| cs 上 
C33 Dai ba3 0 Ca3 


1 名 由 
ee | (=0， 了 2， …) 


We) 
显然 有 : 
万 - D-.(D-4，c=D-1.6 
和 迭代 公式 (8.2. 辐 即 可 记 为 ， 
| &'， 任 取 初 始 值 

zi 一 Bam+c， (一 0, 卫 2 …) 
按 (8.2.5) 计 算 下 去 , 当 太 >co 时 ,车 由、、 侣 分 别 收敛 于 某 个 极限 值 巡 、 巾 、 巡 ， 则 对 
(8.2.5) 两 端 取 极 限 即 可 看 出 ; 


(8.2.6) 
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仆 一 032 十 Di3 友 十 cd 
1 谍 一 0stt 十 bs303 十 Cs 
1 一 Data 十 六 st 记 十 Ca 
所 以 , 由、 取 2、 个 就 是 (8.2. 纪 的 解 , 因而 , 也 是 原 方程 组 (8.2.2) 的 解 。 

由 于 向 量 w 的 各 分 量 均 有 极限 , 各 分 量 的 极限 值 必 亦 组 成 一 个 向 量 妈 一 (他 ， 凤 太 ， 
自然 , 此 时 我 们 就 说 向 量 序列 记 o} 有 极限 ze。 这 样 一 来 ， 按 和 迭代 公式 (8.2. 台 或 (8.2.6)， 
我 们 就 得 到 一 个 向 量 序列 {ac}, 它 收敛 至 极限 向 量 ze 并 且 就 是 方程 组 (8.2.2) 的 准确 
解 。 以 上 就 是 通常 所 谓 简 单 选 代 法 的 计算 过 程 。 任 一 迭代 法 所 构造 的 向 量 序列 {&w} 收 钱 
至 方程 组 的 准确 解 e 时 , 就 称 为 该 迭代 法 收 仿 。 和 否则 电 做 该 选 代 法 不 收 伍 或 发 散 。 

从 上 述 例子 可 以 看 出 ， 闪 代 法 实际 上 就 是 一 种 从 已 有 近似 解 计算 新 的 近似 解 的 规则 。 
计算 规则 不 同 ， 和 迭代 法 也 就 不 同 。'(8.2.6) 中 新 的 近似 解 &et? 是 已 有 近似 解 的 线性 函数 ， 
这 种 迭代 法 叫做 线性 迭代 法 ， 还 有 一 些 迭 代 法 从 已 有 近似 解 计算 新 的 近似 解 所 用 的 公式 是 
非 线性 的 , 就 叫做 非 线性 迭代 法 。 此 外 ，(8.2.6) 中 ze 仅仅 是 其 前 面 一 次 近似 解 &w 的 
函数 , 这 种 欠 代 法 叫做 一 阶 和 迭代 法 。 如 果 不 仅 是 前 一 次 近似 解 , 还 是 其 前 面相 邻 的 了 个 近似 
解 WO， ze Wai 的 函数 ， 则 叫 作 2 阶 的 迭代 法 。 最 后 ， 还 可 看 到 (8.2.6) 中 无 论 
有 为何 值 ,计算 asa 的 规则 均 是 不 变 的 ,这 种 迭代 法 称 之 为 定常 迭代 法 。 如 果 计算 新 的 近 
似 解 的 规则 是 随和 迭代 过 程 而 变 的 , 就 叫 作 非 定常 闪 代 法 。 按 照 上 述 分 类 方式 ,显然 , 我 们 可 
以 说 简单 和 迭代 法 是 一 种 一 阶 线性 定常 迭代 法 。 

一 阶 线性 定常 迭代 法 的 一 般 形 式 可 以 写 为 : 

ZL+D 一 CU 二 CI  (8 一 0 1 2，…) (8.2.7) 


其 中 @ 为 m 阶 方 阵 ， 通 党 称 之 为 该 迁 代 法 的 迭代 矩阵 ，@ 为 下 维 常 向 量 ，C 和 喧 均 与 大 无 
关 。 除 前 述 的 简单 选 代 法 外 , 高 斯 - 赛 德 尔 (Gauss-Seidel) 迭代 法 和 逐次 松弛 法 , 亦 属于 此 范 
围 。 我 们 将 首先 在 8.2.23 节 中 讨论 这 一 类 方法 , 特别 要 较 详 细 讨 论 逐 次 松弛 法 。 除 此 而 外 ， 
某 些 非 定 常 的 线性 迭代 法 , 例如 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 ， 有 时 也 是 有 用 的 , 我 们 放 在 8.2.3 节 中 
作 一 简单 叙述 。8.2.4 节 是 讨论 分 块 选 代 法 。8.2.5 节 中 讨论 一 种 常用 的 非 线 性 迭代 法 一 一 
共 斩 斜 量 法 。 

应 该 指出 ， 选 代 法 的 使 用 与 问题 特点 有 很 密切 的 联系 。 各 种 实际 问题 中 使 用 迁 代 法 的 
经 验 以 及 针对 问题 特点 所 作 的 详细 讨论 等 , 是 很 重要 的 。 特 别 是 迭代 法 在 顶 阅 型 方程 边 值 
问题 数值 求解 中 的 应 用 更 是 如 此 。 关 于 这 方面 的 问题 读者 可 参阅 本 书 第 十 三 章 。 这 里 ,只 
nt 其 它 问题 不 可 能 在 此 作 详 细 令 述 , 这 一 
点 请 读者 注意 。 

(二 ) 讨 论 和 迭代 法 的 过 程 中 , 经 常 要 遇 到 和 矩阵 或 向 量 序列 的 极限 概念 , 我 们 先 来 简单 令 述 
一 下 这 些 概念 。 

定义 2.1 一 个 向 量 序列 pg， 22， Do 2 (以 后 简 记 节 礼 叫 作 收敛 的 , 是 指 
由 每 个 向 量 的 相应 分 量 所 组 成 的 ”个 数 序列 fo 凤 ] (= 二 2 …, 只 是 收敛 的 。 以 这 ”个 数 
序列 的 极限 w 为 相应 分 量 的 向 量 w 就 称 为 向 量 序列 tp 人 } 的 极限 。 即 是 说 : 

lime 一 Peim 0 一 W 人 上 2 网 


天 一 co 


其 中 内 ? 和 实 分 别 为 向 量 gc 和 了 的 第 4 个 分 量 。 





完全 类 似 , 我 们 有 如 下 定义 
定义 2.2 一 个 年 阵 序列 4o，4o，4e2 ，…，4m …( 亦 简 记 为 {4w)) 收 伍 于 算 阵 
4, 是 指 如 下 吧 个 数量 的 极限 关系 式 成 立 ， 
lim co 光一 0 (2 7 一 1 2，…， 吃 


其 中 o 风 及 ou 分 别 为 矩阵 4 及 翁 的 宇 行 了 列 元 素 。 

从 上 述 定 义 和 本 章 8 8. 工 中 关于 矩阵 及 向 量 范 数 的 定义 ,我 们 可 以 直接 验证 下 面 两 个 
定理 的 正确 性 。 

定理 2.1 向 量 序列 {pe% 活 收敛 于 向 量 习 的 充 要 条 件 是 对 于 任 一 种 向 量 范 数 均 有 ， 


limlo% 一 中 一 0 


定理 2.2 矩阵 序列 {4 收 敛 于 和 抢 阵 4 的 充 要 条 件 是 对 于 任 一 种 矩阵 范 数 均 有 ， 
liml4o 一 414=0 


定理 的 证 明 很 简单 。 若 {p 叶 收敛 于 向 量 b2 根据 定义 2. 二 显然 有 bp 一 2 收敛 于 零 向 
量 , 自然 其 任何 一 种 范 数 均 收 敛 于 零 。 反 之 , 若 Vg 吧 一 ! 的 任 一 种 范 数 收 敛 于 零 , 则 因 只 有 堆 
向 量 的 范 数 才 会 为 零 , 所 以 vb 一 ! 必定 收敛 于 零 向 量 , 即 lim wm) 一 0%。 这 样 就 证 明了 定理 

1。 完 全 类 似 地 可 以 证 明定 理 2.2。 

以 后 的 讨论 中 常常 要 用 到 符 阵 的 谱 半 径 概念 , 其 定义 如 下 ; 

定义 2.3 任意 方 阵 G 的 按 模 最 大 特征 值 的 模 称 为 方 阵 @ 的 谱 尘 全， 并 以 符号 8(O) 
表示 。 即 是 说 ， 
: SC) 一 maxlAa| ， (8.2.8) 
其 中 户 为 矩阵 @ 的 特征 值 。 

下 面 我 们 来 证 明 一 个 关于 矩阵 的 宕 次 收敛 于 零 的 充 要 条 件 ， 对 于 讨论 迭代 法 的 收敛 性 
问题 , 这 个 充 要 条 件 是 很 重要 的 。 

定理 2.3 任意 方 阵 G 的 下 次 乘 需 Gt， 当 思 ->co 时 收敛 于 零 的 充 要 条 件 是 方 阵 @ 的 
谱 半 径 小 于 l。 

证 明 ， 假 设 凡是 G 的 按 模 最 大 特征 值 , 其 相应 特征 向 量 为 w， 对 等 式 wz = Gz 两 边 任 
取 一 种 范 数 , 则 从 范 数 的 基本 性 质 可 以 推 得 ; 

Illzl<lGllzl 或 者 S(G)=1zl<lGI 

即 是 说 , 矩阵 @G 的 谱 半 径 应 不 超过 其 任何 一 种 范 数 。 

若 Gt->0(t->co), 但 有 8S(G) >1 则 我 们 可 以 推 知 8(G9 = [LS(G)]*>t 对 于 所 有 大 
皆 成 立 。 于 是 我 们 便 有 : 

16sj>8(G9 1 (对 于 所 有 的 办 

根据 定理 2.2， 这 与 Gx*->0 是 矛盾 的 ,所 以 , 若 Gr->0,， 应 有 8(G) <1。 必要 性 即 得 证 
明 。 

为 了 证 明 充 分 性 ,我 们 需要 利用 和 矩阵 的 若 当 标 准 型 的 结果 (参见 [ 锯 第 六 章 )。 即 是 说 对 
于 方 阵 G， 可 以 找到 某 个 非 奇 失 阵 吾 使 得 , 


人 


丈 0 
P-GP-J-| 六 (8.2.9) 
0 寺 


yp mg “7 ArogH9GGI “汪汪 生生 和 < 让 全 和 全 全 人 
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其 中 丈 为 下 列 形状 的 mw 阶 若 当 块 


AL 工 0 
J=| 并 GT 2 …, 引 
0 


这 里 忆 为 矩阵 人 的 特征 值 ,并 且 mm 十 ms 十 … 十 mu=m。 移 阵 了 就 称 为 矩阵 @G 的 车 当 标准 
型 
从 (8.2.9) 容易 推 知 。 
上 0 


= 疡 JP-:= 古 . ,2 .P- 、 (8.2.10) 
0 天 


根据 光 的 特殊 形状 ,经 过 简单 计算 即 可 得 知 : 
| 


1 及 好 7 


/ Ai 和 


JJ 2 (8.2.1) 
0 
四 
(一 一 一 一 一 一 
2 JW 一 91 


如 果 8&(G) < 二 那么 所 有 几 的 模 均 应 小 于 1。 此 时 容易 得 知 ,对 于 任意 与 大 无 关 的 整数 8 
均 有 : 
lim Ors 一 0 (8.2.192) 


天 一 on 


因而 , 从 (8.2.1 革 )，(8.2.12) 我 们 有 : 


lm 一 0 


这 样 一 来 , 再 从 (8.2.10) 就 可 推 知 : 


limGr=-P| Im 及 .P-:-0 
L 0 Tin] 
于 是 , 定理 2.3 的 充分 性 趾 得 证 明 。 
8.2.2 一 阶 线性 定常 迭代 法 


现在 讨论 实践 中 经 常用 到 的 一 阶 线性 定常 选 代 法 。 我 们 先 叙述 其 收敛 性 和 收敛 速度 概 
念 , 然后 较 详细 地 讨论 逐次 松弛 法 的 有 关 问 题 。 
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(一 ) 收 敛 性 和 收敛 速度 
解 线性 代数 方程 组 的 一 阶 线性 定常 选 代 法 的 一 般 形 式 可 以 写 为 : 


GD 一 Ge 十 O 全 一 0, 1 2，…) (8.2.7) 
如 果 由 其 定义 的 向 量 序列 {zes9 有 极限 , 显然 , 其 极限 应 该 是 下 列 方程 式 的 解 : 
到 一 CU 十 地 (8.2.13) 
或 (7 一 G)2 一 忆 


当然 , 我 们 也 要 求 其 极限 是 方程 组 (8.2. 了 的 解 , 这 样 对 于 求解 它 才 是 有 意义 的 。 今后 我 们 
只 讨论 使 得 方程 组 (8.2.13) 与 (8.2. 蕊 有 相同 解 的 迭代 法 (8.2.7), 并 称 这 样 的 选 代 法 为 “ 相 
容 于 方程 组 (8.2. 廿 的 迁 代 法 。 其 中 和 矩阵 @ 就 是 与 该 选 代 法 相应 的 迭代 和 抢 阵 。 
构造 相 容 于 方程 组 (8.2. 轧 的 一 阶 线性 定常 迭代 法 , 可 按 如 下 方式 进行 。 
首先 将 (8.2. 妃 的 系数 矩阵 4 分 解 为 一 个 非 奇 丈 阵 @ 与 另 一 抢 阵 如 之 差 : 


4=Q- 玉 (8.2.14) 
于 是 (8.2. 了 ) 变 为 : 
(@ 一 素 )2 一 0 
这 一 方程 组 显然 与 如 下 方程 组 等 价 ( 即 有 相同 的 解答 ): 
2 一 Q-1RYLQ-1L.5 (8.2.15) 


只 需 令 G= Q@-. 民 ，d= Q@-.5,， 我 们 就 得 到 一 个 相 容 于 方程 组 (8.2.1) 的 一 阶 线性 定常 迁 
代 法 。 
现在 ,我们 引进 一 阶 线性 定常 迭代 法 的 收 剑 性 和 收敛 速度 概念 。 
定义 2.4 如 果 对 于 任 取 的 初始 向 量 &o， 由 一 阶 线性 定常 迭代 法 (8.2.7) 所 产生 的 向 
量 序列 {a&o} 都 有 相同 的 极限 , 并 且 其 极限 就 是 方程 组 (8.2. D 的 唯一 解 z, 则 称 和 迭代 法 
(8.2.7) 为 收敛 的 , 否则 称 为 不 收敛 的 。 
在 什么 条 件 卞 欠 代 法 (8.2.7) 才 是 收敛 的 ? 为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 导入 下 列 误差 向 量 : 
ED 一 比 0 一 节 > (8.2.16) 
其 中 2* 为 方程 组 (8.2.1) 的 准确 解 。 
因为 迭代 法 (8.2.7) 是 相 容 于 方程 组 (8.2. 了 的 ，(8.2.31) 的 解 w* 就 应 满足 (8.2.13): 
Ze* 一 CTZL+ 十 喧 
将 上 式 与 (8.2.7) 相 减 即 得 : 
et 一 他 .SG) (8.2.17) 
即 是 说 , 每 送 代 一 次 后 ， 准确 解 与 近似 解 之 间 的 误差 向 量 就 被 左 乘 以 迭代 矩阵 G。 所 以 , 自 
然 有 ; 
GO 一 人 。 SCX-HT) 一 人 2。 cd-2) 一 。。 一 人 xz8S(0) A (8.2.18) 
如 果 迭 代 法 (8.2.7) 是 收敛 的 , 根据 定义 2.4, 对 于 任意 初始 误差 向 量 s@) 我 们 均 有 : 
lim 8 一 lim Cz.8(0) 一 0 
这 只 有 在 lim Gr 一 0 时 才 成 立 。 所 以 ,由 (8.2. 7) 收 敛 之 假定 即 可 推 知 lim -0。 反 之, 若 
lim G* 一 0, 从 (8.2.18) 知 对 于 任意 初始 值 均 有 lim em= 0, 即 bm aa。 于 是 , 我 们 看 
到 选 代 法 (8.2.7) 收 介 和 lim G 一 0 是 等 价 的。 再 利用 定理 2.3, 我 们 就 得 到 如 下 结果 : 


定理 2.4 一 阶 线性 定常 迁 代 法 (8.2.7) 收敛 的 充 要 条 件 是 其 迁 代 矩阵 @ 的 谱 半 径 小 
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于 1。 亦 即 ， 
SC) 一 1 (8.2.19) 
下 面 再 来 讨论 收敛 速度 问题 。 从 一 阶 线性 定常 迭代 法 收敛 性 问题 的 讨论 ,我们 知道 近 
似 解 ge 与 真 解 w* 间 的 误差 向 量 sw 是 按 (8.2.18) 变 化 的 。 对 此 式 两 边 取 范 数 ， 就 可 得 
到 ; 
je 1G le 
如 果 和 迭代 法 (8.2.7) 是 收敛 的 ,于 是 lim 人 一 0。 根 据 定 理 2.2 我 们 总 可 以 找到 一 个 充分 大 
的 丈 使 得 1@ 可 任意 地 小 。 这 时 ,1 Gx 的 大 小 将 决定 向 量 sw 收敛 于 零 向 量 的 速度 。 自 然 ， 
我 们 应 取 与 1G 外 有 关 的 某 个 量 作为 收敛 速度 的 一 种 度量 。 如 果 要 求 18%| 减 小 为 1s” | 的 p 
倍 (p< 力 , 即 要 求 ， 
js<ole| 
为 此 仅 需 要 
Ice 中 <e 或 者 〈(Gel) "<p 
对 此 式 两 边 了 到 对 数 即 可 知 和 迭代 次 数 应 满足 如 下 不 等 式 ， 


j> 一 Eo/(- 天 glGe) (8.2.20) 
可 见 为 达到 某 一 精度 要 求 (由 因子 p 表示 ), 所 需要 的 最 少 迭 代 次 数 是 与 量 一 到 1Gn| 成 反 
比 的 。 自 然 , 我 们 就 把 这 个 量 定 义 为 欠 代 过 程 (8.2.7) 的 平均 收敛 速度 态 (G): 


驴 (O)- 一 亏 B1Gn| (8.2.21) 
上 面 所 定义 的 平均 收敛 速度 是 难以 具体 算出 来 的 , 因而 使 用 起 来 很 不 方便 。 实际 计算 
中 , 常常 用 下 面 的 办 法 来 粗略 地 佑 计 收 敛 速度 。 5 


假定 适 代 抢 阵 @G 的 特征 向 量 w，za，.…。z, 是 线性 无 关 的 ， 并 以 由 ，jm, …， 内 表示 
其 相应 特征 值 ,我 们 便 可 将 初始 误差 向 量 so) 在 这 些 特征 向 量 上 展开 ; 


8 一 辣 oi 
那么 , 从 (8.2.18) 容易 得 知 ; 
SC 一 CGY .8 一 衬 He 
如 果 按 模 最 大 的 /un 为 单 根 ,显然 , 当 2 很 大 时 , 上 式 中 仅 有 与 max | = 一 S(C) 相 应 的 一 项 
占 主导 地 位 , 我 们 假定 就 是 其 中 的 第 一 项 。 这 样 便 有 


sa0~/ 由 ,os0i 
或 者 有 
和 ec SC ee 人 
即 是 说 , 当 杂 很 大 时 , 如 果 我 们 要 求 误差 向 量 82” 的 模 减 小 p 倍 , 就 只 需要 


S(GCo <p 或 者 1 -lgp/ 一 ]E8S(G) (8.2.22) 
成 立即 可 。 (8.2.22) 中 后 一 不 等 式 说 明 需 要 的 迭代 次 数 守 与 量 
BR(G)=--lg8S(G) (8.2.23) 


成 反比 例 。 因 而 , 我 们 亦 可 用 如 (C) 作为 收银 速度 的 一 种 度量 。 由 于 其 仅 在 大 充分 大 时 代 





表 收 和 伍 速度 的 大 小 , 同时 , 也 由 于 可 以 证 明 ( 参 见 [19]p. 87): 
lm 人 Ge=S(G) 


所 以 , 通常 将 妃 (C) 叫 作 渐 近 收敛 速度 。 有 时 为 了 简单 起 见 , 亦 称 其 为 收敛 速度 。 

估计 所 需 的 迭代 次 数 的 最 可 靠 的 公式 是 (8.2.20), 但 是 由 于 其 难于 具体 计算 , 我 们 还 是 
经 常用 (8.2.22) 来 粗略 估计 , 不 过 , 有 时 会 与 实际 情况 相差 较 多 。 特别 是 怎 阵 C 按 模 最 大 
特征 值 相 应 的 若 当 块 之 阶 数 大 于 工时 ,所 需 迭 代 次 数 比 这 样 估计 的 次 数 往往 要 大 得 多 , 这 一 
点 应 予 注 意 。 

(二 ) 逐 次 松弛 法 及 其 收敛 性 

(GD) 过 次 松弛 法 的 计算 公式 

现在 讨论 一 种 最 常用 的 一 阶 线性 定常 和 代 法 一 一 逐次 松弛 法 。 为 了 说 明 方 便 ,， 仍 以 三 
阶 方程 组 (8.2.2) 为 例 。 

最 简单 的 一 阶 线性 定常 迭代 法 是 简单 迭代 法 ， 有 时 也 叫 作 雅 可 比 (Jacobi) 迭代 法 。 
8.2. 工 节 中 已 经 得 到 了 简单 迭代 法 的 计算 公式 (8.2.6)。 (8.2.6) 式 也 很 容易 从 前 面 构造 相 
容 迁 代 格 式 的 公式 (8.2.14) 和 (8.2.15) 直 接 导 出 。 为 此 , 只 需 将 失 阵 4 分 解 为 

入 = 用 --C 
其 中 C 为 矩阵 生 的 非 对 角 线 元 素 所 构成 的 抢 阵 反 号 。 

令 (8.2.14 和 中 的 人 = 用, 民 =C， 然 后 用 (8.2.15) 式 ， 我 们 立即 得 出 简单 迭代 法 的 计算 
格式 (8.2.6) 。 

简单 迭代 法 (8.2. 下 中 , 计算 新 的 近似 解 分 量 w+ 时 要 用 到 前 一 次 近似 解 &ca) 的 所 有 
分 量 ( 除 we 外 ) ,所 以 , 需要 同时 存储 2 和 2 计算 才能 进行 下 去 。 为 了 节省 存储 量 ， 
可 用 (8.2.5) 中 第 一 式 求 得 的 近似 解 分 量 好 后 来 代替 次 ) 代入 第 二 个 方程 右 端 去 求 学 -5。 
然后 将 从 ?、 骂 代入 第 三 个 方程 右 端 去 求 惟 :, 等 等 。 这 样 , 其 迭代 公式 将 为 : 

?一 oa 十 Da 十 Cl 
bo 二 ba 十 
MtD 一 7 人 teHD 十 和 24 王 
这 就 是 通常 所 谓 高 斯 - 赛 德尔 (Gauss-Seidel) 迭代 法 的 计算 公式 。 

如 果 以 厂 和 Z 分 别 表示 由 和 插 阵 C 的 下 三 角 和 上 三 角 部 分 元 素 所 构成 的 严格 下 和 上 三 

角 型 乍 阵 , 即 C= 克 十 忆 那么 ,高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 的 计算 公式 就 可 写 为 如 下 矩阵 形式 : 

(D 一 站 tarD= Tiee-5 
或 者 

&ct+D 一 (已 一 隐 ) -1 VOD 二 (太一 卫 ) -1D (8.2.24) 

同样 , 若 将 矩阵 4 分 解 为 : 

4=@- 下 = (D 一 7 一 C7 
按照 前 述 相 容 和 迭代 格式 的 构成 原则 (8.2.14) 和 (8.2.15) 式 ,我 们 立即 可 以 得 到 高 斯 - 赛 德尔 
迭代 法 的 计算 公式 (8.2.24) 。 

逐次 松弛 法 的 计算 公式 与 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 很 相似 ,不 同 之 处 仅 在 于 引进 了 一 个 加 速 
和 迭代 收敛 的 参数 , 即 所 谓 松弛 因子 o, 而 将 适 代 公 式 变 为 如 下 形式 : 
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t+ 一 af 和 六 3 (8) 十 六 3132 十 c) 十 人 ( 代 一 一 Oo) 1 人 
?区 直 一 @(8otz 人 et 十 gs3z 扣 十 Ca) 十 代 一 加 )22 (5.2.25) 
MTDTD 一 二 CO(Daizd 天 十 了 十 Daa2 人 + 十 Ca) 十 ( 工 O) 20 


或 者 





43) 二 人 一 (ba CsV 多 ) CH3248 站 十 ( 工 一 w) 2 好) 
LUHD 一 所 - 思 (8。 一 as 人 e+D 一 asazg) 衣 (一 o) 2 妈 
vt 加 人 Cajt 人 zeHD -aaatl 人 etD) 十 ( 工 一 oo)z 


显然 , 当 w= 工 时 ， Re 2.25) 就 变 为 高 斯 - 窒 德 尔 近 代 法 。 因而 , 适当 
地 选取 松弛 因子 o, 逐次 松弛 法 总 可 以 得 到 不 低 于 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 的 收敛 速度 。 当 w>1 
时 ,通常 称 为 逐次 超 松弛 法 , o < 工时 , 称 为 逐次 低 松 弛 法 。 容易 看 出 , 对 于 一 般 的 m 阶 方程 
组 ,逐次 松弛 法 计算 公式 应 为 : 
uttD 二 也 -总 ongy 和 一 轩 mpp 片 Gu (8.2.26) 
(一 1 2 由 
如 果 仍 旧 采 用 前 面 的 矩阵 符号 并 将 (8.2.26) 中 &ewrz 解 出 , 即 可 把 逐次 松弛 法 的 欠 代 公式 
表 为 如 下 和 气 阵 形式 ， 
2 一 (万 -1 EUEHD 十 万 -1 7 十 万 于 .四 十 (1 一 o) 2L00) 
或 者 ; 
MG+1D) 一 瑟 2 十 (万 一 o7) -to 
也 .一 (用 一 o7) 于 (w+ (一 o) 甩 ) 
读者 易于 自己 验证 , 若 将 矩阵 盘 分 解 为 如 下 形式 
4-Q- 忆 =- =- 过 CD- 5 二 (人 (一 wW 万 +owD 


按照 前 述 建立 相 容 和 迭代 法 的 公式 (8.2， 1g) 和 (8. 2.15)， 立 即 可 以 得 到 逐次 松弛 法 的 计 
算 公 式 (8.2.27)。 
简单 迭代 法 由 于 收敛 太 慢 ， 实践 中 很 少 使 用 。 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 则 可 视 为 逐次 松弛 法 
的 特殊 情况 , 后 者 在 实践 中 是 经 常 使 用 的 。 因 而 , 下 面 我 们 主要 讨论 逐次 松弛 法 。 
(2) 逐次 松弛 法 的 收敛 性 问题 。 读 者 首先 感 兴趣 的 自然 是 松弛 因子 w 究 竟 应 选取 在 什 
么 范围 内 , 逐次 松弛 法 才 有 可 能 收敛 , 如 下 定理 回答 了 这 一 问题 : 
定理 2.5 ”逐次 松弛 法 (8.2.27) 收 敛 的 必要 条 件 是 : 
0<o<2 (8.2.28) 
这 一 定理 的 证 明 比 较 简 单 。 从 定理 2.4 知 , 若 要 逐次 松弛 法 (8.2.27) 站 敛 , 必须 迭代 算 
阵 元 。 的 谱 半 径 8( 了 。) 小 于 f。 然而 , 注意 到 抢 阵 的 行列 式 值 等 于 其 特征 值 的 乘积 以 及 必 
也 分别 为 严格 的 下 和 上 三 角 和 抢 阵 , 从 (8.2.27) 式 我 们 有 ， | 
8S(E)>ldet(ZE Da= [ldet(D-oz)-| .ldet((L-wD+or)Dv。 
=- [li-olqi=11-ol 
故 若 要 8 (到 ) < 二 则 需 0<o<2。 


(8.2.27) 
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上 述 定理 说 明 , 对 于 任何 系数 符 阵 4, 若 要 还 次 松弛 法 (8.2.27) 收敛 , 必须 选取 松弛 有 因 
子 o 为 (0, 2) 间 的 正 数 。 然 而 , 当 松 弛 因子 满足 条 件 0<o<2 时 ,并 不 是 对 于 所 有 的 系数 
矩阵 么 来 说 , 逐次 松弛 法 (8.2.27) 均 是 收敛 的 。 目 前 已 对 许多 类 系数 矩阵 研究 过 逐次 松弛 
法 的 收敛 性 问题 ,我 们 将 简单 地 讨论 一 下 其 中 某 些 有 用 结果 。 
由 于 对 称 正 定 矩 阵 在 实践 中 是 最 常 遇 到 的 , 例如 ,用 有 限 元 素 法 求解 弹性 结构 的 静 力 平 
衡 问题 , 就 归结 为 解 一 个 对 称 正定 (或 半 正 定 ) 系数 矩阵 的 线性 代数 方程 组 。 因 而 , 我 们 首先 
来 讨论 矩阵 4 为 对 称 正定 的 情形 。 
定理 2.6 若 矩 阵 4 为 对 称 卸 阵 (或 爱 尔 米 特 矩 阵 ) 且 其 对 角 线 元 素 均 为 正 实 数 ， 则 乏 
次 松弛 法 (8.2.27) 当 0<w<2 时 收敛 的 充 要 条 件 是 4 为 正定 系 阵 。 
这 一 定理 说 明 , 对 于 对 称 正定 搜 阵 ,只 要 0<w<2, 逐次 松弛 法 (8.2.27) 总 是 收敛 的 ,所 
以 , 对 于 实际 使 用 松弛 法 来 说 , 这 个 定理 比较 重要 。 下 面 , 我 们 就 来 证 明 这 个 定理 。 
假定 矩阵 4 是 爱 尔 米 特 和 矩阵 ， 即 其 共 印 转 置 阵 44=4。 由 于 其 对 角 线 元 为 正 实数 , 故 
4 有 如 下 分 解 式 : 
六 = 乃 一 玫 一 8 ， (8.2.29) 
其 中 聊 为 矩阵 航 的 下 三 角 部 分 反 号 , 用 为 正定 对 角 线 型 怎 阵 。 ， 
我 们 仍 以 em 表示 按 (8.2.27) 迭 代 丰 次 所 得 近似 解 zao 与 真 解 we* 间 的 误差 向 量 。 从 
(8.2.27) 式 得 知 : 
8H+TD) 一 克 80) (10) 
或 者 说 (8.2.27) 等 价 地 有 : 
(万 一 o7) st 一 (oZ* 十 (一 o) 玉 ) .se (10) 
令 ;中 一 6 一 800，(6>0)， 并 以 抢 阵 4 的 分 解 式 (8.2. 人 
端 , 我们 就 可 以 得 到 如 下 两 个 等 式 : 
( 玉 一 o1)8 加 一 os 
SGt+tIT) =- ( 侍 一 四) 玉 .3 十 o 了 80) 
再 用 69 及 86t2 分 别 与 (8.2.30) 中 两 式 的 等 式 两 端 作 内 积 , 然后 相 减 之 即 得 : 
cf(EG)， 48s0)) (BE&+d， sec+1)} 
一 (80)， (也 一 oz)30) 一 代 一 o) (edtt， 太 80) 一 o(EGt1， 厂 *5)) 
二 (80)， 已 8) 一 0(80)， 78w) 十 (OO4S+HD， 3w)) 
再 将 (8.2.30) 的 第 2 式 代 入 上 式 , 即 得 ; 
of (8G)， .480)) As (8G+T， sk+l))} 
至 (8w)， 也 30) 一 0(3)， 73c) 十 (一 @) (38)， Di3w) To(3d，73c)) 
一 (2 一 0 (80，130) (0) (8.2.31) 
利用 关系 式 (8.2.31)， 我 们 就 可 证 明定 理 2.6。 首先 , 假定 入 是 正定 的 , 且 0<w<2。 
我 们 可 以 选取 so 为 迭代 矩阵 五。 的 任 一 特征 向 量 ， 将 其 相应 特征 值 记 为 ， 于 是 有 8 一 
XE@O，80) 一 (一 ))89。 同 时 , 将 其 代入 关系 式 (8.2.31) 便 有 : 


(22)i 一 Xeo， Deo) = 一 ID,(eo) 4eo) G.2.3) 


于 是 从 4 的 正定 性 有 全 :so 关 0， 再 从 (8.2.30) 式 即 得 知 8 一 w( 夯 一 ov 下 4eo 尖 0o 
这 样 和 #1。 故 当 0<w<2 时 , (8.2.32) 两 端 均 应 为 正 数 。 这 只 有 | 和 | < 工时 才 是 可 能 的 ， 邵 


(>0) (8.2.30) 
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是 说 逐次 松弛 法 必 收 敛 。 
。 其 次 , 若 假 定 逐 次 松弛 法 收敛 , 则 从 定理 2.5 应 有 : 0<w<2。 同 时 , 对 于 任意 初始 向 量 
8 均 有 8 >0(b->co)。 又 因 必 是 正定 抢 阵 ,所 以 , 从 (8.2.31) 式 可 知 : 


(80)， 4s) < (8GT+DD， LS5C+D) +(22 盖 )， 。(80)， 帮 80) 


> (cotD，4.swrD) (>0) (8.2.33) 
如 果 和 矩阵 4 不 是 正定 的 , 我 们 必 可 找到 向 量 so, 使 得 (seo)，4e'o) <0。 同 时 ,由 于 。 的 特 
征 值 之 模 均 小 于 卫 8o= (一 已 )s@) 应 该 为 非 零 向 量 ,这 祥 , 我 们 便 有 ， 
(8G)， 48G) < (su)， 480)) <0 
再 利用 (8.2.33) 式 中 的 不 增 性 质 , 我 们 必定 有 ; 
(em，4e) < (so)，4eo) <0 
这 一 事实 显然 与 emw->0 相 矛 盾 , 故 矩阵 4 应 为 正定 矩阵 , 于 是 定理 2.6 得 证 。 
除 对 称 正定 矩阵 外 , 已 对 许多 其 它 类 型 的 系数 矩阵 研究 过 逐次 松弛 法 的 收敛 性 问题 。 
我 们 将 其 中 比较 常见 的 两 种 情况 叙述 如 下 , 以 供 读者 参考 。 
定理 2.7 车 矩阵 4 满足 如 下 两 个 条 件 , 则 当 0<wsIT 时 逐次 松弛 法 (8.2.27) 必 收敛 。 
条 件 (1) 找 不 到 排列 矩阵 天 使 得 : 


P-:4P- 


4a | (8.2.34) 


0 42 
其 中 .411， .42 为 方 阵 。 1 5 
条 件 (2 > 习 lal G- 和风 (8.2.35) 


知 


目 至 少 对 于 某 -个 4 值 , 上 式 中 出 现 严 格 的 不 等 号 。 

满足 第 一 个 条 件 的 矩阵 称 为 不 可 约 (分 解 ) 和 矩阵 ， 其 意义 为 相应 的 方程 组 不 能 化 为 两 个 
相互 独立 的 方程 组 来 分 别 求解 。 满足 第 二 个 条 件 的 矩阵 称 为 弱 对 角 优 势 矩阵 ， 因 而 定理 也 
可 叙述 为 , 对 于 不 可 约 的 弱 对 角 优势 矩阵 ， 逐 次 松弛 法 (8.2.27) 当 0<w< 工 时 必定 是 收敛 
的 。 

定理 2.8 假如 分 解 式 4= 吃 一 忆 一 了 中 ,和 抢 阵 妨 、 天、7 均 为 非 负 和 矩阵 ( 即 其 每 个 元 素 
均 大 于 等 于 零 ), 其 中 必 为 非 奇异 对 角 型 矩阵 , 也 及 ! 分 别 为 严格 下 和 上 三 角 型 矩阵 , 则 逐 
次 松弛 法 (8.2.27) 收 伍 的 充分 条 件 为 矩阵 妨 二 ' ( 卫 十 加 ) 之 谱 半 径 SEO 一 ( 了 十 了 )) 小 于 1 工 
上 且 0<o 科 1。 

关于 定理 2.7、2.8 的 证 明 , 可 参阅 [13] 和 [19], 这 里 不 再 进行 讨论 。 

尽管 目前 对 于 逐次 松弛 法 的 收敛 性 问题 已 进行 了 许多 研究 ， 但 是 应 该 说 逐次 松弛 法 对 
于 任意 系数 矩阵 情况 的 收敛 性 问题 ， 尚 未 得 到 彻底 解决 。 不 过 实际 应 用 中 绝 大 多 数 系数 拖 
阵 均 是 对 称 正定 符 阵 , 根据 定理 3.6， 其 收敛 性 总 是 有 保证 的 。 对 于 这 些 问题 重要 的 是 如 何 
来 选择 加 速 迁 代 过 程 收 敛 的 松弛 因子 w， 以 节省 计算 工作 量 的 问题 。 我 们 将 在 下 一 段 中 讨 
论 这 个 问题 。 

《三 ) 松 弛 因子 的 选取 问题 

本 节 讨 论 所 谓 最 优 松 弛 因子 的 选取 问题 。 使 得 逐次 松弛 法 的 渐 近 收敛 速度 最 快 的 松弛 
因子 通常 称 为 最 优 松 弛 因子 , 并 用 wos 记 之 。 对 于 一 般 和 矩阵 (即使 是 对 称 正定 矩阵 )， 目前 沿 
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无 确定 wo 的 理论 结果 。 实际 计算 时 , 大 都 由 计算 经 验 或 通过 试 算 来 定 出 wors 的 近似 值 。 
仅 对 某 些 特殊 类 型 的 矩阵 ,例如 所 谓 有 性 质 4 的 矩阵 , 有 确定 wort 的 理论 公式 。 下 面 , 我 
们 先 对 有 性 质 “4” 的 抢 阵 来 讨论 最 优 松 弛 因子 的 选取 问题 ， 然 后 不 加 证 明 地 介绍 其 它 一 些 
理论 结果 , 以 便 读 者 参考 。 最 后 讨论 一 下 最 优 松 弛 因子 的 试 算 确定 问题 。 

人 性 质 “42 和 相 容 次 序 。 讨 论 松弛 因子 选取 问题 时 , 要 用 到 人 性质“ 4 和 相 容 次 序 的 概 
念 , 我 们 先 来 简单 叙述 一 下 这 些 概念 。 

定义 2.5 车 抢 阵 么 具 如 下 形式 : 


0， 
Za 7 7 0 
4- Pa Za La (8.2.36) 
0 
人 
其 中 内 为 对 角 线 型 方 阵 ， 厂 、77 为 相应 阶 数 的 长 方 阵 , 则 称 和 矩阵 4 为 D- 型 分 块 三 对 角 线 


和 抢 阵 。 

形 如 (8.2.36) 的 D- 型 分 块 三 对 角 线 矩 阵 ， 是 下 列 方式 定义 的 具有 “性 质 42? 的 矩阵 ( 亦 
称 二 循环 官 阵 ) 的 特殊 情况 。 

定义 2.6 车 能 将 前 ”个 正 整数 所 构成 的 集合 矿 = 革 ，2，…, 包 分 为 两 个 不 相交 的 子 
集合 8 Sa( 芭 六 -Sa 一 厂 ，8Si 与 8。 无 公共 元 素 ) , 使 得 矩阵 4 对 角 线 以 外 的 每 一 个 非 零 元 
素 as(z#7) 的 足 标 对 (人 力 ， 均 满足 条 件 : 4E8a JEA。， 或 者 75 Sn 4E8Ss， 则 称 此 和 矩阵 具 
有 “性 质 4 。 

实际 上 , 我 们 将 具有 “性质 4 的 矩阵 4 中 编号 属于 集合 & 的 各 行 (以 及 相应 的 各 列 ) 
均 排 至 前 面 , 而 将 属于 集合 8s 的 均 排 至 后 面 , 就 可 把 矩阵 4 变 为 如 下 形式 : 

， 妃 ， 五 
| 下 | 

其 中 ， 刀 ， 万, 为 对 角 线 型 方 阵 ; 书 为 相应 的 排列 矩阵 。 显 然 , 这 是 (8.2.36) 的 一 种 特殊 情 
况 。 因 而 , 具有 “性 质 4 的 矩阵 总 可 以 通过 行列 的 同时 排列 ， 变 为 (8.2.36) 的 形状 。 反之 ， 
车 将 (8.2.36) 中 与 对 角 线 子 块 Da (= 二 2,…) 的 行 编号 相应 的 歼 的 子 集 记 为 , 与 
sw-_i 的 行 编号 相应 的 厂 的 子 集 记 为 82 则 很 容易 按照 定义 2.6 验证 形 如 (8.2.36) 的 迭 阵 
具有 “性 质 4"。 

从 上 述 讨论 得 知 , 形 如 (8.2.36) 的 矩阵 与 具有 “性 质 4 的 矩阵 仅仅 是 行列 的 次 序 不 同 。 
但 是 逐次 松弛 法 的 计算 格式 (8.2.26) 是 与 方程 式 和 未 知 数 的 排列 次 序 有 关系 的 。 讨 论 最 优 
松弛 因子 的 选取 时 , 为 确定 起 见 ,应 该 首先 规定 方程 式 和 未 知 数 次 序 的 排列 办 法 , 同时 , 应 找 
出 什么 样 的 次 序 是 比较 好 的 。 已 经 证 明 , 所 谓 “ 相 容 次 序 ” 是 比较 合理 的 次 序 。“ 相 容 次 序 ” 
的 定义 如 下 : 

定义 2.7 若 能 将 前 ”个 正 整 数 所 构成 的 集合 矿 分 为 # 个 不 相交 的 子 集 8，8s， 


.St( 即 为 gx 一 本 8 与 8 (6 作 无 公共 元 素 )， 使 得 矩阵 入 任意 非 夫 非 对 角 线 元 cu* 0 


(人头 力 的 足 标 对 (多 人 力 满 足 如 下 条 件 : 若 5ER& 则 jc8- 1( 当 了 < 纺 或 JESi( 当 7> 仿 ， 则 
称 此 矩阵 具有 “ 相 容 次 序 "。 


yni ve trrrerfggreHgMg9ealFRIHGer rr 9 、H/ 让 of 抽风。 六/ 林 三 4 瑟瑟 ro PP 和 人- 和 Tri 和 pre 二 直下 人 
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如 果 将 (8.2.36) 中 属于 对 角 线 子 块 Du 之 行 编号 记 为 集合 Sw 显然 ， 二 &= 枉 且 8 与 


8 二 力 无 公共 元 素 。 很 容易 验证 (8.2.36) 中 和 抢 阵 的 任意 非 零 非 对 角 线 元 素 oj 夫 0( 关 7)， 
其 足 标 对 (2, 力 均 满足 定义 2.7 中 的 条 件 。 所 以 ， 形 如 (8.2.36) 的 抢 阵 是 具有 “ 相 容 次 序 ” 
的 。 

(2) 最 优 松弛 因子 的 理论 计算 公式 。 

上 面 的 讨论 说 明 , 形 如 (8.2.36) 的 抢 阵 是 具有 “性 质 4” 和 “ 相 容 次 序 "矩阵 的 一 种 特殊 
情况 。 由 于 其 形状 较为 简单 , 我 们 就 以 它 为 例 来 讨论 最 优 松弛 因子 wor 的 选取 问题 ， 但 是 
结论 对 于 其 它 具有 性质 4” 与“ 相 容 次 序 "的 抢 阵 也 是 成 立 的 。 同 时 ,由 于 实践 中 最 常 遇 到 
对 称 正 定 矩 阵 ， 故 下 面 仅 就 对 称 正 定 且 形 如 (8.2.36) 的 矩阵 来 讨论 其 最 优 松 弛 因子 的 理论 
计算 公式 问题 。 

定理 2.9 假定 方程 组 (8.2.1) 的 系数 挎 阵 4= 必 一 乙 一 也 为 对 称 正 定 抢 阵 且 具有 
(8.2.36) 的 形状 ， 其 中 隐 为 对 角 和 矩阵 , 下 和 芝 = 殊 分 别 为 严格 下 与 上 三 角形 符 阵 。 则 使 
逐次 松弛 法 48.2.27) 的 渐 近 收敛 速 度 最 快 的 最 优 松 弛 因子 为 ; 


2 
Ce 8.2.37 
Coo 人 tt 于 十 WILL 一 好 《 ) 


其 中 恬 ( 人 al< 力 为 矩阵 食 : (到 十 过) 的 按 模 最 大 特征 值 。 

证 明 ， 由 于 刀 的 正定 性 , 刀 “ 存 在 。 和 矩阵 从 … ( 十 已) 与 抢 阵 五 -Da (了 十 乙 ) 
“已 是 相似 的 ， 两 者 应 有 相同 特征 值 w。 再 从 和 矩阵 盘 的 对 称 性 可 知 尽 = 到， 故 得 知 矩 
阵 如 , 因而 答 阵 妃 -:( 了 十 芝 ) 的 特征 值 As 均 是 实数 。 另外 , 矩阵 4 有 形状 (8.2.36),， 所 以 


必 应 为 如 下 多 项 式 的 零点 : 
1 7 


了 1Ds 7 0 
了 (=det(- 五 +pD- 辽 )=| 7 mpmD (8.2.38) 
_ 8 Do 
如 果 将 此 行列 式 中 处 于 子 块 Do-i(8= 寺 2 …) 处 的 所 有 行 和 列 同时 乘 以 一 二 显然 , 行列 


式 之 值 不 变 。 这 样 , 将 得 到 ; 
国 77/ 且 一 [及 出 


一 7.s 人.D， 一 Cs 


P( 内 = -二 vs 


人 AD。 
上 式 中 以 一 上 代 趣 旋 并 所 出 公 困 子 <-_- 了 即 得 ， 
了 (一 内 一 (一 和光 
由 此 可 知 ，P(u) 的 非 零 零 点 是 成 对 出 现 的 , 每 一 对 零点 之 绝对 值 相等 , 符号 相反 。 
另外 , 逐次 松弛 法 (8:2.27) 的 和 迭代 矩阵 可 写 为 ， 


志 - 估 2- 可 (os+ 介 -可 


所 以 , 其 特征 值 入 应 为 如 下 多 项 式 的 零点 ; 
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QO) 一 aet| (or 一 Z》 本 (+ 全 -Dj 
三 万 一 ) 


车 令 ， or (入 十 四 一 二 ) 一 去 
并 考虑 到 和 抢 阵 熏 的 形状 (8.2.36) , 我 们 有 : 
Di， 太 


MsD， In 0 
Q(A) = 人 
入 天 二 了 ED，， 1 
| 0 XDA。“DD，。 
将 上 述 行列 式 中 处 于 子 块 刀 (4= 1 2 …, 号 所 在 位 置 的 各 列 乘 以 因子 (人 2) ， 各 行 乘 以 
因子 Ma-z2 即 可 消去 瑟 前 面 的 因子 ,再 考虑 到 多 -- 个 因子 ) 便 得 到 。 
给 二 D， 也 0 
和 (从 二 )2。 人 外 .Do 2 
人 .7 
0 ED 
将 此 式 与 (8.2.38) 式 对 照 之 , 我 们 得 到 | 
全 人 二 全 玉 ( 区 二 1 生 万 卫生 人 二 克 1 
由 于 0<w<2 且 PP(u) 的 零点 成 对 出 现 , 如 果 风 是 忆 (w) 的 任意 零点 ,那么 , 满足 下 列 关系 式 
的 任意 入 值 亦 应 为 Q&(N) 之 零点 : 
了 二 (8.2.39) 
反之 也 成 立 。 

不 难看 出 ,上 述 关系 式 的 推导 中 并 未 真正 用 到 矩阵 4 的 对 称 性 , 所 以 , 这 一 关系 式 对 于 
任意 形状 为 (8.2.36) 的 矩阵 也 成 立 。 当 矩阵 盘 是 对 称 正定 失 阵 时 , 前 面 已 证 明 逐 次 松弛 法 
的 收敛 性 ,所 以 |X| <I。 在 上 式 中 令 = 二 即 可 得 知 好 = 入 故 | 由 < 此 外 ,上 亦 应 为 实 
数 且 成 对 出 现 等 。 此 时 ， 由 关系 式 (8.2.39) 所 建立 的 心 与 X 间 的 对 应 关系 ( 当 w>I 且 给 
定 ), 就 可 用 图 8.8 定性 地 描述 ; 





一 1 一 必 Rs RHRs 妈 2 几 1 





rr: 可 。 vspmetrryrpr re ni saramrmer mr ren 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 
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由 于 对 给 定 的 ，NX 是 下 列 二 次 方程 的 根 : 
X2 十 [2(o 一 1 一 oa 和 十 (o 一 六 2=0 (8.2.40) 
故 央 一 0 对 应 于 N= 一 人 一 已 。 每 一 对 非 零 特征 什 土 由 夫 0， 对 应 于 两 个 值 MD、X92， 其 乘 
积 等 于 (@ 一 芒 2 车 )) 为 复数 则 必 有 和 名 一 1 两 者 之 模 均 为 @ 一 上 此 模 不 依赖 于 相应 的 
应 值 。 所 以 入 在 入 -平面 上 相对 于 半径 为 @ 一 的 圆 来 说 ,应 有 如 图 8.8 的 配置 。 显然 ， 若 
和 中 有 实数 者 , 按 模 最 大 的 和 必 为 实数 , 上 且 其 模 大 于 o@ 一 二 例如 , 图 中 的 MX 。 并 且 ,， 其 相应 
的 多 值 必 为 土 e 
详细 地 分 析 前 述 二 次 方程 (8.2.40) (即将 其 两 端 对 ow 微 商 ), 得 知 其 按 模 最 大 根 黎 ) 对 
的 导数 为 ， 
大 由 各 一 Mol 帮 十 o 一 工 
oo 地- 去 auto-1 


当 一 工 时 ， 因为 如 = 王 邮 < 且 为 正 实数 ， 所 以 ， 


dh 
0Qo = 芋 


一 一 2 人 (一 邮 ) <0 





即 是 说 ,)2 在 o= 工 处 随 w 之 增加 将 减 小 其 值 。 此 外 ,@4- 本 身 亦 应 是 的 连续 函数 ， 而 


其 分 子 当 1<aw<2 时 是 不 变 号 的 ( 因 其 在 o= (一 MD)/GL 一 MA <1 时 为 零 ), 所 以 ,在 区 
间 1<o<2 内 仅 当 其 分 母 为 零 时 dpyda 改变 符号 。 这 样 , 当中 从 工 增加 时 ，)e 之 值 应 减 
小 , 但 仍 为 正 实数 , 直到 Xi 一 寺 opi 一 o 十 1 为止， 此 时 ,9 为 无 限 大 。 直 接 代入 二 次 广 
程 (8.2. 移 ) 可 知 , 当 w 一 一 工时 ， 人 为 其 两 重 根 , 其 相应 判别 
十 WV1 一 地 2 

式 为 零 ， 此 时 所 有 的 .2 均 在 半径 等 于 ww- 工 的 圆 上 。 当 wm<a<2 时 ，)8) 将 变 为 复 根 ， 
其 模 等 于 w_1>am-1。 当 0<w<I 时 ,类 似 的 讨论 可 以 得 知 S(ZE.) >S(Z) 。 因 而 , 我 们 
可 以 断定 ws 将 使 @@ 之 模 最 小 , 即 8(E。) 最 小 。 这 样 , 最 优 松弛 因子 的 计算 公式 应 为 ， 


0 
1 二 /TI 一 凤 





Co0t 一 Cs 一 
此 时 ， 全 入 
六 (Zoor) -二 吧 . /一 ooot 十 工 一 aopt 一 工 (8.2.41) 
上 述 的 松弛 因子 ww 与 8 (也 。) 间 的 关系 , 可 以 定性 地 归纳 于 图 8.9 之 中 ， 








293 


由 图 8.9 可 知 , 当 w< aor 并 逐渐 增加 趋 近 于 wos 时 ,8S( 忆 。) 曲线 的 切线 趋 近 于 铅 垂 线 ， 
但 当 w> ao 并 逐渐 减 小 趋 近 于 wors 时 , 该 切线 方向 不 变 , 其 斜率 恒 为 1 即 是 说 wors 一 如 与 
oopt 十 4w 中 ， 后 者 相应 的 谱 半 径 较 之 woos 一 的 增 量 更 小 一 些 。 所 以 ,， 取 中 略 大 于 wor 进行 
计算 较 取 中 略 小 于 wow 进行 计算 更 为 有 利 。 这 一 点 对 于 实际 计算 wor* 的 近似 值 时 是 重要 的 。 

除 上 述 具 有 性 质 “4 的 矩阵 有 最 优 松弛 因子 的 理论 计算 公式 外 , 对 于 其 它 一 些 矩 阵 , 还 
有 一 些 计算 最 优 松弛 因子 的 近 亿 公式。 现 将 其 中 常用 的 两 个 公式 不 加 证 明 地 叙述 如 下 , 以 
供 参 考 。 

定理 2.10 车 抢 阵 4= 一 环 一 殊 为 对 称 正 定 矩 阵 (对 角 线 元 为 卫 下 三 角 部 分 为 
一 了 ， 其 特征 值 为 0< 和 和 … 和 … 和 )， 抢 阵 = 于 一 歼 之 谱 半 径 为 8( 吾 ) 一 c， 则 可 按 如 
下 公式 粗略 地 确定 最 优 松弛 因子 ， 

_ RE 当 和 (Ma 一 和 oo) 202 
人 oot 人 一 


和 过 二 当 和 (ua 一) <2o 


实际 计算 时 ,Xia 和 可 用 其 上 界 代替 ，X, 可 用 其 下 界 ( 大 于 零 ) 代 替 。 

定理 2.1+ 假定 和 矩阵 4= 必 ~- 卫 一 辽 的 对 角 线 部 分 吃 为 非 奇 , 并 且 抢 阵 召 = 也 -+ 
(了 十 了 ) 满 足 如 下 条 件 ; 

(i) 妇 的 所 有 元 素 均 非 负 。 

(ii) 吾 是 不 可 约 的 , 且 0<S( 吾 ) <1d。 

(这 ) 至 为 对 称 和 矩阵 。 

则 当 逐 次 松弛 法 中 松弛 因子 取 为 ; 
2 
“TV 
时 ,迭代 矩阵 也 。 之 谱 半 径 应 满足 如 下 关系 式 : 
ao 一 1<8S(EJ)<wVao= 工 
并 且 仅 当 和 抢 阵 召 为 具有 相 容 次 序 和 人 性质 “4 的 失 阵 时 , 上 式 左 端的 等 号 成 立 。 

定理 2.1L 说 明 对 于 满足 其 中 三 个 条 件 的 矩阵 召 ， 最 优 松 弛 因子 的 近似 值 可 以 按 定 理 
2.9 中 具有 性 质 “4” 的 抢 阵 的 公式 进行 计算 , 其 相应 渐 近 收敛 速度 的 损失 并 不 是 很 大 的 。 

定理 2. 所 的 证 明 , 可 参阅 [13] 第 116 页 , 定理 2.10 的 证 明 , 可 参阅 [26] 。 

《3) 最 优 松 弛 因子 的 试 算 确定 。 

最 后 我 们 简单 讨论 一 下 松弛 因子 的 试 算 确定 问题 。 这 一 问题 对 于 实际 计算 是 很 有 意义 
的 。 一 方面 由 于 大 多 数 抢 阵 目 前 还 没有 计算 松弛 因子 最 优 值 的 理论 公式 ,只 能 用 试 算 确定 。 
另 一 方面 , 即使 有 理论 计算 公式 ,其 中 往往 有 一 些 参 数 (例如 8 (至 ) 等 ), 难于 事先 确定 ， 通 常 
也 需要 用 试 算 的 办 法 来 估计 它们 , 即 真 正 求 得 wor 也 是 与 试 算 分 不 开 的 。 

最 简单 的 试 算 确 定 办 法 ， 是 从 同一 初始 向 量 出 发 ， 取 不 同 的 松弛 因子 ww 迭代 相同 次 数 
(注意 , 迭代 次 数 不 应 太 少 ! ), 然后 比较 其 相应 剩余 或 误差 ,并 选取 使 剩余 或 误差 之 模 最 小 的 
松弛 因子 作为 最 优 松 弛 因子 的 近似 值 。 这 一 方法 虽然 简单 , 但 往往 是 有 效 的 , 特别 是 当 使 用 
者 需要 求解 多 次 具有 相同 系数 矩阵 的 方程 组 时 更 是 如 此 。 另外 ,， 如 果 使 用 者 对 于 所 求解 的 
方程 组 有 较 深 入 了 解 或 者 积累 了 一 定 经 验 ， 常 常 可 以 事先 定 出 一 个 包含 wors 的 不 大 的 区 局 
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[wo ou], 这 样 , 就 可 以 大 大 减少 试 算 的 次 数 , 较 快 地 确定 wors 的 近似 值 。 自 然 , 也 可 以 采用 
优选 法 的 原则 来 从 区 间 [wo， oo] 中 选取 进行 试 算 的 w 值 , 以便 更 快 地 找到 wors 的 近似 值 。 由 
于 这 些 作法 是 明显 易 懂 的 , 这 里 不 再 歼 述 。 

另 一 个 试 算 确定 方法 , 是 以 知道 最 优 松弛 因子 wor 的 某 些 性 质 为 前 提 的 。 例 如 , 知道 其 

理论 计算 公式 (8.2.37)， 又 如 ， 知 道 wo 恰 为 使 元。 的 按 模 最 大 特征 值 由 实数 变 为 复数 ( 当 
w 由 小 增 大 时 ) 的 临界 值 等 等 。 这 时 , 可 以 将 求解 方程 组 的 迭代 过 程 与 估算 omt 的 过 程 统一 
起 来 进行 , 使 得 估算 or 不 致 花费 许多 无 用 的 计算 时 间 , 以 达到 节省 计算 量 的 目的 。 具 体 来 
说 , 可 任 选 一 个 松弛 因子 四 来 进行 选 代 , 在 迭代 过 程 中 , 从 逐次 近似 解 间 的 增 量 4zzw 来 判断 
该 松弛 因子 是 否 需要 修改 , 如 果 需 要 , 则 将 其 按 某 一 办 法 修改 之 , 然后 继续 迭代 下 去 。 这 样 
反复 修改 多 次 后 , 就 可 找到 一 个 与 or 较为 接近 的 松弛 因子 , 以 后 的 选 代 过 程 就 用 这 个 松弛 
因子 计算 下 去 , 直到 最 终 求 得 解答 为 止 。 修改 松弛 因子 的 原则 ,， 需 视 oo 的 具体 性 质 而 定 ， 
例如 , 当 wot 满足 关系 式 (8.2.37) 时 ,我 们 可 以 用 4etto 来 估算 wa 之 近似 值 , 从 而 求 得 auri。 
由 于 4uttp 一 元 .du4-5， 所以, 当 大 相当 大 时 , 忆 。 的 按 模 最 大 特征 值 as |4uoly/14ue-2| 
(自然 , 这 只 在 wo< wors 时 才 成 立 )。 这 样 , 在 和 迭代 足够 多 次 后 , 就 可 计算 出 镭 =|4uewl/ 
4ue-2|, 并 用 公式 : 
jas( 十 o 一 了 /ovw 藉 ) 
来 估计 ja， 然后 ， 再 用 公式 (8.2.37) 算 出 wor 的 近似 值 w。 自然 , 还 可 以 对 马 重 复 上 述 过 
程 , 直到 求 得 一 个 较 好 的 松弛 因子 为 止 。 另 外 ， 如 果 不 知 道 形 如 (8.2.37) 的 关系 式 , 仅 知道 
awor: 为 隐 。 的 按 模 最 大 特征 值 由 实数 变 为 复数 的 临界 值 时 (例如 ， 对 于 某 些 大 地 测量 问题 中 
的 法 方程 式 就 是 如 此 ), 我 们 可 在 和 迭代 过 程 中 检查 due 的 变化 情况 来 判断 五 的 按 模 最 大 
特征 值 的 性 质 。 若 dx 之 分 量 周期 性 地 改变 符号 , 则 表明 该 特征 值 为 复数 , 应 将 所 用 松弛 
因子 减 小 一 些 。 若 4 之 分 量 按 比 例 下 降 , 则 该 特征 值 为 实数 , 应 将 松弛 因子 增 大 。 如 此 
反复 修改 多 次 ,最 终 即 可 估 得 一 个 较 好 的 松弛 因子 。 总 之 ,根据 要 求解 的 问题 中 最 优 松 弛 因 
子 的 性 质 , 利用 迭代 过 程 中 的 信息 , 将 它 估计 出 来 , 使 得 估算 过 程 不 致 占用 过 多 的 计算 时 间 
是 试 算 确定 松弛 因子 的 第 二 个 方法 的 要 点 。 读 者 可 以 根据 这 一 精神 灵活 运用 于 实际 问题 中 
去 。 若 对 方法 的 细节 感 兴趣 , 可 以 参阅 [19、20,、20], 这 里 不 再 熬 述 。 

应 该 指出 ， 对 于 某 些 特殊 问题 (例如 某 些 简单 的 枯 圆 型 方程 边 值 问题 )， 和 矩阵 召 的 按 模 
最 大 特征 值 心 可 以 用 某 种 办 法 事先 估算 出 来 。 这 时 , 即 可 按 公式 (8.2.37) 算 出 wor 的 近似 
值 直 接 用 于 和 迭代 过 程 中 去 。 关于 种 的 一 些 事先 的 估算 办 法 ,可 参阅 [13、19] 。 

最 后 , 还 要 指出 , 对 于 具有 性 质 “.4” 的 矩阵 在 求 得 ourt 的 近似 值 后 , 应 该 用 比 其 稍微 大 
一 点 的 值 作为 实际 计算 的 松弛 因子 。 这 是 由 于 图 8.9 中 所 示 曲 线 的 性 质 和 考虑 到 应 使 | 忆 。 
尽 可 能 小 的 缘故 。 实 践 经 验 亦 表明 这 样 作 是 有 利 的 。 


8.2.3 一 阶 线性 定常 迁 代 法 的 加 速 一 切 比 雪夫 半 迁 代 法 


对 于 任何 一 个 一 阶 线 性 定常 迭代 法 (8.2.7)， 一 般 来 说 , 我 们 都 可 以 构造 一 个 与 之 相关 
联 的 非 定常 迭代 法 , 使 其 比 (8.2.7) 收 敛 得 更 快 一 些 。 这 个 非 定常 迁 代 法 就 是 通常 所 谓 的 基 
于 一 阶 线性 定常 迭代 法 (8.2.7) 的 切 比 雪夫 半 迁 代 法 。 

当 (8.2.7) 的 迭代 矩阵 G 的 特征 值 均 为 实数 时 ， 切 比 雪 夫 半 和 迭代 法 能 够 取得 较 好 效果 。 
但 若 G 之 特征 值 为 复数 ， 且 不 能 包含 在 复 平面 上 一 个 比较 扁平 的 椭圆 内 时 (如 按 模 最 大 的 
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某 几 个 特征 值 之 虚 部 与 实 部 相 比较 为 相当 大 而 又 较 分 散 时 ), 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 是 难于 奏效 
的 。 我 们 将 重点 讨论 @ 有 实 特征 值 之 情形 。 

如 果 方 程 组 的 系数 矩阵 4 对 称 正 定 , 但 不 具有 前 节 所 述 的 那些 性 质 (如 性 质 “4…，, 非 负 
性 等 )。 用 松弛 法 来 求解 时 , 可 能 收敛 较 慢 。 如 果 此 时 使 用 某 种 切 比 雪夫 半 迭 代 法 ， 却 可 能 
取得 较 好 效果 , 这 一 点 希望 读者 注意 。 

下 面 来 讨论 构造 切 比 雪夫 半 迭 代 法 的 一 般 原 则 和 它 的 一 种 常用 形式 。 

《一 ) 一 般 原 则 

先 从 加 速 实数 序列 收敛 的 问题 说 起 。 通常， 给 定 一 个 实数 序列 co，zt Za，…， 若 其 不 收 
敛 或 收敛 很 慢 , 我 们 就 可 由 它 构 造 一 个 新 的 序列 yo, ,ya …， 使 得 { 计 是 收敛 的 或 是 较 
{o 收 敛 更 快 。 最 简单 的 例子 是 ; 

bo 一 2Zo 


20 十 04 
一 


da 一 人 


Z0o 十 01 十 Vs 十 X3 
和 


evoeeeeeroaeeseeaseeemseagea 


容易 证 明 ,车 刀 } 收敛 , 则 {g 守 亦 收敛 ,并且 , 当 人 zj]} 不 收 僵 时 ,fg 亦 可 以 是 收 伍 的 。 
构造 新 序列 {gj 的 更 一 般 的 办 法 , 可 按 下 列 原则 进行 。 考 虑 下 列 三 角形 系数 表 ， 


Qio CHI 
CQ30 CO2T 033 


Cao Q3st 0Q33 033 


其 中 袜 cmr=1 (m=0, 1 2 …) (8.2.42) 
新 序列 {yi} 与 序列 {zj] 间 的 关系 即 可 表 为 : 

= 袜 omm (一 0, 荆 2， …) 
即 是 说 ， 我 们 是 用 原 序 列 前 人 显然 ， 当 amz=0 
(一 mm) 及 amm 一 工时 ,{ 打 就 是 { 村 。 当 am 一 一 一 二 二 (所 有 人 时 ，{tgd} 就 是 前 面 例子 中 的 序 


列 。 为 了 保证 新 序列 与 原 序列 有 相同 极限 , 通常 应 如 以 限制 条 件 (8.2.42) 。 
完全 类 似 , 我 们 可 将 上 面 关 于 实数 序列 的 原则 应 用 到 向 量 序列 上 来 。 考 虑 求解 线性 代数 
方程 组 4& = 六 的 一 阶 线性 定常 选 代 法 (8.2.7)， 假 设 由 其 定义 的 向 量 序列 ww， ， 
… 收敛 于 方程 组 4u& = 五 的 真 解 &*, 则 可 定义 新 的 向 量 序列 {p” 为 
bm) 一 袜 ooam (8.2.43) 


其 中 系数 wmr 满足 条 件 (8.2.42)。 
(8.2.43) 所 定义 的 过 程 叫 作 关于 一 阶 线性 定常 迁 代 法 (8.2.7) 的 一 种 半 和 迭代 法 。 为 了 保 
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证 向 量 序列 {b% } 也 收敛 至 真 解 妈 ， 必 须 对 (8.2.43) 中 的 系数 wmz 加 以 限制 条 件 (8.2.42)。 
因为 若 取 &' 为 真 解 & 则 从 (8.2.7) 知 em 一 (对 所 有 m)。 此 时 , 自然 也 要 求 


ln) 一 立 o zo=( 袜 o )oe 一 介 # 
于 是 , 推 知 条 件 (8.2.42) 必 须 成 立 。 
容易 看 出 在 条 件 (8.2.42) 的 限制 下 , 我 们 总 可 适当 选取 系数 anw 使 得 序列 {p} 收 敛 
于 方程 组 4 一 的 真 解 &*。 为 说 明 这 一 点 ,我 们 令 ; 
8 一 下) 一 2 一 GE) 
人 C0) 一 人 0) 一 条 


从 (8.2.42) 和 (8.2.43) 式 , 我们 有 : 


隧 更 
们 的 一 作 加 ) 一 入 一 az 和 一 咎 一 辣 Onke 2 一 入” 位 Cnma 
X=(0 = X=0 


1 细 234 
= 习 cor(um 一 0) 一 局 coe em = 人 包 ooGn) s@) 


一 Pu(G) ,90 (因为 po)=ato) (8.2.49) 


其 中 Pn(G)= 袜 orGr 

为 使 人 一 >0， 显然 只 需 lm Pnw(G) =0。 满 足 这 一 要 求 的 多 项 式 是 很 容易 找到 的 ,最 
简单 的 就 是 Pu(z) 一 Zr。 此 时 Po(C) 一 CC 由 于 @ 之 特征 值 之 模 小 于 二 自然 就 有 
Jim Pon(GC) =0, 即 0 > 。 究 竟 应 该 怎样 选取 多 项 式 P。(oe) (注意 ! 条 件 (8.2.42) 现在 变 
为 P。(H) = 二 这 是 对 多 项 式 Pu(z) 必须 加 上 的 限制 条 件 ), 才能 使 序列 pg” 收敛 最 快 ? 要 解 
决 上 述 问 题 , 首先 应 该 弄 清 楚 非 定常 迭代 法 的 收敛 快慢 如 何 衡量 。 

为 说 明 简 单 ， 假 定 矩 阵 C 的 特征 向 量 鸣 ，Zo，…，W。 是 线性 无 关 的 ， 其 相应 特征 信 为 
Ha ”no 于 是 ， 可 将 作 () 表 为 ， 

四) 一 oO1 十 aaWo 十 十 on0n 


从 (8.2.44) 便 有 : 
个) 一 了 (ai01 十 忆 (pa)aa0o 十 … 十 卫 。 (pa anWn 


显然 , 9 收敛 于 零 的 速度 由 max| Po (nu) | 决定 。 所 以 ,为 使 选 代 过 程 收敛 最 快 ,只 需要 选 
取 Punkz) 为 所 有 治 阶 多 项 式 中 使 下 式 达 极 小 值 者 即 可 ， 
8S(Pu(G)) 一 maz|Pada -mn (8.2.45) 
PCD=1I 

和 8.2. 下 计时 人 定义 如 下 数量 为 非 定常 迁 代 法 (8. 2， 43) 的 渐 近 收 
敛 速度 

BR(P(G))=lim(- 二 In8(Pn(G))) (8.2.46) 
容易 验证 , 当 Pu(z) az” 时 , (8.2.46) 与 (8.2.23) 是 相同 前 , 所 以 是 其 自然 的 推广 。 


由 于 入 事先 不 知道 , 所 以 极 小 化 问题 (8.2.45) 不 能 求解 。 为 实际 应 用 方便 ， 总 是 将 其 
替 之 以 如 下 极 小 化 问题 : 
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| max| 了 Pon() 上 =min (mm>0) 
人 (8.2.47) 


卫 。( 人 1) = 一 工 
其 中 Se 为 包含 失 阵 @ 所 有 特征 值 凡 的 最 小 凸 域 。 今 后 只 讨论 极 小 化 问题 (8.2.47)， 并 以 
其 解答 Pn(z) 作为 要 求 的 最 优 多 项 式 。 自 然 , 我 们 有 ， 
ZaZ| 卫 m (HA “Smaxz|Tm(A) | 用 (8.2.43) 
(二 ) 切 比 雪夫 半 闪 代 法 
假定 矩阵 C 的 特征 值 内 均 是 实数 , 并 满足 如 下 不 等 式 : 
aa<As 和 8<T (ac<B) (8、2.49) 


这 里 ， Q 可 以 小 于 一 1 我 们 将 指出 ， 在 这 种 情况 下 ， 用 切 比 雪夫 多 项 式 构成 的 半 迭 代 法 ， 将 


使 原来 迭代 过 程 得 到 加 速 。 通 常 就 称 这 样 的 半 送 代 法 为 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 。 
首先 引入 新 变数 7 


7-7( 从 = 2 十 思 (8.2.50) 
显然 , 有 : 7y(a) = 一 二 ?7(6) = 二 且 当 风 满 足 (8.2. 和 9) 时 ， 一 1 和 ?7 入土 同时 , 也 很 容易 验证 : 
2 二 -于 全 包 >1 (8.2.51) 


将 新 变数 7 代入 多 项 式 P(pu) 中 ， 仆 y 的 多 项 式 Q(?): 
Qu (7) -Po( 从 -2 二 <) Po 人 


这 样 一 来 ， 便 有 : 
Jaz | 工 m 《2 一 ma，| Qn(7) | (8.2.52) 


于 是 , 极 小 化 问题 (8.2.47) 将 变 为 ; 


max |Qu.(7)| =min (mm0) 
上 (8.2.53) 
Qn (2) 一 工 
这 个 问题 的 解答 是 : 
Qn 7y) 一 人 oa(7)VTn (2) (8.2.53) 
其 中 ，Tw 四 就 是 妈 阶 切 比 雪夫 多 项 式 , 其 形 达 式 为 : 
_「 cos (warc cos2) :tclsil 
moO=| (一 J)mcogh (2。arocogshjzl) 12| 疡 革 人 


(这 一 事实 的 详细 证 明 , 可 参看 由 第 49 页 或 [19]pp. 302) 。 所 以 有 : 
0 
了 Pa) 一 Gan(7) 一 Qnr (9 
1 
此 外 ， 
min{ IaZ | 卫 。 (1 1) 一 Za 如 (22 二 人 人 /mwO1- 兢 到 机 (8.2.55) 


实际 计算 ”时 , 将 采用 切 比 雪夫 多 项 式 的 如 下 三 项 递 推 关 系 式 ; 





To(z) 一 二 和 (2) 一 2 
| 了 n+i (O) 一 227 (O) 一 人 mn-1 (O) 2 48 .2 克 ) 
于 串 


人 mt 一 全 2C 本 全 和 ) Ti (2) -1.8(O) 


-EC 
本 | 2 2 ) / 帮 。i ( 上 ED) 
人 
将 9 一 0 一 代入 上 式 , 并 注意 到 从 (8.2.7) 有 : 1 


7_2C--(86+oa] To wxr 4 卫 。(2) 
[2 BC 一 a | 计 B 一 0 了 31 








并 利用 (8.2.56) 式 便 可 得 








人 1L) 2 E BTa 了 ( 纺 信 ~ (2) 作 4 了 nm (2) 
| 人 
1 CB 十 a 0 
00) 一 二 Gen ) 十 过) 0 [7 1 
车 令 Pr 一 二 pn 一 227 1i(z)/mn(z)， 从 递 推 关系 式 (8.2.56) 容易 证 明 pg 有 如 下 递 推 关 系 式 : 
222 


和 一 pa 一 地 二 二 2 
| 2 (8.2.57) 


pmn+i 一 (去 oo) (mm 一 2 3， …) 
前 面 的 计算 y 包 姑 的 公式 现在 即 可 写 为 ; 


On+DD 一 PE 本 {[2G--(8+o)T 站 po 二 2d1 二 (一 pw)om-D (8.2.58) 
na 
计算 公式 。 
现在 来 说 明 切 比 雪 夫 半 和 迭代 法 将 使 原来 的 迭代 过 程 加 速 收 往 。 从 (8.2. 短 ) 、(8.2.4) 
及 (8.2.55) 知道 : 





SCP,(GC)) 去 5 5 元 可 


但 是 
人 了， (2) 汪 杞 (em os -12 十 e 一 meos 二 


(因为 ?> 忆 , 利用 关系 式 
cosh-z2= ln(z 十 \/ 汉 一 于 
立即 可 以 推 得 ， 





CO) 一 卫生 


二 一 了 于 ; j 二 
各 


2 
其 中 “下 
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从 半 和 迭代 法 渐 近 收敛 速度 的 定义 (8.2.46) 得 知 ， 
， | 工 。 工 27z” 
和 > 人 -人 本 )- 到 (<) -ee 


另外 有 : 
27 
1 十 奏 





P-(C) 和 Re(PiGC)) 入 一 ]g 一 一 ] 多 cr 


这 样 一 来 , 便 有 ， 


忆 -(P,(G)) 一 ]g 二 < 操 2 
诈 击 < wWV2 - ( 当 c->1 一 ) 


也 就 是 说 , 当 接近 于 工时 , 切 比 雪夫 半 送 代 法 的 渐 近 收敛 速度 将 较 原来 一 阶 线性 定常 迭代 
法 (8.2.7) 的 渐 近 收敛 速度 大 得 多 。 这 样 , 当 CG 的 特征 值 都 是 实数 时 , 采用 切 比 雪夫 半 迁 代 
法 来 加 速 原 有 的 一 阶 线性 定常 选 代 法 , 总 是 会 得 到 收敛 速度 的 改进 的 。 

当 @G 的 特征 值 为 复数 时 切 比 雪 夫 半 迁 代 法 的 加 速效 果 将 大 为 减 小 。 如 果 包 含 矩 阵 @C 
全 部 特征 值 的 最 小 凸 集 Se 与 某 个 较 扁 平 的 椭圆 相近 (例如 G 的 特征 值 的 虚 部 均 较 小 )， 可 
以 证 明 , 适当 选取 参数 " 及 B 后 , 前 述 的 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 仍然 是 收敛 的 , 但 加 速效 果 已 大 
为 降低 。 随 着 该 酉 圆 扁平 程度 的 减少 ， 加 速 的 效果 愈 降低 ， 直 至 该 查 圆 变 为 某 个 圆 1z| < 到 
时 ， 根 据 函 数 逼 近 论 的 熟知 结果 , 在 复 平面 的 圆 |z| < 玉 上 , 与 零 偏差 最 小 的 四 次 多 项 式 为 
s。 即 可 看 到 , 前 述 的 加 速 闪 代 过 程 的 办 法 将 是 无 济 于 事 的 , 此 时 最 有 效 的 是 将 原来 的 迭代 
过 程 本 身 重复 办 次 。 

(三 ) 简 单 迭 并 法 的 切 比 雪夫 加 速 

如 前 节 所 述 , 切 比 雪夫 半 迁 代 法 仅 对 和 矩阵 G 的 特征 值 全 为 实数 时 才 是 有 效 的 。 所 讨论 
过 的 几 种 一 阶 线性 定常 选 代 法 中 ， 逐 次 松弛 法 的 选 代 和 矩阵 当 w~awnrs 时 ， 一 般 具有 复 特征 
值 , 故 对 其 使 用 切 比 雪夫 加 速 收 益 是 不 大 的 。 

虽然 逐次 松弛 法 的 一 种 变形 一 一 对 称 松 弛 法 的 相应 特征 值 为 实数 ， 经 切 比 雪夫 加 速 后 
其 收敛 速度 较 高 , 但 由 于 其 较为 复杂 , 故 实际 上 较 少 使 用 。 这 里 , 仅 讨论 基于 简单 迁 代 法 的 
切 比 雪夫 半 迭 代 法 。 

假定 方程 组 4x =- 矿 的 系数 矩阵 是 对 称 正 定 的 。 其 相应 的 简单 迁 代 法 可 以 表 为 : 

&cnt+tD 一 至 We -c 

其 中 至 = 了 一 万 -4, 刀 =diag (aa) 为 正定 的 对 角 线 矩 阵 ，c 一 万 -4.0。 


由 于 各 = 有 再 奋 -一己 4 二 为 对 称 矩 阵 ， 记 以 ,各 的 特征 什 为 实数 ,从 而 思 
的 特征 值 均 为 实数 。 同时 ， 由 于 万- 到 4 刀 至 是 正定 矩阵 ， 至 的 特征 值 还 应 该 是 小 于 工 的 
实数 。 这 样 一 来 , 便 可 以 找到 常数 x 和 :6, 使 得 殖 的 特征 值 几 满足 关系 式 (8.2.49)。 根据 
(8.2.57) 和 (8.2.58), 采用 简单 迭代 法 的 切 比 雪夫 半 和 迭代 法 就 可 表 为 ， 


op 于 多 和 {[2 有 一 (8+ 四 四 pm+2c} 十 代 -pnia)gm 二 





(8.2.59) 
( 亿 一 二 ， 2， …) 
其 中 pm 按 (8.2.57) 计 算 。 
如 果 拖 阵 4 是 彩 如 (8.2.36) 的 具有 相 容 次 序 和 性 质 “4" 的 矩阵 ， 从 定理 2.9 得 知 和 矩阵 


加 ”对 于 这 一 极限 关系 的 详细 计算 , 可 参阅 [19] pp. 853。 
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有 的 谱 半 径 8(B) <1， 故 可 以 令 6= 一 ~ 8( 忆 )。 因此 ， 切 比 雪夫 半 迁 代 法 的 计算 公式 可 
写 为 
bt 一 Dohi( 到 omTCc) 十 革 一 pn Dr (mm 一 0 1 2，…) 
Pt 一 二 
Po=2/( 人 -8(B) 
pria =(1- 于 -8(B)2 po) (m=2 3 …) 


(8.2.60) 


根据 前 节 的 讨论 , 其 渐 近 收 敛 速度 应 为 ， 


RGB))> -ET 和 加 -二 (和 >) 


1 十 \/ 民 1 十 VI 一 已 
但 从 (8.2.44) 得 知 ， 此 时 逐次 松 弛 法 (o= wo 时 ) 的 渐 近 收敛 速度 为 ， 


BFom -IE(om-D= (YE 人 5) 

所 以 , 当 和 矩阵 4 为 对 称 正定 旦 具有 性 质 “4" 和 相 容 次 序 的 矩 库 时 ， 从 渐 近 收 全 速度 来 说 ， 逐 
次 松 驰 法 (= ours) 为 基于 简单 迁 代 法 的 切 比 雪夫 半 适 代 法 的 两 信 。 

我 们 也 可 以 根据 二 循环 矩阵 的 特点 , 将 切 比 雪夫 半 泛 代 法 的 公式 加 以 政 写 , 使 其 收敛 速 
度 增加 一 售 , 从 而 达到 与 逐次 松弛 法 相同 的 效果 (详细 讨论 可 参见 [13] pp. 138) 。 不 过 ,其 
使 用 起 来 不 够 方便 , 故 这 里 不 再 讨论 。 总 之 , 当 系数 生 阵 作为 对 称 正 定 卸 阵 且 具有 性 质 <4 
和 相 闪 次 序 时 ,采用 逐次 超 松弛 法 一 般 说 来 是 较为 有 利 的 。 

如 果 和 矩阵 4 是 对 称 正定 矩阵 , 但 不 具有 性 质 “4" 或 非 铀 等 特点 , 则 一 般 来 说 ， 逐 次 检 
继 法 将 收敛 较 慢 。 此 时 ,采用 切 比 雪夫 半 迁 代 法 可 能 获得 较 好 的 效果 。 但 按照 (8.2.59) 计 
算 时 ,其 存储 需要 量 将 有 所 增加 (需要 存放 相 邻 丽 光 的 近似 向 量 pm、bm-2)。 也 可 以 导 册 
只 需要 一 片 存储 区 的 切 比 雪夫 半 迁 代 法 公式 , 其 收敛 速度 仅 稍微 降 低 一 些 ( 详 见 本 书 第 十 三 
章 )。 可 视 具体 情况 来 次 定 适 代 方法 的 选取 。 


8.2.4 分 块 闪 代 法 

(一 ) 分 闫 多 代 法 的 计算 过 程 

前 面 讨论 的 和 迭代 法 通常 称 之 为 显 式 (或 点 ) 迭 代 法 。 其 特点 是 求 新 的 近似 解 时 逐个 分 量 
地 决定 , 即 是 说 , 每 次 从 已 有 的 近似 解 分 量 求 出 一 个 新 的 近似 解 分 量 , 如 此 逐个 地 求 下 去 , 直 
到 求 得 全 部 分 量 为 止 。 然 后 , 重复 此 过 程 。 由 于 每 次 只 求 一 个 分 量 , 故 可 直接 显 式 地 求 出 其 
值 , 所 以 称 为 显 式 送 代 法 。 又 由 于 一 个 分 量 通常 与 本 加 型 偏 微分 方程 边 值 问题 数值 求解 中 
一 个 网 格 点 上 的 未 知 数 相对 应 , 所 以 又 称 为 点 和 闪 代 法 。 

这 里 要 讨论 的 分 块 送 代 法 在 确定 新 的 近似 分 量 时 是 分 组 确定 的 。 即 先 将 要 求解 方程 组 
的 所 有 方程 式 和 未 知 数 进行 分 组 ， 使 每 一 方程 式 和 未 知 数 均 属 于 且 仅 属 于 一 个 组 。 进行 适 
代 时 ,从 每 一 个 方程 式 组 中 同时 确定 相应 的 一 组 新 前 近似 解 分 量 , 如 此 按 组 计算 下 去 , 直到 
求 得 全 部 新 的 近似 解 分 量 为 止 。 然 后 重复 此 过 程 。 从 矩阵 形式 来 看 , 就 是 先 将 系数 矩阵 4， 
解 向 量 & 和 自由 项 六 进行 分 块 ， 然 后 将 每 一 子 块 视 为 一 个 元 素 ， 并 按 想 点 迭代 法 的 类 似 公 
式 进行 迭代 。 例 如 , 将 (8.2.1) 的 系数 矩阵 , 解 向 量 和 自由 项 进行 如 下 分 块 ; 





.411， 41， “5 Li (三 及 ; . ， 
4a1， 4:， 5 sx 7Zs 二 刁 。 (8.2.61) 


4 4 pp 4or Lu 忆 v 
其 中 ， 4 为 mu 阶 方 阵 ，C、 至 ,为 居 维 向 量 ; 45 为 反 xX 由 维和 矩阵 。 然后 ， 将 4 及 1 忆 
等 视 为 元 素 。 仿 照 (8.2. 隐 ) 式 , 即 可 得 到 分 块 简单 迭代 法 的 下 列 计算 公 式 。 
Def 一 一 凤 记 .417 史 十 … 一 44 记 .4r77 罗 十 4 证 轨 ; 
1 一 一 人 这 4 各 一 4 到 407 和 一 4224sx07 史 十 4 二。 


ee 


7 人 = 一 和 六 4 1 一 4 过 4 VD 中 一 … 一 4iv4aar- 忆 7 史 ， 十 4 动画 
或 者 写 为 ; 
4 = 一 4117 电 一 … 一 4ixyD7 术 十 玫 ， 
4s17LHD 一 一 4atDi 一 4s77 和 一 … 一 4ar 攻 7 网 十 五 (8.2.62) 


2 


ax17 人 一 一 4at7 业 ) 一 4xrs 了 7 多 一 一 ax 网 :十 五 x 

进行 迭代 时 ， 可 以 从 第 一 组 方程 式 解 出 m 个 未 知 数 在 然 记 从 第 二 组 方程 式 解 出 
‰o 个 未 知 数 58 如 此 等 等 。 

由 于 从 每 一 个 组 中 解 出 相应 未 知 数 需要 求解 某 些 阶 孝 较 低 的 方程 组 AD7PH 不 
能 象 点 和 迭代 那样 将 未 知 数 显 式 地 解 出 来 , 所 以 这 种 迭代 法 称 为 隐 式 和 迭代 法 。 此 外 , 由 于 和 抢 阵 
的 子 块 或 解 向 量 的 子 向 量 与 点 和 迭 代 法 中 抢 阵 元 素 或 向 量 分 量 的 位 置 相 当 ， 故 又 称 为 块 欠 代 
法 。 在 解 边 值 问题 时 , 常常 把 一 条 或 几 条 网 格 线 上 的 所 有 未知 数 分 在 一 个 组 内 ， 故 又 称 为 线 
迭代 法 。 

可 以 用 直接 法 求解 块 闪 代 过 程 中 的 低 阶 方程 组 。 由 于 这 些 子 方程 组 阶 数 较 低 且 往 往 具 
有 某 种 特殊 形状 , 例如 三 对 角 线 型 等 等 ， 故 其 求解 是 容易 的 。 这 就 使 得 抉 迁 代 法 有 时 较为 有 
效 。 

(二 ) 块 松弛 法 

现在 来 讨论 一 种 比较 常用 的 分 块 闪 代 法 一 一 块 松 弛 法 。 

假设 方程 组 4x& 一 妨 的 系数 抢 阵 4, 解 向 量 & 及 自由 项 到 有 形 如 (8.2.61) 的 分 块 形式 。 
如 果 我 们 将 子 块 4v、Z7、 甩 ; 视 为 元 素 , 完全 仿照 逐 次 松弛 法 (8.2.26; 的 计算 公式 ,立即 可 
以 得 出 如 下 块 松 弛 法 的 计算 公式 : 

hsD8P- 人 -由 ho 及 -加 4408 一 六 40P .2.63) 
3=1 了 = 针 1 
人 G=1 2，…，11) 

其 中 o 为 松弛 因子 。 

求解 0 时 ,可 以 采用 高 斯 消去 法 。 许多 情况 下 ， 4 为 三 对 角 线 型 或 带 型 和 矩阵， 这 
时 可 以 采用 本 章 .$8. 上 + 所 叙述 的 追赶 法 或 带 型 矩阵 消去 法 来 求解 。 当 矩阵 4 是 对 称 正定 迁 
阵 时 ，4， 亦 应 是 对 称 正 定 的 ， 追 赶 法 和 消去 法 的 数值 稳定 性 均 能 得 到 保证 ， 其 工作 量 亦 比 
较 节省 (参看 本 章 88.1)。 


如 果 4 为 对 称 正 定 的 三 对 角 线 型 矩阵 , 还 可 先 将 4 分 解 为 如 下 形式 
4,= 丰 7z7D (8.2.64) 
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其 中 , 万 为 正定 对 角 线 型 矩阵 ;全 为 单位 上 三 角形 和 矩阵 ( 仅 有 一 条 次 对 角 线 元 非 零 )。 反复 
求解 QH 时 , 即 变 为 求解 方程 组 ; 
了 7 了 (T7HD) 一 已 -地 (8.2.65) 
其 所 需 完成 的 总 运算 量 将 更 加 减少 ( 详 见 [19] pp. 442) 。 类 似 作法 ,也 可 应 用 到 4u 为 五 对 
角 线 或 多 对 角 线 的 情形 。 
块 松 弛 法 的 收敛 条 件 与 逐次 点 松弛 法 类 似 。 例 如 , 完全 仿照 证 明定 理 2.6 的 办 法 , 可 以 
证 明 如 下 定理 ， 
定理 2.12 若 征 为 对 称 矩 阵 ，4s 为 正定 失 阵 (= 1 2, …，M)， 且 0<w< 2 则 逐次 
块 松弛 法 (8.2.63) 收敛 的 充 要 条 件 为 4 是 正定 矩阵 。 
逐次 点 松弛 法 中 的 “性 质 42" 亦 可 推广 到 逐次 块 松弛 法 中 来 ， 并 有 与 定理 2.9 类 似 的 结 
果 等 等 。 例 如 , 对 应 于 (8.2.61) 中 扼 阵 妈 的 分 块 形式 ,我 们 可 定义 如 下 M 阶 和 矩阵 2 
2 一 [59] am-| 2 
二 者 4,zx0 
当 称 阵 z 具有 “性 质 42 时 , 我 们 就 称 和 矩阵 4 有 “性 质 4e。 当 第 阵 > 有 相 容 次 序 时 , 和 抢 阵 
4 就 称 为 具有 = 相 容 次 序 (我 们 用 符号 表示 该 种 确定 的 分 块 方式 )。 对 于 有 性 质 42) 的 


5 相 容 次 序 对 称 正 定 抢 阵 4 逐次 块 松 弛 法 (8.2.63) 的 最 优 松弛 因子 为 : 


2 
一 一 一 一 一 一 一 38.2.67 
TI+wV 1 一 1 “ ) 


(8.2.66) 


相应 迭代 矩阵 耿 包 的 谱 半 径 为 : | 
者 本 SC ) -ao 名 -1 - (8.2.68) 
其 中 ,wa 为 抵 阵 召 = 一己.4 的 谱 半径 ; 已 =diag(48)。 关 于 这 方面 的 详细 讨论 ,可 以 
参见 [19] pp. 445。 

逐次 块 松 弛 法 的 实际 效果 有 时 是 较 显 著 的 。 特别 是 采取 将 4 分解 为 也 宙 777 的 措 
施 后 , 每 迭代 -次 的 工作 量 与 点 迭代 相差 不 多 , 但 收敛 速度 却 提高 了 , 因而 可 以 获得 较 好 效 
果 。 此 外 , 某 些 和 矩阵 没有 性 质 4, 但 适当 分 块 后 却 具 有 性 质 4 例如 , 拉 普 拉 斯 方程 的 九 点 
差分 方程 式 以 及 重 调和 差分 方程 的 相应 和 矩阵 就 是 如 此 。 这 样 一 来 ， 对 这 些 问 题 ， 就 可 以 应 
用 逐次 块 松 弛 法 求解 它们 , 从 而 获得 比 点 松弛 法 较 高 的 收敛 速度 。 还 有 一 些 情况 , 例如 边 值 
问题 的 求解 区 域 为 狭长 的 带 状 或 是 对 角 线 上 子 块 4 的 横 比 较 大 时 , 使 用 逐次 块 松 弛 法 也 
是 较为 有 利 的 。 所 以 , 根据 问题 的 具体 情况 , 适当 使 用 逐次 块 松 弛 法 , 有 时 可 以 获得 较 好 效 
果 。 但 是 ,应 该 指出 , 由 于 每 次 迭代 的 计算 工作 量 增加 , 尽管 收敛 速度 有 所 提高 , 但 有 时 却 得 
不 到 减少 总 的 计算 时 间 的 效果 , 特别 是 当 和 矩阵 4s 的 形状 较 复 杂 , 或 者 求解 它们 的 程序 效率 
不 高 时 , 更 是 如 此 。 

除 块 松 弛 法 外 , 还 有 一 种 对 某 些 特殊 问题 有 效 的 方法 , 即 所 谓 隐 式 交 替 方 向 迭代 法 。 它 
也 可 以 看 作 是 一 种 分 块 迭 代 法 , 但 其 分 块 的 方式 不 是 固定 不 变 的 , 而 是 采取 两 种 分 块 方式 交 
替 使 用 的 办 法 ， 并 且 在 分 块 时 引入 了 某 些 加 速 收敛 的 参数 ， 故 与 一 般 的 块 闪 代 法 又 有 所 不 

交替 方向 法 对 于 满足 其 可 交换 条 件 的 某 些 问题 (例如 , 抢 形 区 域 上 波 松 方程 第 一 边 值 问 
题 的 相应 差分 方程 ) 是 非常 有 效 的 。 此 外 , 实际 计算 的 经 验 表明 , 即使 可 交换 条 件 不 满足 , 交 
替 方 向 法 有 时 还 是 可 以 有 效 地 使 用 。 例 如 , 对 手 石油 工业 和 核反应 堆 物理 中 的 某 些 问题 , 交 
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替 方 向 法 就 是 有 效 方法 之 一 。 不 过 , 对 于 大 多 数 不 满 足 可 交换 条 件 的 情况 , 交替 方向 法 如 何 
有 效 使 用 的 问题 还 未 得 到 解决 。 由 于 这 一 原因 ;, 交 蔡 方向 法 的 使 用 范围 较为 狭 窗 , 这 里 不 再 
讨论 。 读 者 可 以 参阅 [7、13、14、19] 。 


8.2.5 共 斩 斜 量 法 


共 抱 斜 量 法 是 一 种 非 线性 迭代 法 , 它 适 用 于 系数 抵 阵 为 对 称 正定 的 情况 。 由 于 不 需要 
选取 任何 适 代 参数 , 所 以 使 用 比较 方便 。 同 时 ， 如 果 没 有 舍 入 误差 ,理论 上 它 能 保证 最 多 迁 
代 步 作为 方程 组 的 阶 数 ) 便 求 得 精确 解 , 因而 实质 上 也 是 -一 种 直接 法 。 目 前 ,， 共 轰 斜 量 法 
的 使 用 已 较为 普遍 。 实 际 计 算 麦 明 , 与 前 面 讨 论 过 的 几 种 迁 代 法 相 较 , 在 很 多 情况 下 其 优越 
性 是 显著 的 。 此 外 , 共 斩 斜 量 法 还 可 以 直接 推广 至 求解 非 线性 方程 组 和 求 函数 极 小 值 问题 ， 
并 已 成 为 目前 求解 非 线性 方程 组 和 函数 极 小 值 的 有 效 方法 之 一 。 共 示 斜 量 法 的 主要 缺点 
是 与 其 它 迭 代 法 相 较 ， 需 要 的 存储 量 较 大 (大 约 需 要 3m 至 4 个 单元 来 存放 近似 解 及 余 量 
等 ), 此 外 , 每 欠 代 一 步 需要 的 计算 量 也 大 一 些 。 但 是 , 它 和 所 有 迭代 法 一 样 ， 对 于 高 阶 稀 玻 
符 阵 问题 都 不 需要 池 个 单元 来 存放 天 阵 的 元 素 。 记 以 , 对 于 这 类 问题 来 说 ， 只 要 计算 机 的 
存储 容量 不 是 很 小 , 上 述 存 储量 方面 的 缺点 不 是 很 重要 的 。 

(一 ) 等 价 极 小 值 问 题 

如 果 我 们 要 求解 线性 方程 组 ; 


4z -5 或 妾 oa=b (GT 2 号 (8.2. 


并 且 在 本 节 中 我 们 假定 其 中 系数 答 阵 4 为 对 称 正 定 和 矩阵 。 
这 一 问题 可 以 转化 为 寻找 下 列 二 次 函数 的 极 小 值 问题 : 


F(g -于 (4 四 一 地 的 = 去 裤 袜 ouun - 袜 iu (8.2.69) 


上 述 事实 前 证 明 是 很 简单 的 。 因为 利用 和 矩阵 4 的 对 称 性 , 不 难 验证 二 次 函数 政 (zt) 对 


如 的 偏 导 数 为 : 


2 二 站 人 一 一旦 


即 是 说 ， 
grad 玉 (2&) 一 4U 一 六 一 一 个 (8.2.70) 

所 以 ， 将 任意 向 量 & 代入 方程 式 (8.2. 蕊 中 所 得 的 剩余 向 量 ?= 一 0 一 4U 与 函数 五 在 该 向 量 
处 的 梯度 向 量 反 号 。 当 函数 下 在 某 个 向 量 处 取 极 小 值 时 , 自然 其 梯度 应 为 零 向 量 , 所 以 , 与 妈 
相应 的 剩余 向 量 趣 亦 为 零 向 量 , 即 & 为 方程 式 (8.2. 蕊 的 解答 。 另 一 方面 , 如 果 4& 为 方程 式 
(8.2. 切 的 解答 ,那么 函数 尺 在 向 量 & 处 之 梯度 应 为 零 向 量 ， 所 以 , 妈 是 函数 五 的 稳定 值 。 
但 是 , 因为 系数 夭 阵 4 是 正定 矩阵 ， 故 使 其 梯度 为 零 的 向 量具 有 一 个 ; 并 且 用 泰勒 展开 的 办 
法 也 容易 验证 函数 五 在 该 处 只 取 极 小 值 。 这 样 一 来 , 我 们 就 有 如 下 定理 ; 

定理 2.13 任意 向 量 & 为 对 称 正 定 方程 组 (8.2. 汪 的 解 的 充 要 条 件 是 , 向 量 & 使 
(8.2.69) 所 定义 的 二 次 函数 下 (2) 达到 极 小 值 。 

根据 这 个 定理 , 我 们 就 可 以 把 求解 对 称 正定 线性 代数 方程 组 (8.2.1) 的 问题 转化 为 求 贡 
数 王 (2 的 极 小 值 问 题 。 从 这 个 思想 出 发 建立 起 来 的 迭代 法 ,一般 称 之 为 极 小 化 方法 , 共 因 
斜 量 法 就 是 其 中 之 一 。 
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(二 ) 共 加 斜 量 法 的 基本 步骤 及 计算 公式 

各 种 极 小 化 方法 ,例如 , 最 速 下 降 法 、 共 二 方向 法 、 共 罗 斜 量 法 以 及 对 称 正定 矩阵 的 松弛 
法 等 等 ， 其 计算 的 基本 步 又 大 都 是 从 任意 初始 解 向 量 z 出 发 ， 沿 着 某 个 适当 的 方向 向 量 多 
来 修正 它 , 从 而 得 到 一 个 新 的 近似 解 向 量 纪 =& 十 始 (t 为 参数 ), 并 使 得 函数 下 在 妈 处 的 值 
小 于 在 纪 处 的 值 。 然 后 对 &g 再 重复 类 似 的 步骤。 这 样 不 断 地 对 其 修正 下 去 , 每 步 均 使 函数 
刀 之 值 减少 , 最 终 即 可 求 得 使 函数 瑟 (toO) 达 极 小 值 的 解 向 量 se*。 关键 问题 在 于 每 一 步 的 修 
正方 向 多 如 何 选择 , 各 种 极 小 化 方法 之 间 的 区 别 也 在 于 此 。 为 了 说 明 共 罗 斜 量 法 中 修正 方 
向 也 的 选择 问题 , 必须 对 函数 环 (z) 的 值 在 修正 前 后 的 变化 有 进一步 的 了 解 。 

很 明显 , 我 们 有 如 下 等 式 ; 


Fat) = 下 (十 雪 ) = 到 [4(& 十 妈 )， 人 十 如)] 一 (68 十 妈 ) 


= 于 (4 凤 ) 二 1.4， 及 十 本 PC4p， 有 ) 一 (8，U) 一 红 D， 了 ) 


一 于 刀 (4p, 妈 ) 一 tr, 下 十 万 (gg) (8.2.71) 
自然 ， 有 i 的 办 法 是 使 丸 (we) 尽 可 能 地 小 , 这 样 便 有 如 下 条 件 : 
2 人 -44p， 多 ) 一 (7 2) 一 0 
由 此 得 知 : 
汪 和 2 其 中 , 了 =5 一 4 (8.2.72) 


(注意 , 由 于 dB/dp= (4p, 2) >0, 所 以 ,由 上 式 决 定 的 如 mn 必 使 五 达到 极 小 值 )。 
“将 这 个 十 值 代入 五 (te) 的 表达 式 (8.2.71) 中 , 很 容易 求 得 : 


4 万 一 柬 (k 十 fa 有) 一 -TO = 一 于 区 27<0 ( 当 (m, 区 关 0) (8.2.73) 


于 是 , 当 (Pr， 力 ) 交 0 时 ，(at) 之 值 总 是 小 于 了 (的 。 自然 , 修正 方向 2 不 能 与 被 修正 
向 量 妇 相应 的 余 量 值 了 正 交 , 否则 4 = 0, 便 得 不 到 任何 改进 。 但 是 , 可 以 证 明 , 相应 于 修 
正 后 向 量 多 的 余 量 加 一 5 一 42, 必 与 修正 方向 正 交 。 这 是 因为 : 

(六 2) 一 (0 一 4 了) 一 (一 (4 十 训 aa) ， 力 ) 
一 (7， 力 ) 一 如 in(42D,， 7) 一 0 

从 上 述 简单 讨论 得 知 ， 只 要 修正 方向 2 不 与 被 修正 的 向 量 & 相应 的 余 量 ” 正 交 , 我 们 
总 可 以 使 冰 数 买 之 值 减 小 , 从 而 得 到 一 个 较 好 的 近似 解 色 。 人 们 自然 会 想到 ,函数 玉 之 值 
增加 最 快 的 方向 是 其 梯度 方向 ， 那么, 取 函 数 环 在 向 量 & 处 的 负 梯度 方向 ( 即 剩余 向 量 ) 作 
为 修正 方向 畏 似 乎 是 最 好 的 。 按 照 这 个 思想 导出 的 方法 就 是 所 谓 的 最 速 下 降 法 ， 其 计算 公 
式 很 容易 从 前 面 的 讨论 和 (8.:2. 72) 式 推 得 如 下 ; 


任 取 馈 始 问 量 2 
了 (一 太一 260) 
() eV) 
和 =0L2) (8.2.74) 


84c+1) 一 到 妈 必 十 困 人 


从 (8.2.73) 可 知 , 按 最 速 下 降 法 计算 一 步 , 函数 五 的 值 将 变化 4Fx 
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1 (人 0)， 信人) 
豆 T5 襄 79< 
由 此 可 见 ， 函 数 玉 之 值 将 单调 减少 直至 其 极 小 值 ， wo 亦 将 收敛 至 要 求 的 解 向 量 ws。 
然而 ， 理论 分 析 与 实际 计算 均 表 明 最 速 下 降 法 收敛 较 慢 。 特别 是 对 于 病态 的 方程 组 更 是 如 
此 , 因而 , 目前 最 速 下 降 法 使 用 得 较 少 。 
在 共 凶 斜 量 法 中 ,修正 方向 的 选择 是 按照 满足 所 谓 共 罗 关 系 的 原则 来 进行 的 .具体 来 说 ， 
从 初始 向 量 weo 出 发, 第 一 步 仍 取 负 梯度 方向 为 修正 方向 , 即 取 了 一 rm 一 一 Erad (aro)。 
于 是 有 


二 <0 (只 要 yz#0) (8.2.75) 


8 一 2 十 0 一 MO 十 Ore) 
| (pr 7O0) (0 2CD) (8.2.76) 
科 一 Co Fo 《Ja 7 
对 于 以 后 各 步 , 例如 第 大 步 (6 关 2) ,修正 方向 不 再 取 为 9 而 是 在 通过 点 wE- -2 并 由 
向 量 7 和 87 一 1 步 的 修正 方向 2 所 作 的 二 维 平 re- 了 
面 wx 内 ， 找 出 使 函数 不 减少 最 快 的 方向 作为 修正 方向 
pw。 如 图 8.10 所 示 ， 通 过 点 we? 并 由 向 量 Ye 2 和 
25 一 所作 的 二 维 平面 ro 与 史 维 椭 球 面 环 (oO) 一 下 (&2 7) 
相交 于 一 个 椭圆 (图 中 虚线 )。 由 于 2&& 是 在 通过 Ht-2 
沿 Pp% 9 方 向 的 直线 上 琐 数 王 之 极 小 点 , 所以, D4 3 必 
与 该 酉 圆 相 切 于 点 we -”"。 在 平面 me 上 郑 数 取 极 小 
值 之 点 显然 是 这 一 椭圆 的 中 心 妈 ， 所 以 ， 我 们 应 取 图 中 
通过 中 心 点 的 方向 pm 来 作为 修正 方向 。 这 一 方向 就 是 对 于 该 枯 圆 来 说 与 切线 Dp4- -3 共 
恩 的 方向 , 它们 将 满足 如 下 共 恩 关系 式 ( 见 [6] $.68): ， 
人 《 4442， 2p4-bD) 全 ( 有 2 47D0-1D) 一 0 (8. 2.77) 
由 于 22%) 属于 平面 ms， 所 以 , 它 可 玫 为 ?40 和 24% 0 的 线性 组 合 ， 且 7 的 系数 必 不 等 
于 零 。 将 其 适当 归 一 化 后 2 必定 可 以 表 为 如 下 线性 组 合 形式 ; 
及 0) 一 汪 4) 十 61200 (7 一 2， 3，4，…) (8.2.78) 
同时 , 从 po 与 p& 2 满足 共 配 关系 (8.2.77), 即 可 推 得 ; 二 
这 人 卉 GE-2 3 和 (8.2.79) 
在 这 样 确定 的 修正 方向 2 上 找 出 极 小 点 来 , 就 得 到 如 下 关系 : 1 
欠 人 ) We 到 一 十 0x 人 4) 


(一 工 ) (大 》 
me (一 2， 3， 和 …) 


以 上 这 些 就 是 共 斩 斜 量 法 的 主要 计算 步 又。 实际 计算 中 , 常 将 上 述 公 式 进行 一 些 简化 , 从 而 
得 到 一 个 形式 上 更 为 简单 与 对 称 的 计算 公式 。 
首先 , 从 (8.2.80) 有 : 
太一 硬 一 4 和 站- 一 4U-D 一 的 太一 GD 一 he A 力 @ (8.2.81) 
这 一 公式 可 以 用 来 递 推 地 计算 rr 虽 >。 由 于 4p 在 计算 or 人 所 以 不 必 将 8&e) 
再 代入 方程 中 去 计算 * 吧 , 因而 节省 一 些 计算 工作 量 。 
其 次 ,大 家 知道 we 是 函数 已 在 整个 平面 内 的 极 小 点 ; 向 量 ro 为 函数 正在 点 2 人 





(8.2.80) 
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处 的 负 梯度 向 量 。 从 前 一 事实 我 们 得 知 平面 mx 必 与 机 球面 瑟 (&) 一 (&c7) 相 切 于 点 We 。 
从 后 一 事实 得 知 rw 必 与 函数 五 的 等 值 曲 面 瑟 (t) 一下 (2) 正 交 于 点 2， 即将 与 平 
面 几 正 交 。 这 样 便 有 
1 (70D0， 人 4-D) 一 0 
(0，20r0) 一 0 (=2 3，4，…) (8.2.82) 
(人 -00， 帮 0) 一 0 
利用 这 些 关系 , 即 可 将 计算 et- 及 9 的 公式 进行 简化 。 
由 (8.2.82) 、(8.2.78) 知 ; 
(他 力作) ( 休 必 0)， 人 2)) 十 Ex -1 (人 0 有 2D) 一 (0， 全 1) 
所 以 ,从 (8.2.80) 有: 


(0D，YG2D) 
me 一 (一 1 2，…) (8.2.83) 


由 (8.2. 83) 和 作 的 正定 性 可 知 ， 当 ? 0 … 关 0 时 ,总 有 9%>0。 这 样 一 来 ， 从 (8.2.81)、 
(8.2.82) 又 可 得 : 





ee (8.2.84) 
以 及 (rw-D，47D-D) 一 二 [Ge 也 个 0-D) 一 《人 GD， 人 GE- 纪 )] 
NE Ge- 巧 ， 信 (3 
xz C 了 ) 
(了 -3D， 4pD4- 1D) -元 Ce -0D， 人 CE- 2 一 工 
Qx- 
所 以 , 我们 可 将 计算 er-i 人 
(PrG-D，yrGrD) 2 3 (8.2.85) 


ez 一 CE 末 ， 六 0 本) 
同样 , 当 Y8z-: 关 0 时 ,总 有 ex-i>0。 
综 上 所 述 ,利用 (8.2:83) 、(8.2.80)、 2.81) (8.2.85) 和 (8.2.78)， 我 们 可 将 共 上 斜 
量 法 的 计算 公式 归纳 如 下 ; 
人) 任 取 初 始 向 量 &' > 并 计算 
OO) 一 六 -42 用 由 = 了 0) 


(2) 对 于 4 一 二 2 … 重复 如 下 计算 ; 


(分 汪 1)， 信 尼 0)) 全)， 人 (1) 
0 je>a 
8) 一 2 十 0ze720 思 ( 一 他 1 十 6 1 人 
TY gr42 或 者 1r= 人 本 (8.2.86) 
6 一 直人 4 0 一 2 2 
D&tDTD) 一 分 (全 十 ex 力作 他 一 信 汪 1) 一 01o .20 


(三 ) 共 轰 斜 量 法 的 基本 性 质 
共 斩 斜 量 法 (8.2.86) 的 如 下 基本 性 质 对 于 理解 和 使 用 它 是 有 重要 意义 的 。 我 们 将 这 些 


性 质 归 纳 为 两 个 定理 。 





3D7 
定理 2.14 共 斩 斜 量 法 (8.2. 人 还 次 人 自问 量 9 人 一 2, …), 形式 一 个 共 瑟 
向 量 组 , 即 满足 关系 ， 


(DO，42D9) 一 0 《5 关 放 (8.2.87) 
逐次 剩余 向 量 *%(= 0，1，2, …) 形 成 一 个 正 交 向 量 组 , 即 : 
(frG，7r9)) 一 0 ( 头 作 (8.2.88) 


根据 这 个 定理 可 以 得 知 , m% 十 上 个 向 量 ro0，#00，…，Yo) 中 必 有 一 个 零 向 量 。 因 为 它们 
是 凤 维 空间 中 的 正 交 向 量 组 ， 其 中 非 零 向 量 的 个 数 是 不 可 能 超过 m 个 的 。 若 某 个 r=0， 
自然 其 相应 向 量 wo 就 是 要 求 的 解 向 量 WU*。 因 而 , 又 得 到 下 列 定理 。 

定理 2.15 按照 共 本 斜 量 法 (8.2.86) 最 多 计算 呈 步 (m 为 方程 组 的 阶 数 )， 便 可 得 到 方 
程 组 (8.2.1) 的 真 解 &*。 

定理 2.14 的 证 明 可 以 用 归纳 法 来 进行， 下 面 我 们 将 其 简 述 之 。 


归纳 法 的 假设 为 : 
在 第 庆 步 人 > 了 计算 后 ,如 下 关系 成 立 : 
(re 70) 一 0 4)0< 记 入 肋 (8.2.89) 
(20，420) 一 0 zs 人 7 从 (8.2.90) 
且 0，70，。， 全 () 均 不 为 零 向 量 。 
归纳 法 的 结论 为 
向 量 7 2 应 满足 如 下 关系 ; 
(20 pp) 一 0 (= 二 2 ee (8.2.917 
ee Y 9 一 0 (一 0 1， 2， . 帮 ) (8.2.92) 


证 明 ， 当 了 一 人 时 ， 按照 Dot 的 定义 (8. 2. 78) 和 (8. 2.79) 容易 推 知 (8.2. 9 是 成 立 的 。 
当 1<j< 时 ,从 (8.2.86) 和 (8.2.90) 得 知 ， 
(了 arD，4D0) = (0，420)) 十 ez( 及 0， 人 DG) 一 (fr 4p9) 
再 从 (8.2.84) 即 得 : 
(pa+D，4Do) 一 了 [(r 79)) 一 (700，Yrd- D] 


由 归纳 法 假设 和 4 盖 0， ES 于 是 (8.2.91) 得 证 。 
同时 , 由 共 思 斜 量 法 的 计算 公式 (8.2.86)， 可 以 得 到 : 
(9 9 人 )) 2 (人 0)， 9 人 9)) 一 0ztl (DCtT， 人 d) 
去 (ro)， 人 9)) 一 gui 人 4D0rD， 有 eljpOd)) . (8.2.93) 
当 了 一天 时 ,由 此 立即 推 得 : 
(人 +， 人 ()) 六 (人 0)， 信人 )) 一 gz+1 (4P4tT， 224+D) 一 0 
当 工 sj<4 时 ，(8.2.93) 变 为 
， 人 人) 一 gx+1 [(4PD(z+l， 20440D) 一 55(4DC， 20))] 
= 一 ozo[( DetD，42D0+2D) 一 oj 人 2cxtD，4D0)] 
由 前 面 已 证 明 的 (8.2.91) 式 ， 我 们 立即 得 知 上 式 为 零 
当 j=0 时 , 因为 区 中 一 *o， 所 以 (8.2.93) 变 为 : 
Co YO0)= 一 geri( Dr 2o) 
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从 (8.2.91) 亦 知 其 为 零 , 这 样 , (8.2.92) 就 得 以 证 明 。 

此 外 , 当 上 = 工时 ,读者 易于 直接 验证 (8.2.89) 的 正确 性 , 至 于 (8.2.90) 则 无 需 验证 。 所 
以 定理 的 结论 当 8&= 工 时 是 成 立 的 。 这 样 就 完成 了 定理 2.14 的 证 明 。 

上 述 两 个 定理 说 明 ， 共 辊 斜 量 法 本 质 上 是 一 种 直接 解法 。 它 在 有 限 步 (不 多 于 wm 步 ) 内 
即 可 求 得 真 解 。 实 际 计算 中 , 由 于 有 舍 入 误差 存在 , 逐次 剩余 向 量 *q) 间 不 能 精确 满足 正 交 
关系 ,所 以 , 一 般 来 说 rw? 关 0。 并 且 , 系数 矩阵 愈 病态 , ro) 偏离 零 向 量 愈 远 。 但 是 ， 共 酸 斜 
最 法 的 计算 公式 具有 和 迭代 格式 的 特点 , 我 们 也 可 以 把 它 看 作 一 个 迁 代 解法 。 如 果 计 算 ” 步 
后 rw 头 0, 还 可 用 weo) 作为 向 量 wk-2， 继续 计算 下 去 。 由 于 每 计算 一 步 时 只 要 80 关 0， 函 
数 王 的 值 都 将 碱 少 , 所 以 , 这 样 继续 计算 下 去 , 直到 由 于 舍 入 误差 影响 使 得 解答 不 能 改进 为 
下 ,总 可 以 得 到 一 个 更 好 的 近似 解 。 此 外 , 许多 情况 下 系数 矩阵 并 不 十 分 病态 , 我 们 往往 不 
需要 计算 m% 步 , 余 量 7 便 已 充分 小 , 这 时 就 可 停止 计算 , 而 将 对 应 的 向 量 &w) 作为 近似 解 。 
应 该 指出 , 余 量 rz 的 模 通常 不 是 单调 下 降 的 。 尽 管 如 此 , 实际 计算 时 , 一 般 还 是 根据 余 量 
的 大 小 来 判断 是 否 停止 计算 。 

对 于 系数 矩阵 为 高 阶 稀 朴 抢 阵 的 问题 ， 花 斜 量 法 是 一 个 有 效 的 方法 。 由 于 主要 工作 
量 是 需要 完成 4.z 型 的 运算 , 所 以 , 不 必 存 放 系数 矩阵 4 的 全 部 元 素 , 仅 需 保存 或 由 机 器 
在 计算 过 程 中 临时 产生 其 非 零 元 素 即 可 。 同 时 ,计算 经 验 表明 ,对 于 不 是 非常 病态 的 问题 ， 
此 法 收敛 较 快 。 一 般 来 说 , 所 需 和 迭代 的 次 数 远 小 于 和 抢 阵 的 阶 数 ww 对 于 比较 病态 的 问题 ， 重复 
足够 多 次 迭代 ( 选 代 次 数 有 时 可 能 等 于 阶 数 m“ 的 3~5 倍 ) 后 , 一般 也 能 得 到 满意 结果 。 特 别 
是 使 用 共 斩 斜 量 法 时 ,不 需要 估计 和 抢 阵 特征 值 的 上 下 界 和 某 些 迁 代 参数 , 这 也 是 一 个 重要 的 
优点 。 其 主要 缺点 是 需要 3n( 或 徊 ) 个 工作 单元 来 存放 逐次 的 向 量 ro .pa um( 或 42Dm)。 
此 外 ,每 步 的 计算 量 也 较 大 些 。 后 一 侧 点 往往 由 其 欠 代 次 数 的 减少 而 得 到 弥补 。 在 目前 计 
算 机 存储 量 已 不 是 很 小 的 情况 下 , 前 一 缺点 也 不 是 十 分 重要 的 ,特别 是 比 起 其 它 直接 法 来 说 
更 是 如 此 。 目 前 , 共 生 斜 量 法 是 高 阶 稀 朴 矩阵 问题 中 的 比较 常用 的 方法 之 一 。 

共 生 斜 量 法 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 程序 13。 


$8.3 线性 矛盾 方程 组 的 最 小 二 乘 解法 

本 节 简 单 讨论 一 下 在 计算 机 上 行 之 有 效 的 解 线性 矛盾 方程 组 的 方法 。 这 类 问题 在 实践 
中 是 经 常 遇 到 的 。 例 如 , 从 m 个 已 知 值 &( 测 量 值 或 其 它 ) 决 定 m 个 未 知 量 wy 的 问题 , 只 要 
已 知 值 的 个 数 汪 大 于 唯一 决定 未 知 量 由 所 必需 的 方程 数目 mw， 就 会 得 到 一 个 矛盾 方程 组 。 
在 一 定 条 件 下 , 把 所 得 的 方程 组 线性 化 , 就 得 到 线性 矛盾 方 程 组 。 大 地 测量 问题 、 曲 线 拟 合 
问题 以 及 某 些 统计 计算 问题 等 , 均 属于 这 个 类 型 。 

未 知 量 wm 与 已 知 值 d% 本 来 应 该 严格 满足 某 些 方程 式 ， 但 由 于 已 知 值 总 是 包含 有 误差， 
并 且 方 程 个 数 多 于 未 知 数 个 数 ， 所 以 这 些 方程 式 中 必 有 矛盾”。 为 了 解决 “矛盾 ”在 确定 
时 需要 考虑 各 方程 的 剩余 量 ， 并 使 这 些 剩余 量 符合 某 种 意义 下 的 极 小 性 。 一 般 可 以 采取 
使 剩余 量 的 最 大 绝对 值 为 最 小 的 原则 ( 即 切 比 雪夫 原则 ) 或 使 剩余 量 的 平方 和 为 最 小 的 原则 
( 即 高 斯 原则 , 又 称 为 最 小 二 乘 原则 ) 来 决定 未 知 数 w%。 由 于 已 知 值 中 的 误差 (例如 测量 误差 
等 ) 通 常 将 满足 所 谓 高 斯 分 布 , 此 时 ,用 最 小 二 乘 原则 求 得 的 解答 必 将 具有 最 小 方差 。 所 
以 , 从 概率 论 的 角度 来 说 , 最 小 二 乘 原则 是 有 其 根据 的 。 同 时 , 从 计算 的 角度 来 看 , 最 小 二 乘 
原则 的 处 理 也 更 为 简单 和 易于 接受 , 故我 们 这 里 只 讨论 最 小 二 乘 原 则 。 





“8.8.1 法 方程 组 的 建立 


假定 我 们 要 求解 如 下 线性 矛盾 方程 组 ; 
cn 十 cla0a 十 … 十 Camzm 十 矶 一 0 
cl 十 Cos0s 十 。…… 十 ComZm 十 人 一 0 


和 


ca 十 Cra0s 十 … 十 Com0m 十 加 一 0 
其 中 d 为 已 知 值 , 系数 cy 亦 为 已 知 量 ，2 为 待定 的 未 知 数 , 采用 怎 阵 符号 可 以 囊 为 : 
cz+d=0 (8.3.2) 
矩阵 c 为 册 Xmm 长 方 阵 ， 其 元 素 为 cu， 并 且 假 定 矩 阵 c 的 秩 为 m。2 为 待 求 的 吧 维 解 向 量 
(cz om)53 为 已 知 的 m% 维 向 量 (@，do，…，0o) 。 
由 于 上 述 方程 组 中 包含 着 "矛盾 "， 因 而 , 严格 说 来 对 于 任何 2(8.83. 均 不 会 成 为 真正 
的 等 式 。 为 此 ,我 们 引入 剩余 量 , 并 把 方程 写 为 : 
CX 十 @ 一 户 丰 = ( 广 ， Fa， (8.3.3) 
一 般 来 说 , 有 无 穷 多 种 了 的 取 法 均 可 找到 相应 的 w, 使 上 式 成 为 严格 的 等 式 。 所 谓 采 用 最 小 
二 乘 原则 来 决定 向 量 w， 就 是 要 求 找 出 使 挛 . 太 最 小 的 解答 w。 这 时 ,2 将 唯一 地 确定 ， 因 
而 相应 的 卸 亦 唯一 确定 。 我 们 就 把 这 样 求 得 的 解 向 量 2 称 为 (8.3. 也 的 最 小 二 乘 解 。 从 
户 .j=min 的 条 件 可 以 导出 最 小 二 乘 解 ” 所 应 满足 的 方程 组 。 通 常 称 这 种 方程 组 为 法 方 
程 组 。 
现在 就 来 建立 法 方程 组 , 这 时 有 : 


> 疡 =.F- (cz+a)r (cea) =wrericm-Hxrcrd-Hard (8.3.4) 
# 一 


这 是 一 个 必 的 二 次 函数 ， 如 果 我 们 求 出 这 个 函数 的 各 个 偏 微 商 ， 令 其 为 零 , 并 仿照 88.2.5 

的 讨论 ， 便 可 得 到 要 求 的 法 方程 组 ,但 是 这 里 有 更 条 单 的 处 理 办 法 。 共 间 和 计生 全 全 志和 下 

(8.3.4 右 端 应 等 于 : 

(crecwY Tecrd)rv (crc)- (crw-crG) 一 Crc(crc)-crd 二 cdIC 

同时 ， 可 以 证 明 当 和 扼 阵 ce 之 秩 为 胃 时 ，cxc 为 正定 抢 阵 。 这 是 由 于 (crcw，2Z) = (CZ，CZ) 

为 非 负 二 次 型 ,并 且 仅 当 ecw=0 时 才 为 零 。 但 因 .c 之 秩 为 m, 从 cr=0 将 得 出 一 0。 所 以 

可 以 得 知 (crcw，w) 为 正定 二 次 型 , 即 cre 因而 (crc) 一 为 正定 抢 阵 。 这 样 一 来 ， 由 上 式 的 

后 两 项 与 w 无 关 , 第 一 项 又 应 非 负 ,， 知 其 极 小 值 必 在 其 第 一 项 为 零 , 即 ccw 十 cd= 0 时 达 

到 。 全 生 全 / .f 达 极 小 的 未 知 量 z 亦 即 最 小 二 乘 解 应 满足 的 法 方程 组 
Eee = 一 0 (8.3.5) 


Co>m) (8.3.1) 


8.8.2 法 方程 组 的 求解 


法 方程 组 的 系数 矩阵 44= ec 是 对 称 正定 的 , 因而 , 本章 8$8.1 与 88.2 中 所 讨论 的 很 
多 方法 都 可 以 用 来 求解 它 。 例 如 ,，$8.1 讨论 的 各 种 直接 法 中 ,我 们 可 以 采用 平方 根 法 ,8 8.2 
讨论 的 各 种 选 代 法 中 , 可 以 采用 逐次 松弛 法 和 共 懋 斜 量 法 等 。 但 是 , 由 于 法 方程 组 本 身 的 某 
些 特点 , 直接 使 用 上 述 方法 有 时 会 得 出 不 好 的 结果 。 因 此 , 还 需 对 如 何 求解 法 方程 组 的 问题 
作 进 一 步 的 讨论 。 
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法 方程 组 (8.3.5) 区 旭 于 一 般 方程 组 的 特点 有 两 个 。 其 一 是 形成 其 系数 垂 阵 4 时 需 作 
矩阵 乘积 cr.c， 这 不 仅 会 引入 某 些 舍 入 误差 , 增加 一 些 运算 量 ; 而 且 月 时 还 会 破坏 原来 失 阵 
2 的 某 些 有 用 的 特殊 形状 。 其 二 是 其 系数 抢 阵 4=c' …c 往往 是 对 于 解 方程 组 来 说 的 病态 
符 阵 。 前 一 个 特点 是 明显 的 , 后 一 特点 可 从 下 述 例子 与 定性 说 明 中 得 知 。 

[例子 ] 考虑 从 从 二 个 给 定点 上 的 函数 值 mw 去 确定 一 个 %(< 刀 ) 阶 多 项 式 的 问题 。 
如 果 给 定 的 点 为 ( 信 =1): 
一 一 6， 一 5，…， 一 二 1，2，…，5, 6 

要 求 确 定 8 次 多 项 式 p(z) = ao 十 aiZ 十 gsz2 十 … 十 aas 的 系数 wo 则 应 有 : 

Co 十 0 十 63 好 十 十 0 个 一 Of (一 1 2 …，12) 
或 者 写 为 : CC 一 9 
相应 法 方程 为 : 
4C 王 crcC 一 CI》 
其 中 和 抢 阵 ec 之 元 素 mr= 字 。 
这 样 便 有 如 下 条 件数 估计 ， 


P(4) = P(erc) = Jaazkcre) max(az) ， 


0 1 
Escscy > TO 4.96 x10 


所 以 , 按照 $8.1 所 列举 的 误差 估计 式 (8.1.59), 在 字 长 为 十 一 位 十 进 制 数 的 计算 机 上 求解 
上 述 问题 的 法 方程 组 crcw = cr9 时 , 可 能 会 得 出 完全 错误 的 结果 。 

显然 ,上述 例子 中 的 法 方程 组 可 以 说 是 “病态 的 ,因而 ， 其 求解 有 一 定 困 难 。 原来 的 予 
盾 方 程 组 并 不 十 分 “病态 ”, 为 什么 其 法 方程 组 变 为 “病态 的 ” 呢 ? 这 里 仅 给 予 一 些 粗略 说 明 。 

原来 的 矛盾 方程 组 cg 二 &= 0 的 病态 程度 (即将 其 系数 系 阵 或 自由 项 作 微小 改变 后 , 其 
解答 变化 的 程度 ) 在 一 定 条 件 下 可 用 下 列 方式 定义 的 条 件数 x(c) 来 近似 地 衡量 : 

%(O) 一 Za ov 2/mim oz 有 ls 一 pa (8.3.6) 

其 中 让 = vamaz(eo) ， 几 一 WAXmin(orc) 。 

也 就 是 说 , 若 给 挎 阵 e 及 自由 项 中 以 微小 变化 sc 和 8d, 则 在 一 定 条 件 下 , 其 最 小 二 乘 
解 和 的 变化 So 将 满足 下 列 形 式 的 不 等 式 : 


aclylzla<x(c) (三才 是 和 全) (8.3.7) 
但 是 , 若 将 问题 化 为 求解 法 方程 组 时 , 可 以 验证 其 系数 矩阵 盘 的 条 件数 将 为 : 
了 (4) 一 PC ec) 一 ap 一) (8.3.8) 


所 以 ,一 般 来 说 ， 化 为 法 方程 组 后 其 系数 矩阵 的 条 件数 将 变 为 原来 的 平方 ， 即 “病态 "程度 将 
大 大 增加 。 正 是 由 于 这 个 原因 ， 许 多 本 来 不 太 “ 病 态 ” 的 问题 ， 化 为 法 方程 后 就 变 得 相当 病 
态 。 自然 , 上 述 的 说 明和 所 得 结论 均 是 很 粗略 的 。 详细 的 严格 论证 ， 可 以 参看 [2 人 ] 的 第 五 
段 。 

由 于 法 方程 组 的 这 一 特点 ， 有 必要 采用 具有 更 高 数值 稳定 性 的 计算 方法 来 解决 问题 。 
目前 , 一般 使 用 镜像 映射 法 和 正 交 化 法 ,并 已 获得 了 很 好 的 效果 。 下 面 将 讨论 这 两 个 方法 。 
此 外 , 实践 中 也 有 许多 问题 的 法 方程 组 并 不 是 十 分 病态 的 , 这 时 , 仍 可 使 用 8$8.1 或 88.2 中 
的 某 些 解法 。 为 了 避免 得 出 cr.e 的 运算 , 此 时 我 们 可 将 原来 的 计算 公式 加 以 变形 。 共 罗 斜 
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量 法 最 适宜 于 达到 这 个 目的 ,计算 实践 也 证 明 其 数值 效果 良好 。 它 将 在 正 交 化 法 之 后 给 以 
讨论 。 至 于 其 它 解法 , 可 以 人 参见 本 章 的 前 两 节 。 

(一 ) 镜像 映 射 法 

我 们 知道 ， 正 交 变 换 下 任何 向 量 的 欧 氏 长度 是 不 改变 的 。 因而 ， 著 @ 为 xn 正 交 拓 
阵 , 则 有 ; 

le+eczls=1eQ' (Ercz)ls= 一 [Gd+teczl (8.3.9) 

于 是 , 寻求 使 1d 二 czl。 极 小 的 解答 z 的 问题 与 求 出 使 1Qa +Qczrh 极 小 的 解答 是 等 价 的 ， 
而 这 一 解答 正 是 我 们 所 要 求 的 最 小 二 乘 解 Y。 

如果 我 们 能 够 找到 一 个 正 交 竹 阵 @@, 使 得 : 


民 4 缠 双 了 
Q@Q.c 尺 = -人 (| (8.3.10) 
0 


其 中 玉 为 加 xm 上 三 角 型 矩阵 。 再 将 和 = Q@.d 的 前 弃 个 分 量 记 为 e， 后 (na 一 mm) 个 分 量 记 
为 9, 那么 便 有 : 


1d+eczj:= (oj= + . 


显然 ，(8.3.11) 的 极 小 值 应 在 2= 一 尺 -+se 时 达到 ， 且 极 小 值 为 (9g7.g)723。 由 于 如 为 
呈 X 亿 上 三 角 型 矩阵 , 所以, 计算 吾 -+.e 是 很 简单 的 [ 见 (8.1.7)]。 于 是 ,不 需 经 过 法 方程 组 
(8.3.5) ,而 只 要 直接 解 一 次 三 角 型 方程 组 妨 z-+e= 0, 便 可 求 出 所 要 求 的 解答 w。 

满足 (8.3.10) 要 求 的 正 交 矩阵 @ 比较 容易 找到 。 8$ 8.1 中 讨论 的 镜像 映射 矩阵 即 可 用 
来 达到 此 目的 .以 上 这 些 就 是 镜像 映射 法 的 基本 概念 。 按 照 8.1.6 节 中 的 具体 作法 ,我 们 找 
出 一 系列 镜像 映射 矩阵 丽 来 左 乘 矩阵 c, 即 可 将 其 化 为 (8.3.10) 的 形状 。 只 是 现在 要 处 理 
的 矩阵 c 为 m%xmm 的 长 方 阵 ， 因 而 逐次 变换 矩阵 丽 仍 为 mxwm 乍 阵 ， 但 变换 总 次 数 则 为 m 
次 。 所 以 , 经 记 次 变换 后 我 们 就 有 : 


5 4 纪 勾 静 
民 = 殖 … 古 万 Bec 一 ae 
0 


(8 一 纹 )X 税 





一 [( 民 ze)7. ( 吏 Z+Te) 二 9.g9] 1 (8.3.11) 





( 环 一 融 )X 隐 


(8.3.12) 


| 
9 jnm 
这 样 ,@ 一 丽 , 丽 。……… 丽 * 古 。 若 令 c 一 co dd 完全 仿照 (8.1.34) 式 的 符号 记 法 
和 推导 过 程 , 即 可 得 出 如 下 计算 公式 : 
人 2 的 
一 (0，…，0，c 央 sign(o 乱 ) az， 生生 )7 
Cox 一 20x。 +) 
腕 一 208.co/on 
一 2208CX)/oz 
CT+I) 下 Ci) 一 红 。 人 
CoxD 一 CD 一 2 
(有 一 1 2，…，70) 


(8.3.18) 
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最 后 即 有 ， 忘 =co+rb， CC 一 CoxD 
注意 到 名 的 后 m 一 mm 个 分 量 的 平方 和 就 是 (8.3.3) 中 的 匀 甩 的 极 小 值 [参见 (8.3.11， 


在 求解 过 程 中 我 们 很 容易 同时 算出 它 , 无 需 将 解答 代入 原 方程 (8.3.3) 去 重新 计算 。 

本 章 最 后 所 附 的 程序 14 便 是 用 镜像 映射 法 解 线性 矛盾 方程 组 的 算法 语言 程序 。 

《二 ) 正 交 化 法 

可 以 用 所 谓 格拉 姆 - 施 密 特 (Gramm-Sohmidt) 正 交 化 过 程 (以 后 简 记 为 G-8 过 程 ) 来 求 
线性 矛盾 方程 组 (8.3.1) 的 最 小 二 乘 解 w。 

将 G-8 正 交 化 过 程 用 于 和 矩阵 c 的 各 列 co 便 可 得 出 一 个 列 正 交 ( 且 规 一 化 ) 的 同 维 矩 阵 
8g。 其 具体 步骤 如 下 : 

(了 将 ci 规 一 化 ,作为 8 的 第 一 列 sl: 

Si 一 Cl/7ii， 人 1 一 Acaecr 
(2) 对 于 8 一 2，3，…， 风 按 下 列 公 式 求 出 8 的 第 大 列 sk 


1 一 cx: 一 篇 moy 17p 一 SCz (〈(7 一 1 2，…， 7 一 |) 


Sz 一 Dj]Yxii Yi 一 \/ 贾 . 
注意 到 向 量 包 r 是 与 8i，8ga，…，sx-l 诸 向 量 正 竟 的 。 所 以 , 鸡 将 是 与 si，8a，…，8Szx-i 正 
交 的 规 一 化 向 量 。 本 
把 上 述 过 程 改 写 一 下 即 得 ; 
C1 一 1181 
C3 一 人 1381 十 Ia98> 
Ca 一 91381 十 7as83 十 as83 


Cn 一 91mS1 十 amS3 十 … 十 IonSm 
用 和 矩阵 符号 即 可 记 为 ; 
C 一 仿 . 民 (8.3.14) 
其 中 , 如 = [7g] 为 吧 x 和 上 三 角 插 阵 ; 仿 为 xm 列 正 交 ( 规 一 ) 乍 阵 , 即 87.S= 了 。 
从 (8.3.14) 可 知 ，G-8 过 程 用 于 和 矩阵 c 之 各 列 时 ， 相 当 于 将 c 分 解 为 列 正 交 阵 和 上 三 
角 阵 的 乘积 。 将 分 解 式 (8.3.14) 代入 法 方程 组 (8.8.5), 便 得 到 : 
民 7STSRO 二 天 一 0 
由 于 < 的 秩 为 mw, 矩阵 玉 应 为 非 奇 的 ,用 ( 玉 )- 左 乘 上 式 两 庙 即 得 : 
ERZSTCd=0 (8.3.15) 
所 以 , 求 得 玉 和 人 .da 后 ,只 需要 解 一 次 三 角形 方程 组 (8.38.15) 即 可 求 得 最 小 二 乘 解 。 
实际 使 用 G-8 正 交 化 过 程 时 ， 发 现 前 述 的 计算 格式 ( 即 每 次 将 ec 的 一 列 cs 加 入 到 前 面 
求 得 的 正 交 向 量 组 9. 中, 并 保持 未 加 入 的 cs 各 列 不 变 者 ) 数 值 稳定 性 较 差 。 因 而 , 目前 采用 
精度 高 得 多 的 所 谓 “ 修 改 的 GH8 正 交 化 过 程 “。 其 具体 计算 步骤 如 下 : 
(四 将 cq=c 的 第 一 列 c) 规 一 化 作为 念 的 第 一 列 8i: 
81 一 CD/ai 9 一 AcE，cTD) 
然后 ,将 将 co 的 第 2 至 和 列 分 别 与 8: 正 交 化 , 得 出 向 量 组 : c 包 ，c 吕 ，…，c9。 即 是 说 ， 
令 : 
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C 儿 一 c 风 一 r1830 00 一 (SCcP) (一 2 3，…，7) (8.3.16) 
(2) 类 似 于 步骤 ( 贡 ， 对 于 不 =2，3，…，m, 执行 下 列 运 算 ， 
8 一 CO] 一 (ci 和 ，C8) 
CY 一 C 久 一 9 8 YU 一 (Se cp) (=81 二 2 mm) (8.3.1) 
便 得 到 正 交 规 一 化 的 向 量 组 sz( 丰 一 2，…，m)。 
《3) 计算 SC， 并 解 三 角形 方程 组 : 
玉 z 二 SC-0， 羽 = [nj] (8.3.18) 
即 得 最 小 二 乘 解 = 一 玉 -S7.d。 
在 计算 sz 时 ,也 可 以 在 c 久 (7= 克 有 二 二 …， 加 ) 中 挑选 一 个 模 较 大 者 来 作为 c 吕 (进行 
列 交换 )。 这 样 ， 处 于 分 母 上 的 "mx 将 有 较 大 的 模 ， 有 利于 控制 含 入 误差 的 增长 。 这 一 措施 
叫做 选 主 列 。 对 于 镜像 映射 法 也 可 作 类 似 处 理 。 计算 实践 表明 ,这 样 作 对 精确 度 提 高 并 无 
太 大 好 处 , 反而 使 程序 复杂 化 和 增加 运算 量 , 所 以 , 实际 计算 中 常常 不 采用 选 主 列 措施 。 
修改 正 交 化 法 解 线性 矛盾 方程 组 的 算法 语言 程序 可 见 本 章 最 后 的 程序 15。 
正 交 化 法 或 镜像 映射 法 与 对 于 法 方程 组 使 用 平方 根 法 求解 有 密切 的 关系 。 在 表 8.1 中 ， 
对 照 地 列举 了 两 个 方法 的 计算 步骤 。 


表 8 
法 方程 组 平方 根 法 正 交 化 法 
如 =cT.c; 0 一 czT.d 
4xz 十 5=0( 法 方程 ) 
人 一 如 7 . 琉 ( 平 方 根 分 解 ) c 一 人 . 忌 

正 交 化 过 程 

玫 7V 十 0 一 0( 解 中 间 变 量 ) .9 一 一 74 
及 z 一 9 一 0( 回 代 ) x 一 9 一 0( 回 代 ) 





从 表 中 可 以 看 出 ,两 个 方法 的 计算 步骤 是 有 类 似 之 处 的 。 实际 上 可 以 证 明 两 个 方法 中 的 
”上 抑 阵 玉 是 相同 的 ， 回 代 过 程 亦 完全 一样。 证 明 很 简单 ， 若 在 正 交 化 法 中 有 c=S. 尺 ;， 则 
4 crc 一 RS7.S. 玉 :一 玉民 。 但 在 平方 根 法 中 亦 有 分 解 式 4= 慌 ?. 玉 2。。 从 分 解 式 的 
唯一 性 很 容易 推 知 ， 玲 := 玲 :。 此 外 , 平方 根 法 中 的 向 量 9g= --( 民 0D)-1.0= 一 尼 -Tcr.d 
一 一 玉民 "Srd 一 一 SC 一 9g。 所 以 ,两 者 的 回 代 过 程 也 完全 相同 。 这 样 , 我 们 可 以 认为 两 
个 方法 在 数学 上 是 等 价 的。 但 是 , 从 数值 计算 的 角度 来 看 , 两 个 方法 却 有 本 质 的 差别 。 前 面 已 
经 提 到 , 化 为 法 方程 组 后 , 系数 抢 阵 的 条 件数 了 (4) = x(c)2 故 其 病态 程度 大 为 增加 。 而 在 正 
交 化 法 (或 镜像 映射 法 ) 中 ， 只 需要 求解 一 次 三 角形 方程 组 ;, 丸 --g= 0, 其 系数 矩阵 的 条 件 
数 也 ( 尽 ) = [Masz( 尼 7. 尼 ) /uin( 民 7 屁 )]12 一 [asx( 玉 7S7S 展 ) /Na( 玉 7.S7S 民 )]12 一 x(0S 尼 ) 
一 x(c)。 即 保持 条 件数 不 变 。 这 样 ， 我 们 就 避免 了 处 理 更 为 病态 的 法 方程 组 的 步骤 。 所 
以 , 正 交 化 方法 (或 镜像 映射 法 ) 从 数值 计算 方面 来 说 较为 优越 一 些 (注意 ! 严格 说 来 , 前述 
结论 只 在 与 最 小 二 乘 解 ” 相应 的 剩余 量 y 的 模 很 小 时 才 成 立 。 当 原来 方程 组 中 的 “矛盾 ” 
较 大 ， 即 y 较 大 时 ,， 正 交 化 法 或 镜像 映射 法 中 所 得 解 w 的 相对 误差 仍 与 x(c)2 有 关 , 详 匈 
[22] )。 计 算 实践 也 表明 正 交 化 法 和 镜像 映射 法 的 数值 稳定 性 较 高 , 特别 是 当 剩 余 量 了 的 模 
较 小 时 ( 即 原 方程 组 中 的 “矛盾 ?不 大 时 ) 正 交 化 法 或 镜像 映射 法 的 精确 度 比 直接 解法 方程 组 
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的 各 种 直接 法 高 得 多 ( 详 见 [23] )。 综 上 记述, 在 解 线性 矛盾 方程 组 时 , 应 该 十 分 注意 问题 的 
提出 和 数据 的 加 工 , 以 便 使 得 所 形成 的 矛盾 方程 组 中 “了 矛盾 ”尽量 地 小 。 然 后 , 再 用 镜像 映射 
法 或 正 交 化 法 求解 所 得 的 矛盾 方程 组 。 这 样 ,一 般 来 说 是 可 以 获得 满意 结果 的 。 
最 后 还 要 指出 , 利用 正 交 化 法 中 的 分 解 式 c= 人 如 , 还 可 以 求 出 一 些 有 用 的 结果 。 例 如 ， 
det(cT ec) 一 (aloyss。egon)2 
(er.c)-- (ERrSr.SP)-: 一 慌 -:. 屁 -z 
由 于 玉 是 上 三 角形 和 矩阵， 如 下 格式 还 可 以 同时 算出 召 -!: 及 (cr.c) 开 的 元 素 。 为 简单 
起 见 , 现 以 三 阶 和 矩阵 为 例 来 加 以 说 明 ; 
信 (cr.ej-:- 玉 


则 从 (8.3.19) 第 二 式 有 : 


(8.3.19) 








民 -- 尽 -7 
注意 到 互 为 对 称 矩 阵 ， 慌 -7 为 下 三 角 矩 阵 , 其 对 角 线 元 为 /ru 故 对 于 三 阶 情形 ,我 们 有 ， 
本 
1 9 913 1 | 21 049 013 II1 
0 ss | 攻 sa3 03ss | 一 | 了 二- 
0 0 9 33 213 0V33 033 可 1 
al 1 一 - 
中 9-33 
首先 可 以 从 下 式 解 出 互 的 第 3 列 ， 
13 
玉 .| zas |= 
033 
33 
然后 , 应 从 下 式 解 出 下 的 第 2 列 ， 


019 
二 EL 
人 33 
Ra 


但 由 于 za 已 求 得 (所 以 妃 s 一 aaaeras 亦 为 已 知 ) ,这样 , 从 上 式 可 以 直接 求 出 ma，zss。 完 全 
类 似 地 ， 由 于 zis、 13 已 求 得 ， 故 有 Bi 一 33 "13; 及 31 一 Tss013 十 933013， 于 是 我 们 可 以 从 下 式 
解 出 下 的 第 一 列 第 一 个 元 束 VC1l: 





工 
XI11 2 
了 
玉 *| ZW13 | 一 丸 。 
13 玉 ， 


上 述 计 算 det(crc) 和 (crc)-: 的 办 法 ,在 某 些 统计 计算 问题 中 是 有 用 处 的 。 

(三 ) 共 度 斜 量 法 

8.2.5 节 中 讨论 的 共 力 斜 量 法 可 以 用 来 求解 法 方程 组 (8.3.5)。 当 法 方程 组 的 系数 和 拖 
阵 不 是 非常 病态 时 ,其 收敛 速度 和 精确 度 均 是 较 高 的 。 特别 是 当 抢 阵 c 是 高 阶 的 稀疏 矩阵 
时 , 采取 适当 修改 措施 后 , 巷 斜 量 法 的 计算 公式 中 可 以 避免 形成 法 方程 组 系数 插 阵 crc 的 
运算 ,而 仅 需 作 和 矩阵 e 与 某 些 向 量 的 乘积 。 即 是 说 , 我 们 可 以 保持 系数 矩阵 c 的 稀 玻 特点 ， 
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更 有 效 地 处 理 高 阶 问 题 。 因 而 , 共 胞 斜 量 法 在 求解 线性 矛盾 方程 时 是 经 常 使 用 的 。 下 面 ,我 
们 就 来 导出 修改 后 的 蕉 罗 斜 量 法 的 计算 公式 , 并 对 其 作 简单 讨论 。 
显然 , 共 生 斜 量 法 中 的 主要 计算 量 花 费 在 计算 Lp 上 ， 而 42D” 在 计算 公式 中 共 出 现 
两 次 ( 见 (8.2.86))。 在 计算 (4pw 2) 时 ,， 因 如 = cc, 自然 可 以 化 为 (cp …，cB' ) 的 形 
式 , 从 而 避免 算出 cr.c。 计 算 ro 的 公式 则 可 换 为 G 
7 一 Cr) 一 cr(coD 十 GD) (8.3.20) 
由 于 Z 一 WU-D 十 oke200， 所 以 cz 一 COZ4-D 十 ooecg。 将 此 式 两 端 均 加 上 C， 针 可 
.看 出 太 ” 就 可 用 如 下 递 推 公式 计算 ; 
Ji)=FueDox (Cc 7) (8 .3.21) 
有 了 je 后 ,用 (8.3.20) 即 可 求 出 r%, 因而 , 也 吕 免 了 计算 c"c。 所 以 ,用 共 肛 余 量 法 解法 
方程 组 crcw 十 cd =-0 的 计算 公式 可 以 归纳 为 : 
了 选择 初始 向 量 zx), 并 计算 Jow= cz 十 胃 
2) 对 于 X=1， 2，… 计算 下 列 各 式 ; 
信 (-3 一 CT。 丰 4- 


GD rt-J) 
2 (>9) 


6 
wo- 人 7 2 
全 一 fk-D-Her iD-D (2) (8.3.22) 


(9 一) (1)) 
(DO 一 和 -3 十 dz。 2 
了 0) 到 了 -3 十 gx。 CD 用 避 上 
上 述 算法 在 数学 上 与 对 于 法 方程 组 直接 使 用 共 印 斜 量 法 (8.2.86) 是 等 价 的 。 因而 , 车 
不 考虑 舍 入 误差 的 影响 , 最 多 计算 m 步 就 得 出 真 解 。 此 外 , 还 可 以 证 明 它 有 如 下 重要 性 质 : 
定理 3.1 由 共 图 量 法 (8.3.22) 计 算 而 得 的 误差 向 量 序列 {j”}, 其 模 必 定 是 严格 地 
单调 减 小 的 。 
证 明 :， 从 (8.3.22) 中 涛 ”的 递 推 公式 , 容易 得 到 ; 
(Jo je 一 (Fo 0) 一 29e(7o cpo) 十 张 (cpm，cp) 
注意 到 ?9 与 2 是 相互 正 交 的 , 则 有 : 
(Fw cpo) = (CT pm) 一 (rm 0 一 0 


Cr 


所 以 ， 
《Je， Jo) (3 Ju-D) 一 欢 。 (C24)， CPd) 

只 要 we-0 不 等 于 (8.3. 国 的 真 解 gp， 则 rw-2 必 非 零 , 从 而 ， 根 据 (8.3.22) 知 po 亦 非 零 
( 因 4 与 28 正 交 )。 再 从 c 之 秩 为 记得 知 cp 所 0, 同时 gz 亦 非 零 。 因 而 , 上 式 说 明 
je 之 模 是 严格 地 单调 减 小 的 , 这 就 是 要 证 明 的 结果 。 

上 述 定理 在 实际 计算 时 是 有 用 的 。 如 果 按 (8.3.22) 式 计算 若干 步 ( 少 于 汉 步 ) 后 ,误差 
向 量 的 模 上 121 已 满 足 给 定 的 精度 要 求 ,那么 , 根据 这 个 定理 , 我 们 就 可 以 停止 计算 ， 因 为 尽 
管 还 未 求 得 真 解 , 但 若 继续 计算 下 去 , | /oj 不 会 再 超过 指定 的 精度 要 求 , 故 已 不 必要 了 。 许 

名 这 里 的 rw 与 (8.3.86) 中 的 反 号 。 


RAY are mm -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -~- 一 一 
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多 实际 问题 中 , 往往 计算 步 数 比 中 少 得 多 时 就 已 达到 |7o1 的 精度 要 求 。 及 时 停止 计算 常常 
会 节省 大 量 的 运算 时 间 。 

从 (8.3.22) 式 还 可 看 出 ， 共 斩 斜 量 法 比较 适合 于 处 理 拖 阵 c 为 高 阶 稀 玻 矩阵 的 问题 。 
由 于 每 步 计算 只 需 作 符 阵 c 与 向 量 pp 以 及 矩阵 c" 和 向 量 /> 的 乘积 ,我 们 只 需 将 c 之 
全 部 非 零 元 素 及 其 位 置 表 存 放 起 来 (或 由 程序 临时 产生 这 些 元 素 ) ， 就 可 以 简单 地 完成 这 些 
运算 。 这 样 ,无论 存 储量 及 运算 量 均 较 节省 。 同 时 , 由 于 计算 过 程 中 总 是 与 原始 乍 阵 e 发 生 
:联系 , 从 数值 稳定 性 的 角度 来 看 亦 是 有 利 的 。 再 加 上 这 个 方法 也 可 以 看 作为 一 个 迭代 过 程 ， 
如 果 法 方程 组 比较 病态 ， 计 算 沁 步 后 可 能 得 不 到 满意 解答 ， 那 么 ， 还 可 以 继续 计算 下 去 ， 
只 要 法 方程 组 不 是 十 分 病态 , 一般 来 说 , 是 可 以 求 得 满意 结果 的 。 因而 可 以 说 ,对 于 高 阶 稀 
斑 的 但 不 是 十 分 病态 的 问题 ， 共 罗 斜 量 法 是 较 好 的 方法 。 本 章 最 后 所 附 的 程序 16 是 按照 
(8.3.22) 编制 的 共 斩 斜 量 法 解 线性 矛盾 方程 组 程序 。 





附录 “线性 代数 方程 组 的 求解 程序 


一 、 列 主 元 素 消 去 法 解 线性 代数 方程 组 程序 
641T (4 和 NM1 eps) 





使 用 说 明 
本 过 程 是 应 用 列 主 元 素 消去 法 解 线性 代数 方程 组 ，4 开 = 五 。 使 用 带 有 回 代 过 程 的 高 
斯 消去 法 , 并 人 允许 带 有 歼 个 右 端 项 。 
其 中 “六 一 一 方程 组 的 阶 数 ; 
居 一 一 右 端 项 的 个 数 ; 
4 一 一 系数 矩阵 , 并 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 
CH11，013， CI1N，C31，0C93，…，Q3N， CN1，CN3 CNNS 


4 的 定义 为 4fL:NV,， 1L:N]i 
2 一 一 右 端 项 和 矩阵 也 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 : 
011，019， TH，031，032，“。…， 人 2M，。…，0N1，VN3， "NM3 
zu 表示 第 ;个 方程 的 第 9 个 右 端 项 ，z 的 定义 为 zL1:W, 1:M];i xz 又 作为 存放 相应 结果 的 
单元 。 
eps 一 一 主 元 素 不 能 小 于 的 数值 ,如 某 个 主 元 素 的 绝对 值 小 于 eps 则 产生 停机 , 继续 启动 
后 返回 主 程序 ; 
程序 
过 程 GAU(A, XXX N，M，EPS); 
值 N，M，EPS; 场 A，X; 
始 简 变 B，MAX，JK; 
对 于 及 = 到 玉 步 长 二 执行 
始 0 二 MAAX; 
对 于 J= 瑟 到 太 步 长 1 执行 
若 8ABS(A[, KK])<MAX 则 否 始 JJK; SABS(AT[J， 终 
若 MAX<EPS 则 始 停 1 转 工 终 否 ; 
1/A[JK, 及 ] 人 MAX; 
对 于 J=L 到 信步 长 上 执行 
始 A[U 了 KK, 丰 *sMAX 一 Bi; A[ 开 ,由 全 ADUK 几 ; B 人 一 A[, 几 终 
对 于 J= 工 到 M 步 长 1 执行 
始 又 [JEK, 崩 *MAX 一 Bi; 和 [区 , 骨 一 XUK,， 册 ;8B 一 入 [下 ， 几 终 ; 
对 于 工 - 尼 十 1 到 六 步 长 硅 执行 
， 始 ALL 天] 一 Bi 
对 于 了 = 及 二 1 到 NN 步 长 1 执行 AU 中 一 A 攻 , 帮 *B 一 AL J]; 





Ce 1 一 resare mr rm 一 一 0 后 AR 0 





号 1 各 


对 于 J= 工 到 M 步 长 了 执行 和 [L 妨 一 入 [了 丰 *B 一 入 [古本 


终 ; ” 注 《消去 结束 ,下 面 进行 回 代 工作 } 
对 于 ITI= 人 到 2 步 长 工 执行 
对 于 J= 工 到 M 步 长 执行 
对 于 玉 = 工 到 工 一 革 步 长 荆 执 行 
和 [KK, 妨 一 A[K, 如 * 和 [EL 必 一 广 [ 玫 ， 故 ; 
L: 
终 ; (和 注 : 过 程 GAU 结束 ) 


二 、 全 主 元 素 消去 法 解 线性 代数 方程 组 程序 
04LUS(4,， 环 ， N，1，e715) 


使 用 说 明 
本 过 程 是 应 用 全 主 元 素 消 去 法 解 线性 代数 方程 组 4 互 = 互 ， 使 用 高 斯 -车 当 方法 ,并 多 
许 带 有 对 个 右 端 项 。 
其 中 ”六 一 一 方程 组 的 阶 数 ; 
对 一 一 右 端 项 的 个 数 ; 
4 一 一 系数 矩阵 , 并 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 
Q31，Q13， "QIN，Cat，023，，Q5N， CNI，QCN3 CNN; 
4 的 定义 为 4[1L:AN, TV] 
右 端 项 矩阵 也 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 ， 
11，419，“" ”131，X21， 392“ 33” NT ZN2， ”人 V30 
26 表示 第 ;个 方程 的 第 ) 个 右 端 项 ，2 的 定义 为 zx:N, 1:2f];， > 又 作为 最 后 存放 求 得 的 
相应 结果 的 单元 。 ， 
48 一 一 主 元 素 不 能 小 于 的 数值 ,如 某 个 主 元 素 的 绝对 值 小 于 eps 则 产生 停机 , 继续 启动 
后 返回 主 程序 ， 
各 序 
过 程 CQAUS(A, X, N，M，RPS); 
值 NM，EPS; 场 A，X; 
始 简 变 B,， MAX，IK，JEI; 
对 于 及 =1I 到 步 长 工 执行 
始 0 全 MAX; 
对 于 I= 玉 到 三 步 长 1 执行 
对 于 J=1 到 太 步 长 1 执行 
若 8ABS(AU, 几 ) 科 MAX 则 否 始 一 JIK; J 全 JE SABSCADU 四 ) 全 MAX 终 ; 
若 MAX 一 EPS 则 始 停 14; 转 荆 终 否 ; 
了 TI/AUEK, JK] 一 MAARXi 
对 于 J= 工 到 三 步 长 执 行 








你 





始 AUK, 由 *sMAX 一 Bi AT[K, 中 人 ATIIK, 由; B 人 人 A[K 咯 终 ; 
对 于 J=1 到 M 步 长 1 执行 
始 又 [了 ,中 *MAX>B; 广 [K， 四 一 X[IIRK,J]i B 一 又 [， 几 终 ; 
对 于 I-1 到 步 长 1 执行 
若 [= 玉 则 否 始 ALLJK] 一 Bi 
对 于 J= 工 到 步 长 1 执行 AU 由 一 A[K, 由 *B 一 AT[I， 疏 ; 
对 于 J= 工 到 M 步 长 1 执行 入 [四 -和 [K, 四 *B 一 X[L 本 
终 ; 注 { 求 出 方程 组 的 解 , 下 面 对 结 果 进 行 排列 , 排列 的 原则 是 按照 系数 矩阵 中 工 出 现 的 位 置 来 进行 } 
对 于 I= 工 到 全-- 工 步 长 1 执行 
始 对 于 共 -I 到 丙 步 长 1 执行 
若 8ABS(A[ 改 , 刀 )<0.5 则 
否 始 若 =- 工 则 
否 始 对 于 J=IAI 到 N 步 长 TI 执行 
A[L 力 一 AT[ 天 ， 胃 ; 
对 于 J= 工 到 M 步 长 1 执行 
始 驻 [KK, 刀 全 Bi 和 [LI 丰 二 又 [K, 四; B 一 X[L 帮 终 


终 ; 转 La 
Ls: 
终 ; 
工 : 
终 ; 注 { 过 程 GAUS 结束 } 
三 、 直 接 分 解法 解 线性 代数 方程 组 程序 
LNS7 了 Cd，B，N， 几 ， CAN7，eps) 
使 用 说 明 


本 过 程 使 用 IC 分 解法 解 线性 代数 方程 组 4 下 = 吾 。 它 分 成 两 个 部 分 ， 首 先 把 系数 
和 抢 阵 4 分解 为 一 个 下 三 角 和 矩阵 忆 和 一 个 主 对 角 线 为 工 的 上 三 角 和 矩阵 亚 积 ; 4 = 了 已。 第 
二 部 分 求解 卫 怀 = 嘱 。 、 
其 中 一 一 方程 组 的 阶 数 ; 
尾 一 一 右 端 项 的 个 数 ; 
4 一 一 系数 矩阵 , 并 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 
CH1，C12，“…，CIN，031，032， "CaN，… CNI，CN3， ”CNN 
4 的 定义 为 4[1L:N, 1:N]; 以 后 4 存放 工 及 LU。 
3 一 一 右 端 项 矩阵 , 也 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 
ba， ps， 人 Dip， bs1， ba， ”3 bsp， bw， pxa， ”9 bwzs 


25 表示 第 《个 方程 的 第 7 个 右 端 项 , 如 的 定义 为 : BLI:NW, 1: 司 ; 卫 最 后 存放 相应 的 结 么 。 
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TXT 一 一 一 个 克 个 单元 的 数组 ， 作 为 工作 单元 使 用 ,， 它 存放 选取 的 主 元 所 在 行 号 的 序 
列 ; 

C 一 一 使 用 本 过 程 的 标记 ， 当 C=0 时 ， 则 本 过 程 的 两 部 分 内 容 都 要 进行 运算 ; 而 当 
C= 并 时 , 则 表示 4 乞 阵 已 分 解 为 卫 及 1， 并 仍 存 放 在 4 中 , TXT 中 也 产生 了 必要 的 信息 ， 
即 已 经 二 次 以 上 使 用 本 过 程 ,仅仅 换 了 右 端 项 和 矩阵。 可 直接 解 方程 组 到 1 迟 尽 一 忆 ， 从 而 节省 
了 时 间 。 

e628S 主 元 素 不 能 小 于 的 数值 ， 如 果 主 元 素 的 绝对 值 小 于 eps,， 则 产生 停机 , 继续 启动 
后 返回 主 程序 ; 
程序 
过 程 UNSYM(A，B, N,， 有 R, CO，INT，EPS); 

场 A,，B,， INT; 值 W R，0O,， REPSi 
始 简 变 和 Y,，FE 

车 GO=0 则 否 转 CC); 

对 于 I=1 到 T 步 长 二 执行 

始 0 一 Y， 对 于 J=1 到 太 步 长 1 执行 Y+A[I 妃 *A[L 刀 全 Yi， 148SQRT(Y) 全 > 

INTUD 

终 ; 

对 于 玉 = 工 到 玉 步 长 工 执行 

始 人 =>L，0 一 X; 

对 于 I=- 开 到 X 步 长 1 执行 
始 一 A[II 开 ] 一 六 
对 于 J= 工 到 玉 一 1 步 长 1 执行 了 +A[I 妨 *AUJ,K] Yi -YY 之 AII， 了 K]; 
8ABS(CYxINT [TD ) 全 人; 
若 又 一 立 则 始 Y=>X; TD 终 否 
终 ; 
若 工 = 玉 则 否 始 对 于 J=-1 到 信步 长 1 执行 
始 A[ 开 , 力 一 Yi AD 思 人 A[K, 刀 ; YY 一 A[ 工 , 妨 终 ; 
INTIK] 一 INTLL] 
终 ; 

L=>INTITK]; 

若 和 <8x*EPS 则 始 停 11; 转 FRAIL 终 否 ; 1/A[K，K] 一 X; 

对 于 J= 开 二 IT 到 礁 步 长 执行 

始 一 A[ 了 , 也 一 Y; 

对 于 I= 工 到 一 工 步 长 工 执行 了 十 A[ 区 , 了 *ALT 不 人 Yi XeY=>A[K, 吃 

终 

终 ; 注 { 本 过 程 第 一 部 分 分 解 完 毕 , 下 面 是 第 二 部 分 } 
GO， 对 于 玉 = 工 到 人 步 长 1 执行 
若 INT[IE] = 尼 则 
否 对 于 J=I 到 及 步 长 革 执 行 
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始 了 B[ 了 ,由 人 YI BUNT[E 了 ], 吃 僵 B[ 下 , 几 ; 
YY 一 BIINT[ 了 K]， 已 
终 ; 
对 于 及 = 工 到 及 步 长 工 执行 
始 对 于 I= 工 到 六 步 长 上 执行 
始 BILL K]->Y， 对 于 J-=1 到 I-1 步 长 1 执行 了 AL 术 *BUJ 到 Y， YAA 
[了 一 BU, 开 ] 
终 ; 
对 于 I= 太 到 工 步 长 一 执行 
始 BLL 开 ] 一 Y; 
对 于 J-I+T1 到 太 步 长 1 执行 了 十 A[L 刀 *B[J 了 TY -Y>BIL 芭 
终 四 


终 ; 


FAIL， 
注 《过 程 UNSYM 结 划 } 


四 、 平 方 根 法 解 对 称 正定 线性 代数 方程 组 程序 
17171490， R， SO 4，B，71，D2) 


使 用 说 明 


本 程序 是 用 平方 根 法 求解 对 称 正定 线性 代数 方程 组 ， 可 以 同时 处 理 刀 个 (好 > 巧 自由 


项 , 求解 过 程 中 附带 算出 系数 垂 阵 的 行列 式 值 et4=22 x 由 。 如 果 使 用 本 程序 之 前 ， 系 数 
矩阵 已 进行 过 分 解 ， 可 令 参 数 80 了 = 二 程序 自动 跳 过 分 解 步骤 去 解 相 应 的 三 角 型 方程 组 。 
如 果 在 伟 入 误差 范围 内 系数 矩阵 是 奇异 的 ,程序 执行 过 程 中 将 出 现 停机 (停机 号 码 为 站 5)。 


输入 参数 : 
% 一 一 方程 组 的 阶 数 。 
4 一 一 存放 系数 抢 阵 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 4[1:wx(a 十 1)73。 元 
素 按 行 存放 , 其 次 序 为 : ait，qis，…，Cin，02a，…，Gan， 033，…，Qmno 
情 - 一 一 自由 项 的 列 数 。 
了 一 一 存放 自由 项 矩阵 〈 其 每 一 列 为 一 个 自由 项 ) 的 元 素 的 二 维 场 ， 其 定义 为 
了 [1L:nw，L: 召 。 自由 项 元 素 按 行 存放 ， 其 次 序 为 ，01，pia，…，bu、p02， 


ba， 2 bar， 的 Di， 机 Dro 





897 一 一 若 30 一 0， 表 示 系 数 和 矩阵 需要 进行 分 解 。 若 80Z = 上 表示 系数 答 阵 已 进 
行 过 分 解 ， 并 将 上 三 角 因 子 碌 的 元 素 按 行 存 于 场 4。 程序 执行 过 程 中 将 
自动 跳 过 相应 分 解 步骤 。 
输出 参数 ， 


D2-- 一 存 系 数 符 阵 行列 式 值 的 二 进 制 比例 因子 的 阶 码 。 
了 一 一 存 系数 卸 阵 行列 式 引入 比例 因子 后 的 值 , 即 det 4=2”x 吃 。 
了 一 一 程序 工作 完毕 后 , 存放 方程 组 的 解答 v。 其 存放 次 序 与 自由 项 相同 。 
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过 程 LLTS(N,， R，86L，A,，B，D1， D2); 
值 N，R，8OL; 场 A，B; 
简 变 D1，D2; 
始 简 变 凡 习 ; 
车 SOL= 工 则 转 SL 否 ; 
1=>D1 0->D2; 
对 于 I=1 到 NN 步 长 1 执行 
对 于 J=I 到 瑟 步 长 1 执行 
始 0->8S， 0 一 > 又 ; 
对 于 下 = 工 到 I- 工 步 长 工 执行 
始 芭 二 AUTS AL 二 引 一 Xi; SN 一 KK=>S 
终 ; 
A 人 [十 S 一 又 一 X; 
若 工 =-J 则 
始 若 X<0 则 停 555 否 ; 
D1lxX=>Dli 
SN， 若 1<D1 则 
始 D1x0.125->D1 
D2 十 3->D2， 
转 SN 
否 
MN， 若 D1<0.125 则 
始 D1x8->Dt 
D2 一 3 一 D2; 
转 MN 
倘 ; 
1/8SQRT(X) 一 A[I 二 ge 
终 否 
又 xA[I 十 3 一 Af[J 十 器 
终 ; 
SL， 对 于 J= 工 到 及 步 长 执 行 
始 对 于 I= 工 到 步 长 1 执行 
始 0S$ B[II， 中 一 Xi 
对 于 玉 =- 工 到 工 - 工 步 长 执行 
始 和 -AUGT+TS <B[IK,， 中 一 又 SN 一 人 =>S 
终 ; 


本 所 9 








323 


Xx*ALU+B 一 BUT， 已; 


工 上 SS 
终 ; 
对 于 I=XN 到 工 步 长 一 1 执行 
始 BIT 忆 一 久 ; 
对 于 玫 =- 本 到 I+IL 步 长 开工 执行 
始 文 -AI[S]*B[K, 由 一 又 8 一 > 
终 ; 
XsxA[S]->B[L 中 ; 
S 一 1=>S 
终 


五 、LDL32 分 解法 解 对 称 正 定 线性 代数 方程 组 程序 
ZILTO 已 ，S91， 4，B，7DI，D2) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 工 D727 分 解法 解 系数 矩阵 为 对 称 正定 抢 阵 的 线性 代数 方程 组 。 计 算 公 式 见 
公式 (8.1.26)。 本 程序 除 假定 系数 矩阵 全 的 下 三 角 部 分 以 按 行 排列 的 次 序 存 于 场 奶 外 ,其 
它 规定 完全 与 程序 四 相同 ， 故 这 里 不 再 说 明 。 气 阵 4 的 元 素 存 于 场 妈 中 的 次 序 为 ,oa 
尼 红 ，Q22，Q31，C33，Q33，041， ”Cd1，Cn3 Cono 所 以 , 场 各 的 定义 仍 为 4[1:nx(n 十 TD)72]。 
程序 
过 程 LDLT(N, R，S0L，A，B,，D1 D2); 
值 W R，ROL 场 A，B; 简 变 D1，D92i 
始 简 变 又 . ]K, JK, Y, 2 
若 SbL=0 则 转 SOLR 否 ; 
1 一 >D1， 0 人 >D2; 
对 于 工 -1 到 共 步 长 工 执行 
始 Te GT 一 疙 /2->IKEi 
对 于 J=1 到 I-1 步 长 夺 执 行 
始 JxQ 二 1712-=JKEI AIIK 二 也 全 X; 
对 于 玉 =1 到 JJ 一 1 步 长 土 执行 
X_ATKE+IK]>ADUK+I] 人 XI X->ATIK+ 帮 
终 ; 
AIIK+DD=Xi 
对 于 玉 = 工 到 I 一 革 步 长 1 执行 
始 AUIEKTR]- 人 Yi Y/A[Kx( 和 一世/2 人 2 2 和 人 IIEK+K]; 和 一 TeZ 人 六 
父 . 


一 9 





又 一 人 A[IK 二 了 D1*X 一 DT 
若 双 =0 则 始 0 一 D2; 停 855 终 否 ; 
LI1， 若 1<SABS(D1) 则 始 Dilx0.125->DH 
D2 十 3=>D2; 转 工 并 
终 
否 ; 
L2， 若 8ABS(D1) <0.1 则 始 Dlx8-Dli 
D2 一 3->D2; 转 I 
终 
否 
终 ; 
ROLE 
对 于 IT= 工 到 瑟 步 长 1 执行 
始 ]x (I 一 了 /2->IK; 
对 于 Q=I1 到 及 步 长 1 执行 
对 于 及 = 工 到 工 -上 步 长 执行 
BL Q]--AUKE+K]*B[IE，Q] 王 B[II QI] 
终 ; 
对 于 I= 工 到 和 步 长 工 执行 
始 JI 一 巧 /2=>IK; 
对 于 Q=I 到 及 步 长 1 执行 BILL QJ/AHKET+REI 一 BHU，Q] 
终 ; 
对 于 I=NN 到 二 步 长 -| 执行 
始 FF (I 一 1)/2 一 >IK; 
对 于 Q=I1 到 及 步 长 革 执 行 
对 于 及 = 二 到 I- 工 步 长 1 执行 
B[EK, Q]-ATEE 二 KE]*BLI Q]B[K, Q] 
终 


一 所 


六 、 解 线性 代数 方程 组 的 镜像 映射 法 程序 
玉 BUS(4，B, 和 BPS， JTJN， my 由 


使 用 说 明 

使 用 者 在 套用 本 程序 前 , 必须 先 在 主 程序 中 定义 场 4、 刀 , 三 个 场 分 别 用 来 存放 系数 
阵 4, 右 端 矩阵 如 及 解 矩阵 及， 都 是 按 列 存放 。 

形式 参数 TV 用 作 标 志 。IAX 为 正 值 时 程序 执行 三 角 化 过 程 ; TIX 为 负 值 时 程序 跳 过 三 
角 化 部 分 而 直接 进入 回 代 求解 。JIX 要 按 需 要 给 以 正 值 或 负 值 ,0 作 正 值 处 理 。 

形式 参数 五 PS 的 值 为 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 当 程序 中 发 生 8SMH < 刁 PS 时 ,系数 阵 4 





在 含 入 误差 范围 内 是 奇异 的 , 将 出 现 程序 停机 。 
使 用 者 需 自 编 印 刷 语句 打印 解 r。 
形式 参数 
4 一 一 4[1:m 王 四 ,用 来 存放 系数 阵 的 场 , 按 列 存放 。 
B 一 一 B[t:m, 王 癌 ,存放 右 端 算 阵 的 场 , 按 列 存放 。 
刀 PS 一 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 
了 TN 一 一 作 标志 用 ，TN<0 时 不 作 三 角 化 直接 求解 , 否则 作 三 角 化 并 求解。 
% 一 一 方程 组 的 阶 数 。 
m-- 一 右 端 向 量 个 数 。 
给 出 参数 : 
xz 一 一 z[l:m， 1: 由 ,存放 方程 组 解 的 场 , 按 列 存放 。 
程序 
过 程 HOUS(A， 了 B,， 又 ，EPS,， JIN，N，M); 
场 A，B，X; 
值 EPS，JIN， 瑟 ，M; 
始 简 变 ALJ，AQJ，BETA，SM; 
场 Y， AD[IL:N]; 
若 IN<0 则 转 8OLV 了 HE: 否 ; 
对 于 J=I 到 N 步 长 上 执行 
始 0 一 SMi; 
对 于 I-J 到 页 步 长 1 执行 
A[J, 了 个 2+SM=>8Mi; 
若 SM<TPS 则 停 否 ; 
广 { 当 SM< 了 HPS 时 ，A 为 奇异 , 程序 停机 》 
A[J, 咱 一 AQJ; 
若 AQJ<0 则 8SQRTISM) 一 ALJ 
否 &8S8QRT(SM) 一 ALJ 
ALJ 一 AD[J]; 
1/(SM 一 AQJxALJ) 全 BETA; 
AQJ 一 ALJA[J, 林 ; 


若 J<N 则 
始 对 于 玉 =JHTT 到 碾 步 长 1 执行 
始 0 一 SMi 


对 于 IT=J 到 太 步 长 1 执行 
AIJ, TDx*A[K, 习 上 +SM=>SM; BETAxSM->Y[I]， 
对 于 I=-J 到 太 步 长 工 执行 
AT[K, 了 -YIK]JxA [J, 了 人 AT[K, 
终 
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终 否 ; 
证 《上 面 对 第 了 十 1 列 到 第 NX 列 作 变 痪 。 下 看 村 右 问 矩 笑 也 作 闻 翌 变 换 》 
对 于 区 =1 到 M 步 长 1 执行 
始 0=>SMi 
对 于 工 =J 到 步 长 1 执行 
AD 卫 xB[K, 了 上 +SM-8M 
BRTAxSM 一 SM; 
对 于 工 =-J 到 只 步 长 1 执行 
BTK, 如-~SMx*AT[J 口 人 >B[K, 中 
终 
终 ; 
S9LVE， 
对 于 I=-N 到 1 步 长 一 ] 执行 
对 于 J=1 到 M 步 长 1 执行 
始 B[J, 了 /ADID->BU, Di 
也 [J,， 口 福 [J， 了 局; 
若 1< 工 则 
对 于 玉 = 工 到 步 长 1 执行 
B[J, I- 刁 --A[K, I- 忆 *B[LJ 本 BUJ，I 一 丑 


否 
终 
终 ; 
七 、 对 称 正定 矩阵 原 地 求 逆 程 序 
GJTINFER CGO， 4) 
使 用 说 明 


本 程序 是 用 高 斯 - 若 当 顺序 消去 法 对 于 对 称 正 定 失 阵 进行 原 地 求 着 。 求 道 过 程 中 每 一 
中 间 和 矩阵 均 是 对 称 的 ， 所 以 只 存储 其 上 三 角 部 分 元 素 。 如 果 在 含 入 误差 范围 内 矩阵 是 奇异 
的 ,程序 执行 过 程 中 将 出 现 停机 (停机 号 码 为 站 5) 。 
人 参数 表 : 
n 一 一 抢 阵 的 阶 数 。 
4 一 一 存放 矩阵 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 4[1:m* (十 1)/3]。 元 素 按 行 存 
放 ， 其 次 序 为 : gm，aia，a13，…，Qln，03a3，0a3，…，Gan，033， Cnao 程序 工作 
完毕 后 , 场 4 中 按 上 述 同 样 顺序 存 放 北 矩阵 上 三 角 部 分 的 元 素 。 
程序 
过 程 GJINVER(N，A7) 
场 A: 值 
始 简 变 P Q, PP, QQ; 场 UIN]: 
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对 于 玉 =N 到 1 步 长 ~- 工 执行 
始 A 吓 之 P; 
若 P<0 则 停 555 否 ; 
对 于 I=2 到 下 步 长 1 执行 
始 A 四 一 Qi 
若 天 < 工 则 Q=>QQ 否 -Q 一 QQ; QQ/P= 百 四 ;0 全 PP; 
对 于 J=2 到 工 步 长 工 执行 
始 PP+N 一 J+l 僵 PP; AU+PP]I]+Qx* 了 [中 人 AI[II+PP 一 NHJ 一 人 
终 
终 ; 
也 P 一 AIN 二 PP]; 
对 于 J=1 到 -1 步 长 1 执行 
始 PP 一 JPP; 了 IN 一 J 二 思 一 AN 二 PP] 终 


4 


ee 


八 、 全 主 元 素 消去 法 求 送 天 阵 程序 
G48T(4，N，eps) 


使 用 说 明 
本 过 程 是 应 用 全 主 元 素 消去 法 求 抢 阵 44 的 道 矩 阵 ,使 用 了 2*W 个 工作 单元 , 是 一 种 原 
“地 求 逆 的 方法 。 
其 中 六 一 一 怎 阵 的 阶 数 ; 
4 一 一 被 求 着 的 矩阵 , 并 按 行 存放 , 存放 的 形式 为 : 
CQC11，0C13，“…，CI1N，Q31，0323， CaN， CN1I，CN3，。。， CNEN3 
翁 的 定义 形式 为 4[1:N, k:N];i 4 最 后 存放 道 和 矩阵 。 
es 一 一 主 元 素 不 能 小 于 的 数值 , 如 果 主 元 素 的 绝对 值 小 于 eps, 则 产生 停机 , 继续 启动 
后 返回 主 程序 ; 
程序 
过 程 GASI(A,，N，EPS)， 
场 A; 值 念 了 bPS; 
始 简 变 MAX, B,，IKE,，JKI; 场 Z[1:2xN]; 
过 程 了 (了 ); 值 共 ; 
始 若 IK= 玉 则 否 对 于 J= 工 到 XN 步 长 工 执行 
始 ATIEK, 刀 全 B; A[K, 四 人 ATIIK, 妃 ; B 一 A[K, 思 终 ， 
若 JE = 下 则 否 对 于 J=I1 到 信步 长 工 执行 
始 A[, JK]=B; AD 多 一 A[J J 区 ]; B->A[J 芭 ] 终 
终 


全 
SS 


对 于 玉 =1 到 太 步 长 1 执行 





始 0 全 MAX; 
对 于 I= 天 到 信步 长 1 执行 
对 于 J= 及 到 六 步 长 上 执行 
若 SABS(ALL 了 由) 和 MAX 则 否 始 IIE; JJKISABS(ATL 也 )>MAX 终 ; 
若 MAX<EPS 则 始 停 11; 转 工 终 否 ; 
1/A[IIE, 亚 ]~>MAX; 1>AIIK, JI]; 
IK-Z[2x* 区 一 刁 ; J 开 -2Z[2*K];i 卫 ( 区 ); 
对 于 J=1 到 本 步 长 1 执行 A[, 四 *MAX 一 A[K, 中 ; 
对 于 I= 工 到 瑟 步 长 1 执行 
车 I= 玫 则 否 始 A[IL K]->MAX; 0->A[I 开 ]; 
对 于 J=-1 到 丁 步 长 1 执行 AU 刀 -MAX*A[K, 刀 人 AL 中 
终 
终 ; 注 { 已 求 出 道 矩阵 , 下 一 步 进行 排列 } 
对 于 了 = 一 到 工 步 长 一 1 执行 
始 Z[2*K] 一 IK; 2Z[2* 开 一 四 一 JK; 了 (区 ) 终 ; 
工 : 
终 ! 注 《过 程 GAS 结束 } 


九 、 平 方 根 法 解 带 型 对 称 正定 线性 代数 方程 组 程序 
BDITO。r m， 8S07， 4 DB，d1， do9) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 平方 根 法 求解 带 型 对 称 正 定 线性 代数 方程 组 。 由 于 系数 邱 阵 的 带 型 特 点 ， 
本 程序 只 要 求人 存放 系数 挎 阵 上 三 角 部 分 处 于 非 零 元 素 带 以 内 的 元 素 。 也 可 以 同时 处 理 刀 个 
(到 > 巧 自由 项 , 求解 过 程 中 并 附带 算出 系数 符 阵 的 行列 式 值 det44=22 xx 对。 如 果 使 用 本 
程序 之 前 , 系数 抢 阵 已 进行 过 分 解 (例如 , 对 于 同一 系数 矩阵 第 二 次 使 用 本 程序 ), 可 令 参数 
SO= 二 程序 自动 跳 过 分 解 步骤 去 解 相应 的 三 角 型 方程 组 。 如 果 在 含 入 误差 范围 内 系数 算 
阵 是 奇异 的 ,程序 执行 过 程 中 将 出 现 停机 (停机 号 码 为 555)。 
输入 参数 : 
% 一 一 方程 组 的 阶 数 。 
mm 一 一 系数 矩阵 的 “ 半 带 宽 ”( 带 宽 为 2m 十 1。 
4 一 一 存放 系数 矩阵 上 三 角 部 分 的 非 零 元 素 带 的 二 维 场 ,其 定义 为 ; 4[1:m, 0:m]。 元 
素 按 行 存放 ， 其 次 序 为 : cll，ci3，…， QH,mm+1，C23，Q23， CamH3) CC33 
aa,m+3s 。 do， 0，0 0 详 见 式 (8.1.40)。 
公 个 
必 - 一 直 由 项 的 列 数 。 
了 一 一 存放 自由 项 矩阵 (其 每 一 列 为 一 个 自由 项 ) 的 元 素 的 二 维 场 ， 其 定义 为 ， 
3EL:mw 1 到 。 自由 项 元 素 按 行 存放 ， 其 次 序 为 ，b5a，js，…，Dip，…，Dan 
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2 一 一 若 807= 0 表示 系数 乍 阵 需要 进行 分 解 , 若 80 =T， 玫 示 系 数 答 阵 已 进行 过 
分 解 ， 并 将 上 三 角 因 子 三 的 元 素 按 与 原始 矩阵 同样 方式 存 于 场 4。 程序 执 
行 过 程 中 将 自动 跳 过 相应 分 解 步骤 。 
输出 人 参数: 
22 一 一 存放 系数 算 阵 行列 式 值 的 二 进 制 比例 因子 的 阶 码 。 
数 矩 阵 行列 式 引 入 比例 因子 后 的 值 , 即 det4=22x 呆 。 
了 一 一 程序 工作 完毕 后 , 存放 方程 组 的 解答 互 ， 其 存放 次 序 与 自由 项 相同 。 





程序 
过 程 BDLT(ON, 及 M,，8Sb9L，A，B，D1，D2); 
值 本 及 ,，M， SbTL; 场 A，Bi 
简 变 D1，D2; 
始 ” 简 变 S, 工 X; 
若 86L= 工 则 转 8D 否 ; 
1=>D1; 0 一 D2; 
对 于 I=1 到 丁 步 长 1 执行 
始 若 I<N 一 M 则 M=>8 否 K 一 I 二 8; 
对 于 J=0 到 8&S 步 长 1 执行 
始 若 I 二 J<M 则 IT 一 1 否 M 一 J 全 Li AII， 思 一 Xi; 
对 于 开 =1 到 工 步 长 1 执行 入 -A[I- 区 K]*AII 一 到 , 了 十 也 =>X; 
若 J=0 则 
始 若 双 <0 则 停 5 否 ; 
D1*X=>Dli 
SN， 若 1<D1 则 始 D1x*0.125 一 D1; D2+3->D2; 转 SN 
终 
否 ; 
MN,， 车 D1<0.125 则 始 Dlx*8=>D41 D2 一 3 一 D2; 转 MN 
终 
否 ; 
1/SSQRT (XI) 一 人 [0] 
否 人 
Xx*A[IL 0 一 AL 咯 
终 
终 ; 
SIL， 对 于 J=1 到 有 步 长 1 执行 
始 对 于 I=1 到 N 步 长 上 执行 
始 BIG 必 一 有 X; 
车 I<M 则 I-1>8 否 M=S; 
对 于 开 =1 到 8S 步 长 了 执行 


werewrerwgageegagagegewpereeerrem rameeeee mr vew re 二 
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X_-A[I 一 KK K]*BII 一 区 四 X; XxA[L 0]BIL 中 
终 ; 
对 于 I=-N 到 1 步 长 一 执行 
始 BII 刀 ->X; 
若 I<N_M 则 M-8 否 人 -TS; 
对 于 玉 = 工 到 8S 步 长 1 执行 
X_-A[IL KJ]*BII+K, 四 ->X; XxA[L 0]->B[L 如 


玫 


十 、 变 带宽 对 称 正 定 线性 方程 组 求解 程序 
SLDIT CO 迟 8S 4，B，D4) 


使 用 说 明 

本 程序 是 用 克 忆 7 分 解法 求解 系数 失 阵 为 变 带宽 型 对 称 正定 矩阵 的 线性 方程 组 , 可 以 
亲 时 处 理 导 个 ( 召 > 力 自由 项 。 如 果 使 用 本 程序 前 , 系数 矩阵 仅 已 进行 过 分 解 , 并 按 要 求 方 
式 存 于 场 4 中 , 则 可 令 怠 =0, 程序 执行 过 程 中 自动 跳 过 相应 的 分 解 步骤 。 

为 了 节省 存储 单元 ， 本 程序 采取 紧缩 存储 方式 。 即将 矩阵 4 下 三 角 部 分 的 每 一 行 中， 
从 第 一 个 非 零 元 素 开 始 至 对 角 线 元 素 为 止 的 所 有 元 素 依次 存放 于 一 维 场 4 中 。 场 4 的 定 
义 为 : 4L1:NS]， 其 中 WAS 为 所 需 存 储 的 元 素 总 个 数 。 为 了 标明 各 行 元 素 在 场 4 中 的 位 
置 , 另外 用 一 个 一 维 场 4 记录 各 行 对 角 线 元 在 场 4 中 的 位 置 , 其 定义 为 D400: 中 。 例 如 ， 
若 丈 阵 妈 为 下 列 形式 : 


0 0 0 0 6 
0 006 0 .01 7 
则 场 4 中 存放 的 元 素 为 ，1，0.2，2，0.1， 3，0.3，0.5, 省 0.2, 0 0.4 6，0.6，0，0， 
1 7。 场 了 4 的 内 容 为 ，0, 二 3，5，8，12,，13，18 (为 方便 起 见 ,我 们 假定 D4L0] 反 0)。 按 
照 这 一 存储 格式 , 容易 看 出 矩阵 和 的 了 行 了 列 元 素 在 场 4 中 的 位 置 为 : 7D4[ 人 一 4 十 7。 
如 果 用 六 表示 抢 阵 如 第 ?了 行 第 一 个 非 零 元 素 的 列 号 ， 根 据 式 (8.1.26) 可 以 推 知 此 时 


有 如 下 计算 公式 : 





4 -= 厂 .D.7z 
也 = [为 单位 下 三 角形 符 阵 
其 中 元 素 fo, ww 的 计算 公式 如 下 : 





到 


人 iarwsesyeaeeepisegaaggeaepgieiggipey Eggper AR :hgaiyer Ts， Tri9I TI 和 和 人 
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令 曾 =mayz(N Ni 0 一 80 
必 仿 !1 ~ 
1 他 ,op 阿 王 Qi/Oy (II=Na Wan 5 4 一 十) 


4 
地 一 0 一 罗 0 0 
7N = 和 Ni 


形式 参数 


(一 汪 2， 的 ) 
求 得 元 素 太 及 由 后 ,再 解 如 下 方程 组 即 得 最 终 解 答 习 ， 
了 .GBF= 妨 
妃 . 荆 一 条 
二 7 有 疏 一 开 
输入 参数 ， 


% 一 一 方程 组 的 阶 数 。 

有 -一 自由 项 的 列 数 。 

4 一 一 存放 和 矩阵 4 下 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ,其 定义 为 : 4CL:NS]， 其 中 人 S 为 需 
存放 元 素 的 总 数 。 元 素 存放 的 方式 见 前 面 的 使 用 说 明 。 本 程序 工作 完毕 后 ， 
场 4 中 按 同样 方式 存放 着 下 三 角 因 子 工 和 对 角 阵 忆 的 元 素 。 卫 的 元 素 处 于 
原来 矩阵 把 对 角 线 元 位 置 ， 民 的 元 素 ( 指 4>7 的 部 分 ) 存 于 抢 阵 4 的 相应 元 
素 位 置 上 。 


了 4 一 一 存放 矩阵 么 对 角 线 元 素 在 场 4 中 位 置 的 一 维 场 , 其 定义 为 : D4[0: 由 。 本 程 


序 要 求 D4[0] 存 以 零 。 从 D4[ 贡 起 , 依次 存放 各 行 对 角 线 元 素 的 位 置 ( 见 前 
面 的 例 )。 

了 3 一 一 按 行 存放 自由 项 符 阵 (其 每 一 列 为 一 个 自由 项 ) 元 素 的 二 维 场 ， 其 定义 为 : 
Biw 1 本。 元 素 存 放 次 序 为 ，D:，D，…，jr，pDa， pe Da， 0， 
boro 

@ 一 一 车 8= 0， 表 示 符 阵 4 已 进行 过 分 解 ， 并 已 将 世 及 了 的 元 素 按 前 述 规定 存 于 
场 4 程序 执行 过 程 中 自动 跳 过 相应 的 分 解 步 又。 否则 , 程序 执行 分 解 和 矩阵 入 
的 步骤 。 


输出 参数 


3 一 一 本 程序 工作 完毕 后 ， 场 3 中 存放 着 要 求 的 解答 羡 ， 其 存放 方式 与 自由 项 相 
同 。 


过 程 SLDLTUN, R, 8 A,，B,， DA)i 
值 人 ，R，& 
场 A，B，DAi 


简 变 NIL NJ, J 可 , 工 世相 ,TY2 

若 8=0 则 转 SOLE 否 ; 

对 于 I=1 到 N 步 长 了 执行 

始 I- DA 上 +DAI-- 刁 1-NIH DA 一 IIKi 
对 于 J=NI 到 工 步 长 上 执行 





始 J--I+DAUDD 人 一 IJ J-DA[ 丰 +DAIJ 一 圈 - 二 INJ; 
若 NI<J 则 NJ 王 JI 否 NI->JI DA[ 四 一 生 >JKi 
对 于 及 =J 到 J 一 ! 步 长 1 执行 
始 AIIK 二 HK] 一 Yi 
若 J=I 工 则 始 A[IJK+JI/ALIDA[IK]] 一 2 ->AIJEK 二 KK] 终 
否 A[JK 二 了 一作 
AID 一 YxZ->ATI] 


对 于 I=1 到 步 长 1 执行 

始 I- DA 上 TDAII-- 刁 上 +1>NI DA 上 一 IIK; 
对 于 Q=1 到 了 及 步 长 革 执 行 
对 于 区 =NT 到 I- 步 长 1 执行 
B[IL Q]-AUE-+K]*B[IKX, Q] 二 B[L Q] 

终 


对 于 I=1 到 责 步 长 1 执行 
对 于 Q=1 到 有 步 长 1 执行 BILL Q]/A[IDADD]=>B[IL Q] 
对 于 工 - 本 到 工 步 长 一 革 执 行 
始 I-DA 思 +DA[II- 刁 二 ]1>NTI DA 加 -IIKi; 
对 于 Q=1 到 卫 步 长 1 执行 
对 于 到 =NI 到 I- 工 步 长 1 执行 
B[KK,QJ 一 AUKE 二 KK]*B[LI Q] 一 B[IK,Q] 


终 
终 ; 
十 一 、 造 赶 法 解 三 对 角 线 方程 组 程序 
7TZDT4G (4 刁 N) 
使 用 说 明 


本 过 程 是 应 用 追赶 法 求解 三 对 角 线 的 方程 组 4 下 =F。 其 中 六 是 方程 的 阶 数 ; 4 为 系 


数 和 矩阵 
2 CI 
| 0 
0 


| 后 各 提 
1 所 
Cn 


Du 





333 
盘 按 对 角 线 存放 :，ai， da，…，d，D，5a，…，D， cl co 9 0 并 令 帮 一 一 0。 4 的 定义 
形式 为 4[iL:3, TVN]; 场 忆 为 存放 右 端 项 下 用 , 又 作为 存放 方程 组 的 解 四 用 , 其 定义 形式 
为 闷 [: 六 Ji 
程序 
过 程 TRDIAG(A, X Ni 
场 A, X; 值 Ni 
始 对 于 I-1 到 其- 工 步 长 T 执 行 
始 一 At3, 卫 /AT[2， 刁 僵 A[3， 了 ;Ar3, 局 *A[IL I++ 忆 十 A[C2, 工 H 思 一 A[2，I 二 如 
终 ; 
驻 [ 上 /人 /A[2, 已 僵 入 [1 
对 于 I= 工 到 N 一 I 步 长 工 执 行 
(和 II 人 一斑 四 *AFL I 十 雪 )/AT2，I 十 菇 二 入 II 十 刁 ; 
对 于 I=N--1 到 二 步 长 一 工 执行 
X[I+3JTJ*A[3, 如 上 X 中 过 X 吕 


4 
下 
ve 


十 二 、 列 主 元 素 法 解 非 对 称 带 状 方程 组 程序 
LNSB (4 有 五 PN， 9 7 Dal1y 7102) 
使 用 说 明 CR 
本 程序 适用 于 求解 非 对 称 带 状 方程 组 入 w= 吾 , 其 中 盘 是 非 对 称 带 状 矩 阵 , 即 当 多 > 9 
ma 或 j>iwa 时 的 =0。 和 的 形状 为 


Re 


系数 阵 计 存放 在 一 个 mx (ma 十 ma 十 的 场 4 中 , 委 定 义 为 [1:m 一 ma:ma], 使 用 者 先 
把 矩阵 让 的 左上 角 和 右 下 角 补 0 使 成 为 如 下 形状 ; 





mi 十 ms 十 条 
然后 按 行 存放 在 场 4 中 。 
户 是 右 端 矩阵 ， 存 于 场 B 中 , 也 是 按 行 存放 。 在 套用 本 程序 前 使 用 者 还 需 在 主 程序 中 
定义 简 变 五 PS,， 在 用 过 程 语 名 前 必须 对 五 PS 赋值 , 其 值 为 机 器 表示 的 最 小 正 数 , 当 程序 中 


Laser -ee 一 一 
we sensegeeeeegaeegewesggeyeraeggr 和 oriopataemy eye re < 
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出 现 Z< 五 PS 时 ， 玫 示 考 虑 到 舍 入 误差 的 影响 ， 方程 组 的 系数 阵 奇 异 ， 此 时 本 程序 不 能 求 
解 , 出 现 程序 停机 。 
作 好 上 述 准 备 后 , 使 用 者 可 用 前 面 的 过 程 语 句 求解 ,求解 后 须 自 编 印刷 语 名 打印 结果 ， 

解答 存放 在 场 了 中 。 
形式 参数 才 ; 

4 一 一 4[L:n， 一 ma:ma], 存放 系数 矩阵 , 存放 方式 如 说 明 所 述 。 

3 一 一 8[L:nw，1: 人 ,存放 右 端 称 阵 , 按 行 存放 。 

一 一 方程 组 的 阶 数 。 

mi 一 一 对 角 线 下 面 的 条 数 , 即 下 带宽 。 
对 角 线 上 面 的 条 数 , 即 上 带宽 。 
了 8 一 一 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 
输出 参数: 

3 一 一 3[L:nm，L1: 门 ， 求 解 后 存放 解 矩 阵 。 








?22 


程序 
过 程 UNSB(A，B，EPS N，R，MI1，M2); 
场 A，B; 
简 变 了 PS; 
值 N, R， ML ，M2， 
始 简 变 和，L， 呈 
MI 
对 于 I=-1 到 ML 步 长 1 执行 
始 对 于 J-1-I 到 M2 步 长 1 执行 
二 全 站 
对 于 J=-M2- 工 到 M2 步 长 1 执行 
0->A[L 习 
终 ; 
注 ，{ 上 面 这 段 程序 把 A 的 前 MI 行 元 素 左 移 ,右边 补 
MI-L; 


对 于 玉 一 1 到 XN 步 长 夺 执 行 
始 AI 区 ， 一 MI 一 又 ; 玉 一 人 
若 站 <N 则 工 十 > 否 ; 
对 于 J= 开 二 1 到 荆 步 长 T 执 行 
若 8ABS(GX)<8ABS(AIJ，- MDH]) 则 
始 AU， 一 M 妇 一 X; J>T 
终 否 ; 
注 《 选 列 主 元 , 和 中 为 主 元 , 下 中 是 主 元 对 应 的 行 号 }》 
若 8ABS(X)<EPS8 则 停 否 ; 
往 人 ABS(X)< 了 PS 时 ,在 舍 入 误差 范围 内 方程 组 的 系数 阵 奇 异 , 程序 停机 } 





若 工 = 玉 则 驹 

始 对 于 J= -ML 到 Mo9 步 长 芋 执 行 
始 A[ 卫 , 吸 僵 X; A[T 赂 全 人 A[, 骨 ; X 一 人 A[T, 员 
终 ; 
对 于 J=1 到 了 且 步 长 1 执行 
始 B[ 了 , 中 一 X; BIT 由 全 B[ 了 , 丰 ; X->BLT, J] 
终 


六 


终 ; 
注 《进行 行 交 换 } 

对 于 I= 开 +I 到 工 步 长 1 执行 

始 A[IL -MAA[K，-MH] 二 Xi; 
对 于 J=1-- ML 到 M2 步 长 寺 执行 
A[IL 四 一 XeA[K, 四 人 AI J 一 刁 ; 0->A[I M2]; 
对 于 J=1 到 了 步 长 1 执行 
B[L 刀 -Xx*B[K, 刀 人 BID 帮 

终 


所 


注 “{ 执 行 消去 步骤, 下 面 是 回 代 求 解 } 
终 ; 
SOLVE. 
对 于 J=1 到 有 步 长 工 执行 
始 -MI=>L; 
对 于 I=N 到 工 步 长 一 1 执行 
始 B[IL 中 一 X; I+M1 一 Ti; 
对 于 开 =1--MIL 到 工 步 长 1 执行 
和 X-A[I K]*B[K+T, 四 全 Xi; X/AUI --MH] 一 BIT 刀 ; 
若 工 <M2 则 工 十 1 否 


十 三 、 共 轰 斜 量 法 解 线性 代数 方程 组 程序 
CGUH (4，D7，B，72，e15) 

使 用 说 明 

本 程序 是 用 共 轰 斜 量 法 解 线性 代数 方程 组 4 了 = 至 , 其 中 ,4 是 阶 对 称 正定 失 阵 ; 忆 ， 
玉 是 mw 维 向 量 。 为 了 克服 计算 中 容易 发 生 溢出 的 缺点 (五 、 卫 的 欧 氏 模 平方 都 容易 上 滋 、 下 
滋 ), 本 程序 引入 一 个 比例 因子 , 使 得 修正 向 量 到 的 绝对 值 最 大 的 分 量 接近 于 l 假定 初始 向 
量 为 零 , 算法 可 写 为 下 列 形式 ， 

(中 = 史 盖 max(| ol 六 其 中 必 是 整数 。 


earn rz rpqymeroramriegyigegGGIG2GG2SGFGeGGGTGEN AT -hh 他 泵 ergye < 牛人 cf 让 7 和 rr Wi er 
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尼 上 = Reo 一 盏 / 岂 
(2) 对 于 站 = 二 2，3，… 执行 
01 一 (《 忆 汪 2 一) 人 《 4 P0)， 了 Po) 
0 一 0x0z 
ro) 一 林 w -十 gx 亚 t 
开罗 4 一 01 AP( 
刀 一 ( 玉 @)， 玉 加 ) / ( 民 G-D， 玉 4-D) 
Pi 一 办 妇 十 6 天 人 
中 一 20 心 max ( | 友 2+| ) 
Pen 一 PearD/0 
民 )= 玉 G) /0 
Qt 一 dh0si 
计算 直到 下 列 条 件 之 一 满足 后 停止 。 其 中 条 件 (3) 表 示 计 算 结 果 不 能 满足 要 求 。 
了 〈 瑟 ,及 ) 和 eps， 
2) (4 书 书 ) 入 eps; 
3) 迭代 次 数 一 3n 


计算 结果 存储 在 场 7 中 
形式 参数 表 
4 一 场 4[1:nx (十 TD/5]， 系 数 怎 阵 ， 按 上 三 角形 存放 为 dat，cia，…Ca aaa 
ES 
一 一 场 3[1: 四 常数 项 , 按 次 序 排 为 gz，2a，…，p。 
% 一 一 值 方程 组 阶 数 。 
eps--- 一 值 eps 方程 剩余 的 平方 和 ( 忆 -已 或 (4P,， 忆 的 允许 误差 
iter 一 一 友 代 次 数 。 
7 一 一 和 场 ZLL: 由 方程 组 的 解 。 
各 
过 程 MA(A,， 又 ， 了 ); 
场 A， 又 ，Y; 


始 简 变 了 互 ，W; 
对 于 I=1 到 T 步 长 1 执行 
始 (TI 一 T*N 一 (一 TD*T/2 全 Wi 0 一 Bi; 
对 于 J= 寺 到 蕊 步 长 了 执行 
车 I 和 J 则 互 +ALIW 十 丰 *X[ 中 一 也 
否 了 吾 +AT[T( 一 了 *N+I- (J 一 轧 灯 /分 * 和 [太一 Hi HH 一 YY 四 
终 
终 ; 
注 { 过 程 MA 是 提供 给 过 程 CQM 作 立 一 人 运算 用 的 ,其 中 A 按 上 三 角形 存储 。 根 据 A 的 特殊 形状 使 用 者 本 
另行 改编 } 
过 程 CQM(A，U，B，N，HEPS); 





值 N， 了 PS; 


场 


始 


A，U, Bi 


简 变 Q，Q1, Q2, FE, E1，W,， ITER, D，G，EPS; 


场 S8 R, P, AP[1: 菩 ; 
0=>D; 

对 于 I= 工 到 入 步 长 工 执行 

始 8ABSGB 四 ) 一 Gi 
若 G 和 D 则 否 G 一 D 

终 ; 

SLN(D)/0.693 一 Wi 
SENTI(W) 一 W; 2 人 1 双全 Di 

对 于 I=1 到 信步 长 工 执行 
BDD/D 一 RD，BR 一 P; 0->Q1; 0 一 U 

对 于 I=J 到 玉 步 长 了 执行 
Ql+RUI 人 2=>QlL 

对 于 开 = 工 到 3xN 步 长 工 执行 

注 { 选 代 开 始 , 并 限定 次 数 不 大 于 3N] 

始 EP/D/D->EPS; MA(A,，P，AP); 0>Q32; 
对 于 工 - 工 到 巧 步 长 1 执行 
Q2-HAP[D*P[D ->Q2; 

若 Q2<0 则 停 123 否 ; 
若 Q2<EPS 则 转 END 否 ; 
Ql/Q2->Q; 0->E1， QxD 二 G 
对 于 IT=1 到 入 步 长 1 执行 
始 UI 了 上 +GxP 四 >U 口 ; RD -QxAPT[D 过 Wi 
终 ; 
若 BRL 一 EPS 则 转 了 ND 否 ; 
EL/Ql=>E， HL=>Qli 
对 于 [= 工 到 再 步 长 1 执行 
了 及 四 十 BaseP 上 过 P 中 ;，D 一 同 0>Di 
对 于 I=1 到 共 步 长 工 执行 
始 SABS(CPH) 一 Gi 
若 G 和 D 则 否 G=>D 

终 ; 

SLN(D)/0.693 一 Wi 

SENTI(W) 一 W; 2 人 W 一 Di 
对 于 I=1 到 本 步 长 1 执行 
始 忆 /AD 一 也 ;ROAD 一 RD 
饮 


=S3 


人 


W 二 RD; ELITWeW 一 可 


erreeremrerrrmrm 一 一 一 一 一 一 一 
veeamegwgwwaaaeeegasmeesperee < errri veomw 人 
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QI/D/D 一 QH D*E-D; 注 《假定 小 于 10-9 的 数 看 作 0} 
若 D< (10 个 (-9)) 则 转 END 否 ; KK 一 ITER 
终 ; 
END， 印 二 ITER 
终 ; 


王 9 


十 四 、 解 线性 矛盾 方程 组 的 镜像 映射 法 程序 
已 BUS (4 ,有 和 有 PS RD，m 让 


使 用 说 明 

使 用 者 在 套用 本 程序 前 ， 必 须 先 在 主 程序 中 定义 场 4、 妃 、 下 和 简 变 刀 PS、RD, 场 4 
用 来 存放 系数 抑 阵 4， 其 元 素 按 列 存放 。 即 以 411，0a1，…，dmi，013) am 的 次 序 存 放 。 
简 变 已 PS 需 由 使 用 者 在 调用 本 程序 前 赋值 ,其 值 为 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 

计算 结果 放 在 场 ” 中 , RD 中 是 余 量 模 的 平方 , 即 外 如 一 4 下 1。 

当 程 序 中 发 生 SA < 了 PS 时 ， 系 数 阵 的 计算 秩 小 于 ww 此 时 方程 没有 唯一 的 最 小 二 乘 
解 , 程序 停机 。 

使 用 者 需 在 主 程序 中 自 编 印刷 语句 , 打印 解 z 及 余 量 已 D。 


4 一 4:w 1:" 四 ,存放 方程 组 的 系数 阵 的 场 , 按 列 存放 。 
B 一 一 38[1:], 存放 右 端 向 量 的 场 。 
五 PS 一 一 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 
2 一 一 方程 的 个 数 。 
% 一 一 未 知 数 的 个 数 。 
输出 人 参数 
2 一 一 2[L:9], 存放 解 向 量 的 场 。 
了 7D 一 一 存放 余 量 模 的 平方 。 
程序 
过 程 H6US(A，B, X, EPS RD， M N); 
场 A，B，XX; 
简 变 EPS，RD; 
值 M，N; 
始 ” 简 变 ALJ AQJ BE'TA，SM; 
场 Y ADIL:N]i 
对 于 J=1 到 X 步 长 1 执行 
始 0 一 SM; 
对 于 II=J 到 M 步 长 上 执行 
A[J 卫 个 2 十 SM=>SMi 
著 8SM< 了 PS 则 停 否 ; 





注 { 简 变 SM 中 为 c3, 当 SM< 了 PS 时 ,，A 的 计算 秩 小 于 区 此 时 方程 没有 唯一 解 , 程序 停机 。} 
AT[J, 中 一 AQJ; 
若 AQJ<0 则 8$SQRT(SM) 一 AILJ 
否 8SQRT(SM) 一 ALJ; 
ALJ 一 AD [; 
1/(SM 一 AQJxAIJ) 一 BETA; 
AQJ--ALJ=>A[J, 可 ; 
若 J<N 则 
始 对 于 了 =J+I 到 步 长 1 执行 
始 0=>SMi 
对 于 I=,j 到 M 步 长 工 执行 
AT[J 站 *Af[E, 了 上 二 SM=>SM;， BRETAxSM=>Y[K]， 
对 于 I=J 到 M 步 长 工 执行 
A[K, 眉 --Y[IK]*AfIJ, 中 一 A[K, 也 


注 《上 面 刁 循环 是 对 第 了 十 1 列 到 第 NX 列 作 HOUSEHOLDER 变换 } 
0=>SM; 
对 于 I=J 到 M 步 长 了 执行 
A[J, 卫 *B[ID +SM=SM; 
BETAxSM 一 SMi 
对 于 I=J 到 M 步 长 了 执行 
BDD -AT[J, 了 xsSM=>BU] 
注 《对 右 端 已 作 同 样 的 变换 } 
终 : 
注 《三角 化 步骤 已 完成 , 下 面 用 加 代 过 程 求解 4} 
对 于 工 -=-N 到 工 步 长 一 执行 
始 B[ 丰 /AD 田 僵 BID; BIO 一 入 中 ; 
若 1< 工 则 ， 
对 于 下 = 工 到 人 步 长 工 执行 
B[II 一 刁 一 A[K, I- 轨 *B[] 一 BII 一 慷 
否 
终 ; 
注 { 求 解 结束 , 下 面 计算 余 量 } 
0 一 RD; 
对 于 工 = 太 +I 到 M 步 长 工 执行 
BDD 个 2 二 RD 一 RD 


终 ; 


TreeerraozgpagEGGl 人 Ng 起 PT， 本 。i，<oeitE9 和 了 全 1 站 和 信人 瑟 村 rr 全 全 和 
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十 五 、 解 线性 矛盾 方程 组 的 正 交 化 法 程序 
有 0 (村 万 和，P， 五 PS，m，7) 


使 用 说 明 

使 用 者 在 套用 本 程序 前 ， 必 须 先 在 主 程序 中 定义 场 4 及 五、 五 场 4、 吾 分 别 存放 系 
数 符 阵 和 右 端 向 量 ,系数 阵 4 按 列 存放 在 场 盘 中 。 

.本 程序 带 选 主 元 的 ， 以 未 正 交 化 的 各 列 中 模 最 大 的 列 作为 主 列 ， 场 妃 中 先是 存放 各 列 
模 的 平方 ,后 存放 对 应 的 主 列 的 列 号 , 作 恢 复 解 分 量 的 次 序 用 。 

在 程序 中 M4 工 < 刀 PS 时 ， 系 数 阵 和 的 计算 秩 小 于 m 方程 组 无 唯一 的 最 小 二 乘 解 ， 
将 出 现 程序 停机 。 

使 用 者 需 自 编 印 刷 语 句 , 打印 结果 。 

形式 参数 互 PS 的 值 为 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 


ee 


4 一 4[L:w 区 ,存放 方程 组 的 系数 阵 , 按 列 存放 。 
3 一 一 B[L:, 存放 右 端 向 量 的 场 。 
mm 一 一 方程 的 个 数 。 
% 一 一 未 知 数 的 个 数 。 
一 一 2LL:9， 先 存放 各 列 模 的 平方 ,后 存放 主 列 的 列 号 , 作 恢 复 解 分 量 次 序 用 。 
五 PS 一 一 机 器 表示 的 最 小 正 数 。 
输出 参数 
2 一 一 尘 :中 ,存放 解 问 量 。 
程序 
过 程 MGS(A，B, 和 ,了 P，EP8，M，N); 
场 A，B,， 又 ，P; 
值 EPS，M，N; 
始 简 变 8 工 MAX; 
对 于 I=-I 到 入 步 长 工 执行 
台 0 一 S; 
对 于 J=1 到 M 步 长 工 执行 
AL 丰 42 二 8 S=>PDD 
终 ; 
注 《上 面 计算 各 列 的 模 的 平方 , 以 便 选 主 元 } 
对 于 I=1 到 六 步 长 工 执行 
始 0 一 MAX; 
对 于 J= 工 到 步 长 1 执行 
车 MAX< 了 [JJ] 则 
始 P[ 有 全 MAX; J=oT 终 





否 ; 
若 MAX<EPS 则 停 否 ; 
注 _ {fMAX 中 为 主 元 列 的 模 的 平方 , 当 MA 和 < 了 PS 时 ,方程 没有 唯一 解 , 程序 停机 》 
P 吕 一 Pr; 
T->PD]; 
对 于 J= 工 到 M 步 长 了 执行 
始 A[L 妨 忆 3 A 左 , 几 一 A[ 吃 ; 8 一 A[, 员 
终 ; 
注 { 上 面 是 选 出 主 元 列 后 , 把 有 关 的 列 的 元 素 及 信息 进行 交换 } 
MAX 王 口 ; 
对 于 开 =I+I 到 芯 步 长 1 执行 
始 0 一 Si; 
对 于 J-1 到 M 步 长 工 执行 
AL 中 ]x*A[, 中 十 8 一 Si 8 一 > 又 [天 ]， /MAX 一 T; 
对 于 J= 工 刻 M 步 长 1 执行 
A[K, 杞 一 A[L 下 sxT 人 >A[K, 轧 ; P[IK] -TeS->P[K] 


终 ; 
注 { 上 面 对 第 TI+1 列 到 第 列 作 正 交 化 , 同时 计算 各 列 的 模 平 方 } 
0=>8; 


对 于 J= 工 到 M 步 长 1 执行 
AT 刀 *B[IJ] 上 二 S->S; 
对 于 开 = 工 到 N 步 长 工 执行 
X[K]- 人 AD K];， 8S 斑 口 
注 { 正 交 化 步 又 完成 ,以 下 是 回 代 求 解 往 } 
S9LVTE， 
对 于 I- 瑟 到 1 步 长 于 [执行 
始 驻 [一 Si; 
对 于 J=I+I 到 K 步 长 1 执行 
S--A[L 刀 * 和 X[ 刃 一 8$; 
S/A [IIL 了 一 各 ; 
了 上 口 -T; 
驻 [ 四 二 Si; 
习 [ 了 一 又 品 ; 
S 一 X[I] 
注 { 后 四 个 语句 是 按 选 主 元 列 时 的 信息 饮 复 解 X 的 原始 次 序 》 
终 
终 ; 
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十 六 、 共 录 斜 量 法 解 线性 矛盾 方程 组 程序 
CCF (mp，c，zZ，d) 


个 用 说 明 
本 程序 是 用 共 氏 斜 量 法 计算 矛盾 方程 组 
(在 十 及 = 下 
的 最 小 二 乘 解 站 。 其 中 C 是 叹 xm 阶 矩 阵 也 是 弃 维 问 量 , 下 是 m 维 向 量 。 若 C 的 悉 < 则 
计算 将 停机 。 
形式 参数 表 ; 


C 





场 cLl:z，1: 岂 按 行 排列 为 ，cna， ct …，cu， at， Caa，…， Ca Cob 
CO 
d 一 一 场 %L1:] 方程 常数 项 。 
一 一 值 mw，e 的 行 数 。 
% 一 一 值 w% .的 列 数 。 
08 一 一 值 eps， 是 2 的 允许 误差 。 
2 一 一 场 Z[1: 赔 ， 解 向 量 。 
iter 一 一 适 代 次 数 。 
程序 
过 程 NOX(O, 又 癌 ) 
场 0, 又 ，Y; 
始 0=>Yi; 
对 于 I=1 到 M 步 长 1 执行 
对 于 J=1 到 N 步 长 上 执行 
Yr 上 DD 上 +G[IL 刀 *X[ 刀 一 YI] 
终 ; 
注 { 过 程 MCX 是 提供 给 过 程 CQGQV 计算 Y=QX 芍 } 
过 程 MOTE(CO，F，B); 1 
场 C， 卫 ，R; 
始 ”0 一 R; 
对 于 J=1 到 页 步 长 1 执行 
对 于 TI= 工 到 M 步 长 1 执行 
卫 [LJ] +C[II 由 < 下 [一 必 [IJ 
终 ; 
注 { 本 过 程 是 提供 给 QQV 程序 计算 及 =CrR 用 的 } 
:过 程 CGQV(M, N，EPS,， 0, X D); 
- 值 M N，EPS; 
场 0, 入 ，Di 
始 简 变 Q，Q1，Q2， 了 E1，E2， 一 ，REJ，RE2，ITER 


一 -一 一 -一 -一 一 -一 





场 $8, 了 , RLIL:N,，P, COP[LL:M]; DFT; 0 一 RE2，0 一 有 3 
对 于 区 =1 到 3*N 步 长 1 执行 
注 《限制 选 代 次 数 小 于 3N+I 次 } 

始 一 ITER; MOTEF (0 了，R)， 0 一 RE 

对 于 I=- 工 到 步 长 1 执行 
EL 二 BR 个 2->El 
若 玉 = 工 则 : 
始 对 于 I=1 到 太 步 长 1 执行 
一 有 [上 也-=> 了 [也 ;转世 
终 
否 ; 
若 E2< (10 人 (一 9)) 则 转 END 否 ; 
注 《假定 小 于 10-? 的 数 都 看 作 零 } 
卫 1/ 了 2=> 卫 ; 

对 于 I=- 工 到 步 长 工 执行 
一 有 全国 十 ExeP[ID 一 了 [万 ; 
工 L:E1 一 > 了 E2;，MOX(GO，P，OP);， 0 一 Q2 
对 于 I 开 到 M 步 长 1 执行 
Q2+OP[DD 人 2 一 Q2; 
若 Q2 一 0 则 停 123 否 ; 
若 Q2< (10 个 (一 9)) 则 转 END 
否 ; 
ELUQl=>Q; 
对 于 I=- 工 到 步 长 1 执行 
广 [ 四 十 QxPU 呈 一 文 [中 ;0 一 RE1; 
对 于 J=1 到 M 步 长 1 执行 
始 了 [四 十 QxOP[ 中 一 FE 有， RELTR[ 有 个 2 一 REL 
终 ; 
若 8ABS(KEL--RE2) 和 SABS(RE1*EPS) 则 转 END 否 ， 
RE 一 RE2 

终 ; 

END， 印 +ITER， 

终 ; 
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第 九 章 “ 非 线性 方程 和 非 线性 方程 组 的 解法 


891 引 言 


在 科学 研究 和 工程 设计 中 常常 遇 到 求解 一 非 线性 方程 或 非 线 性 方程 组 的 问题 。 例如 求 
解 方程 
巡 一 10z3 十 35z2 一 50z 十 24 一 0 (9.1.1 


o-sin( 至 )-0 9 


方程 (9.1.3 的 左 端 是 未 知 量 = 的 多 项 式 , 这 类 方程 称 为 高 次 代数 方程 ; 在 方程 (9.1.2) 
中 , 因 左 端 包含 的 指数 和 正弦 函数 是 属 超越 函数 , 这 样 的 方程 称 为 超越 方程。 
下 面 我 们 用 符号 j() 来 表示 方程 左 端的 函数 , 于 是 可 写 方程 的 一 般 形 式 为 
(2z) 一 0 (9.1.3) 
方程 的 解 通常 称 为 方程 的 根 , 或 称 为 函数 jc) 的 零点 。 
方程 的 根 可 能 是 实数 也 可 能 是 复数 , 相应 地 称 为 实 根 和 复 根 。 如 果 对 于 数 &“ 有 F(a) = 
-0 人 Pa) 关 0(7 Ge) 表示 (zc) 的 一 阶 导数 )， 则 au 称 为 单 根 ， 如 果 有 7(a) = 刀 (a) =…= 


00D=0 但 jerb(a) 关 0 则 称 为 大 重 根 (此 处 fo) 表示 jc) 的 大 阶 导数 )。 


对 于 高 次 代数 方程 ， 其 根 ( 实 或 复 的 ) 的 个 数 与 其 次 数 相同 。 如 方程 (9.1.1) 是 4 次 方 
程 ,就 有 4 个 根 。 至 于 超越 方程 , 其 解 可 能 是 一 个 或 几 个 ,也 可 能 是 无 穷 多 个 。 

常见 的 求解 问题 有 如 下 两 种 要 求 ， 一 种 是 要 求 定 出 在 给 定 范围 内 的 某 个 解 ， 而 解 的 粗 
略 位 置 事先 已 从 问题 的 物理 背景 或 应 用 其 他 方法 得 知 。 另 一 种 是 定 出 方程 的 全 部 解 , 或 者 
定 出 在 给 定 区 域内 的 所 有 解 , 而 解 的 个 数 和 位 置 事先 并 不 知道 , 这 在 超越 方程 的 情形 是 比较 
困难 的 。 

求解 非 线性 方程 ， 除 少数 特殊 方程 (例如 二 次 多 项 式 方程 ) 可 以 利用 公式 直接 定 出 它 的 
零点 外 , 一 般 只 能 采用 某 种 迭代 解法 ， 即 从 预知 的 解 的 初始 近似 值 (简称 初 值 ) 开 始 , 利用 某 
种 迭代 格式 构造 一 近似 值 序列 00，VZ1，。"…， 1，0N+1 逐步 逼近 于 所 求 的 解 案 Co 

这 个 序列 是 否 确 能 收敛 于 解 , 以 及 是 否 很 快 地 逼近 于 所 求 的 解 案 , 这 是 迭代 解法 的 收敛 
性 和 收敛 速度 的 问题 。 8 

对 于 一 种 解法 , 为 了 考察 它 的 有 效 性 , 一 般 都 要 讨论 它 的 收 剑 性 和 收敛 速度 , 即 考察 在 
什么 样 的 条 件 下 构造 的 序列 是 收敛 的 ， 以 及 序列 中 的 近似 值 又 按 什么 样 的 误差 下 降 速度 各 
近 解 。 

和 迭代 过 程 的 收敛 条 件 , 一 般 与 方程 的 性 态 ( 函 数 jz) 在 解 案 附 近 的 性 质 ， 零 点 的 分 布 状 
况 等 ) 以 及 初 值 的 近似 度 有 关 。 某 些 解法 仅 与 初 值 的 近似 度 有 关 , 故 有 时 亦 称 收敛 条 件 为 收 
敛 范围 。 

迭代 过 程 的 收敛 速度 , 是 指 在 接近 收敛 的 过 程 中 近似 值 误 差 的 下 降 速度 。 一 般 说 来 , 它 
主要 由 方法 所 决定 。 方 程 的 性 态 也 会 起 一 些 影响 。 
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在 本 章 中 , 我 们 将 介绍 几 种 对 亲 类 方程 均 适 用 的 较 有 效 的 方法 。 对 于 高 次 代数 方程 沿 
有 不 少 特殊 的 有 效 方法 , 此 处 就 不 介绍 了 。 在 所 介绍 的 方法 中 , 除了 区 间 分 半 法 仅 限于 求实 
根 外 , 其 他 均 无 此 限制 。 这 几 种 方法 一 次 都 只 求 出 一 个 解 。 因此 , 我 们 将 在 8$9.7 中 结合 二 
次 播 值 法 和 线性 分 式 揪 值 法 介绍 关于 求 方程 若干 个 解 或 在 指定 范围 内 所 有 解 的 处 理 方法 。 


$ 9.2 求实 根 的 区 间 分 半 法 
9.2.1 方法 简 述 
作为 一 个 例子 , 让 我 们 求解 超越 方程 
co 一 sm( 对)=-0 (9.2. 人 1 
这 个 方程 在 0 与 T 之 间 有 一 个 解 , 要 求 将 解 定 到 小 数 点 后 两 位 的 精确 度 。 

记 j(z)=o* 一 sm ( 吾 ) 这 个 函数 是 连续 的 。 我 们 知道 ， 对 于 连续 函数 ](z)， 如 果 在 
z=a 和 z=8 处 的 量 值 f(a) 和 (2) 有 相 异 的 符号 (简称 异 号 )， 那 末 根 据 f(c) 的 连续 性 ,在 
区 间 [w, 妨 上 至 少 存在 jc) 的 一 个 零点 。 据 此 ， 可 以 采用 如 下 的 过 程 来 定 出 解 的 精确 位 
置 。 
先 算出 了 (z) 在 区 间 [0, 刁 端 点 处 的 量 值 ， 

j 0) =1 (GD =e- 一 sin 互 二 一 0.632121 


双 
”然后 将 区 间 [0, 匡 分 半 , 分 成 二 个 小 区 间 ， 
[0 0. 恒 ， [0.5, 刁 

计算 (zc) 在 小 区 闻 端 点 “= 0.5 处 的 量 值 

7(0.5) = -0.100576 
因为 /0) 与 让 (0.5) 异 号 , 而 f(0.5) 与 jd) 同 号 , 因此 知 解 位 于 [0，0. 罩 的 小 区 间 内 。 于 是 
定 解 区 间 的 长 度 缩小 了 一 半 。 然 后 , 再 对 小 区 间 [0,，0. 锣 按 上 述 过 程 进行 。 如 此 继续 下 去 ， 
区 间 一 次 次 缩 半 , 直到 区 间 长 度 缩 到 0.01 以 下 时 为 止 。 其 具体 过 程 见 表 9.1。 


表 9.1 用 区 间 分 半 法 定 方程 osin( 至 )-0 的 解 


亿 Jo) 存在 解 的 区 闻 
0 1 
1 一 0.632121、 [0, 
0.5 一 0.100576 [0，0.5] 
0.35 0.396117 [0.25, 0.5] 
0.375 0.131719 [0.375,， 0.5 
0.4875 0.011255 [0.4375, 0. 中 
0.46875 一 0.045775 [0.4375，0.46875] 
0.458135 一 0.017534 [0.4375, 0.453125] 
0.4453125 一 0.003208 [0.4375，0.4453125] 


0.44140625 即 作为 所 求 的 解 








347 


上 面 结 合 例子 介绍 了 区 闻 分 半 法 , 为 清楚 起 见 , 再 将 区 间 分 半 法 的 一 般 执行 步 又 归纳 如 


9.2.2 执行 步骤 
(CD 计算 fo) 在 区 间 [w, 如 (存在 解 的 ) 端 点 处 的 值 Ka)，7(B); 
(2) 计算 ja) 在 区 间 中 点 4 去” 处 的 值 了 (4 二 2 


(8) 判断 ， 若 了 ( 4 二 >) 一 0 则 4 本” 即 是 解 ,否则 检验 
车 /了 (4 本 ) 与 Ja) 异 号 , 则 知 解 位 于 区 间 [c， 2 二 2 | 中 ,以 2 二 代替 硬 


车 (4 本” ) 与 7 功 异 号 , 则 知 解 位 于 区 间 [4 去， 中] 中 , 以 4 二 代替 oo 

反复 执行 步 又 (3) (8)， 直 到 区 间 长 度 缩小 到 允许 误差 范围 之 内 ， 此 时 区 间 的 中 点 即 可 
作为 所 要 求 的 解 。 

上 面 介绍 的 区 间 分 半 法 , 每 迁 代 -一次 区 间 缩 小 一半 ,也 就 是 说 , 解 的 不 定 范围 每 次 只 
小 一 半 。 因 此 , 它 是 一 种 收敛 比较 缓慢 的 方法 , 并 且 , 它 只 能 用 于 求实 函数 的 实 零点 。 下 面 再 
介绍 几 种 收敛 比较 快 的 并 且 适 用 范围 比较 广 的 解法 ， 这 些 方法 都 基于 构造 某 种 插值 函数 的 
思想 。 























8$9.3 线性 播 值 法 ( 纺 位 法 ) 
9.3.1 方法 简 述 
_ 设 已 知 方程 
Jez) 一 0 《2 一 2 二 地) (9.3.1) 
的 解 wa 的 两 个 近似 值 拉 、2， 设 它们 相应 的 函数 fs) 的 值 分 别 是 户 、Fa， 即 
户 = 一 20， 户 一 23) 


通过 这 两 个 点 
(0 广 )， (2 ja) (9.38.2) 
构造 一 线性 函数 
了 工 (z) 一 az 十 了 (9.3.3) 
易于 定 出 此 线性 函数 为 
Z 人 0 =- 户 二 三 下 C 一 汉 (9.3.4) 
事实 上 , 将 点 列 @ 3. 2) 分 别 代入 关系 式 (9. 3. 3)， 得 到 二 元 线性 联 立方 各 组 
方 =a2t 十 0 | 
J 久 一 az2a 十 0 | 


由 此 解 出 c、b%， 便 得 (9.3.4)。 

当 * 为 实 变量 2 且 jz) 为 实 函 数 时 ， 线 性 函数 工 (z) 的 几何 意义 就 是 通过 函数 六 (z) 图 
形 上 的 二 点 (2, 访 ) (za， ja) 所 作 的 弦 线 , 见 图 9.1。 

在 近似 值 %、2 附近 , 以 线性 函数 卫 (z) 来 近似 函数 js)， 且 以 二 (2) 的 零点 , 记 为 2 





= 一 户 / 疡 一 大 (9.3.5) 


轨 一 他 

作为 解 c 的 一 个 新 的 近似 值 ( 在 几何 上 , 就 是 以 通过 
曲线 上 二 点 (Zr 方 )、 (zs， Ja) 的 弱 线 来 近似 曲线 ， 且 
以 弦 线 与 轴 的 交点 za 来 进一步 逼近 曲线 与 < 轴 
的 交 虚 w, 见 图 9. 了 。 

预期 为 比 、 2 更 接近 于 解 w 于 是 将 新 的 近似 
值 2 代 夫 思 。 重复 上 述 过 程 ， 又 得 到 za， 如 此 反复 
执行 ,直到 充分 逼近 于 解 ※ 时 为 止 。 

线性 播 值 法 , 通常 亦 称 芒 位 法 。 其 收敛 性 和 收敛 
速度 的 讨论 可 详 见 四, 下面 仅 引 其 结论 。 





9.38.2 方法 的 收敛 性 


如 果 函 数 jz) 在 零点 “附近 存在 连续 的 二 阶 导数 ， 且 初始 近似 值 a,， 为 充分 接近 于 所 
束 的 稚 点 , 那 玉 线性 措 人 法 的 迁 代 过 得 是 收 全 的 。 其 让 人 有 为 


或 者 说 , 当 信 充分 接近 于 时 有 
[sr 一 w| 之 开 | 加 一 ae (9.3.6) 

其 中 , 2 表示 迭代 过 程 中 的 第 次 近似 值 ; srri 表示 第 有 十 工 次 近似 值 ; 
(ao 0.618 
辐 CO) 
广 (W、j 大 (四 分 别 表示 了 (在 零点 & 处 的 一 阶 、 二 阶 导数 值 。 

关系 式 (9.3.6) 反 映 了 在 接近 收敛 的 过 程 中 , 用 线性 擂 值 法 每 迭代 一 次 近似 值 误 差 的 缩 
减速 度 , 或 者 说 有 效 数字 的 增长 速度 。 例 如 , 假设 


Ja 一 o| -0.0498 
|a| 


即 罗 0 位 有 效 数字 , 那 末 从 式 (9.3.6) 有 : 


-2 和 ~ 开 0.0498ters<0.008K( 区 -| 亏 吕 | 
如 果 环 的 数值 不 大 , 那 末 ss 便 有 接近 三 位 的 有 效 数字 。 由 此 看 出 ， 开 的 影响 可 
忽略 , 那 末 近似 值 误差 的 下 降 速 度 主要 取决 于 式 (9.3.6) 中 的 寡 次 1.618。 这 个 宪 次 可 以 作 
为 衡量 收敛 速度 的 一 种 标志 数 , 一 般 称 为 收 伍 速 度 的 阶 。 
一 般 地 , 如 果 由 一 种 欠 代 解法 构造 出 的 近似 值 序列 am，2，…， x 与 解 和 的 误差 有 ， 








0. “ 





有 和 二 扩充 分 接近 于 解 < 时 有 关系 式 . 
[aa 一 gj 之 开 | 区 一 4 (9.8.7) 
其 中 m> 耳 则 称 该 法 具有 和 阶 的 收敛 速度 。 
一 般 说 来 , 对 于 具有 7? 阶 收敛 速度 的 算法 ， 当 接近 收敛 时 其 近似 值 的 误差 将 按 寡 次 为 了 
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的 速度 下 降 , 因此 ” 越 大 , 误差 就 下 降 得 越 多 ， 收敛 速度 就 越 高 7 越 小 ， 误差 就 下 降 得 越 少 ， 
收敛 速度 就 越 低 。 

对 于 y= 工 的 算法 ,其 收敛 性 与 收敛 速度 就 取决 于 因子 玉 。 当 及 < 工 时 ， 其 误差 将 按 数 
区 比例 地 下 降 , 称 为 线性 收敛 速度 。 

式 (9.3.7) 中 的 因子 素 是 与 函数 在 零点 附近 的 性 状 有 关 的 一 个 量 。 它 对 收敛 速 度 亦 会 
起 一 定 的 影响 。 例 如 在 上 述 例子 中 , 如 果 下 一 二 则 在 迭代 一 次 后 有 


ee 一 q| =0.008 
|a| 
如 果 玉 一 5 则 为 
ar 一 al -0.04 
|a| 
与 第 到 次 近似 值 斥 的 误差 
和 一 | -0.0498 
|a| 


相 比 , 新 的 近似 值 w+i 在 玉 一 工时 增加 了 有 效 数位 ,在 玉 一 5 时 便 改 进 不 大 。 因 此 与 函数 性 
状 有 关 的 忆 对 收敛 速度 亦 有 一 定 的 影响 。 从 实际 计算 亦 表明 ,对 于 同一 种 算法 ,用 于 不 同 
性 态 的 函数 其 收敛 速度 亦 存 有 差异 ,特别 在 不 大 时 此 种 现象 更 为 显著 。 事 实 上 从 改写 
式 (9.3.7) 为 


lz-a|l 二 Et 一 a[ 
- 活 可 看 出 , 如 果 的 量 值 较 大 或 阶 不 高 使 KK 比 工 大 得 多 时 ,其 收敛 速度 就 要 慢 一 些 , 如 


果 阶 了 较 高 且 五 的 量 值 不 太 大 ,有 FEYr 1, 则 瑟 的 影响 将 较 小 。 此 外 ， 五 值 的 大 小 还 影 
响 收 伍 范 围 。 事实 上 从 反复 利用 式 (9， 3. 人 

aa 二 开 守 la 一 al” 一 开 -T [KTCo-ale 
此 处 假定 了 sx 已 充分 接近 于 w。 如 果 选 择 初 值 2 使 有 


1 ， 
|z 一 ax| 开 7 < 





即 lm-al<1VErT 
则 当 7->coe 时 有 2 一 0。 由 此 看 出 , 当天 值 越 大 ,要 求 如 越 接近 于 a。 从 实际 计算 亦 表 明 ， 
一 种 算法 当 用 于 不 同性 态 的 函数 , 对 初 值 近似 度 的 要 求 亦 不 同 。 


9.3.3 计算 步骤 


(准备 ， 选 定 初始 近似 值 汪 、so， 计算 相应 的 函数 值 户 = 访 = 太 za)。 
(2) 迭代 ， 按 公式 
a-2 一 户 / 三 


23 一 24 
迭代 一 次 , 得 新 的 近似 值 m%， 计 算 户 = (zs)。 
(8) 控制 ， 如 果 满 足 |8|<e 或 | fa|~0， 则 认为 过 程 收 伐 ， 终 止 欠 代 ， 以 所 作为 所 
求 的 解 案 , 否则 执行 步 (多 ,此 处 
8s 是 允许 误差 ; 


at 
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[2 一 2 ， 当 j|s|<e 时 
G 一 县 
本 一 庆 当 1%|>c 时 


jxa| ” 
其 中 是 取 绝 对 或 相对 误差 的 控制 数 , 一 般 可 取 一直 
(4) 迁 代 准备 : 如 果 迁 代 次 数 超 过 某 个 上 界 max 太 则 认为 过 程 不 收敛 , 计算 失败 ， 否 
则 以 (za，j) (zs， ja) 分 别 代 赫 (2 亡 ) 、(2a， ja) ,而 后 转 步 又 (2) 继 续 迭 代 。 


(9.3.8) 


$94 牛 顿 法 
9.4.1 方法 简 述 


设 已 知 习 是 方程 
7(z) =0 

之 解 w 的 一 个 近似 值 。 假设 画 数 ( 芒 在 零点 c 附近 导数 存在 。 设 户 、 及 分 别 是 3) 在 畏 
处 的 函数 和 导数 值 ， 即 广 = 丰 2)， 户 = 户 (2)。 

构造 一 线性 函数 到 (z), 使 其 在 思 处 取 值 户 ， 且 其 斜率 为 彤 。 易 于 导出 这 样 的 线性 函数 

是 

C 工人 = 及 (一 2 十 户 .4 了 
Cxb fj 在 尺 附 近 , 就 以 此 线性 函数 也 (2) 来 近似 函数 
J (2)， 且 以 工 (z) 的 零点 , 记 为 za， 


za 一 2 一 中 (9.4.2) 
工 


作为 解 和 的 一 个 新 的 近似 值 。 然后 以 za 代替 2 
重复 上 述 过 程 , 得 到 za， 如 此 等 等 , 直到 近似 值 充 
分 接近 解 案 时 为 止 。 

2 当 * 为 实 变量 <， (z) 为 实 函数 时 , 线性 函数 
Z(w) 代 表 jw) 的 曲线 Q 在 点 (zi 方 ) 处 的 切线 ， 见 图 9.2。 牛 顿 法 的 几何 意义 就 是 ， 在 近 
似 值 m 附近 , 以 曲线 在 点 (ci， 方 ) 处 的 切线 下 来 近似 曲线 C, 且 以 切线 与 z 轴 的 交点 作为 解 - 
a 的 进一步 近似 。 如 图 9.2 所 示 。 








9.4.2 方法 的 收敛 性 
如 果 jf (9) 在 零点 附近 存在 连续 的 二 阶 导数 ， 且 初始 近似 值 a 充分 接近 于 所 求 的 解 ， 那 
未 牛顿 欠 代 过 程 是 收敛 的 , 且 其 收敛 速度 是 ， 在 解 为 单 根 的 情形 ,有 


， | zx+1 一 Qt| 呈 | 六 (a) - \ 
| 区 一 | 27 (ao) 9 





或 者 说 , 当 ax 充分 接近 于 a 时 有 
perls| 芭 的 

这 老 明 ,牛顿 选 代 法 具有 阶 为 2 的 收敛 速 度 。 此 即 在 选 代 接近 收 伍 的 过 程 中 , 近似 值 a 的 

误差 将 是 平方 地 减 小 故 又 称 为 "平方 收 伍 连 度 "。 因 此 ,是 一 种 收 伊比 较 快 的 方法 。 


在 解 w 为 王 重 根 的 情形 , 有 





人 (9.4. 人 ) 








相 


lim 12841 一 ol 全 卫 一 工 


ze | 鸭 一 Q| 卫 





或 者 说 , 当 鸭 充分 接近 于 w 时 ,有 





二 二 | 一 al (9.4.5) 


|241 一 ai 入 了 


这 表明 ,在 迭代 接近 收 熏 的 过 程 中 , 近似 值 x 的 误差 接 二 元 二 的 比例 线性 地 下降， 为 线性 


收敛 速度 , 因此 牛顿 法 遇 重 根 时 收敛 速度 大 大 下 降 , 且 重 数 卫 越 高 , 收敛 越 慢 。 收 敛 性 的 证 
明 可 参考 [ 匡 , 此 处 从 略 。 


9.4.38 计算 步骤 


人 b 准 备 : 选 定 初始 近似 值 ma， 计 算 广 =jc， 方 = 户 (z0)。 
(2) 迁 代 :， 按 公式 
| 
22 一 他 大 
迭代 一 次 , 得 新 近似 值 2， 计算 = ， 户 一 户 (za)。 
《3) 控制 ， 如 果 因 满足 181<e 或 户 =0, 则 过 程 收敛 , 终止 闪 代 , 以 2 作为 所 要 求 的 解 
案 。 否 则 转 步 (4) 。 此 处 ， 3，e 的 意义 同 于 (9.83.8) 中 所 述 。 
(和 迭代 准备 ， 如 果 送 代 次 数 超过 上 界 或 者 大 = 0, 则 方法 失败 。 否 则 以 (zs 记 Je) 代 
黎 (2， 万 ] 略 )， 转 步 2 继 续 和 迭代 。 


8$9.5 二 次 播 值 法 (Miiller 法 ) 
9.5.1 方法 简 述 


设 已 知 非 线性 方程 
(2) 一 0 ， 
解 的 三 个 近似 值 汪 、‰、sa, 设 相应 的 ,fs) 的 函数 值 是 户 、fs、ja。 二 次 插值 法 的 基本 思想 是 ， 
通过 这 三 个 近似 值 点 
(0 方 )，(zo， 思 ) ，(23，ja) 9.5. 
构造 二 次 函数 ， 
卫 (2) 一 422 十 玉 z 十 C 
( 当 2 为 实数 时 , 此 函数 图 形 即 是 通过 上 述 三 点 的 一 
条 抛物 线 , 见 图 9.3)。 在 近似 值 附近 就 以 此 二 次 函 
数 工 (2) 来 近似 非 线性 函数 六 2) ,并 以 二 次 函数 的 两 
零点 之 一 作为 解 的 进 一 步 近似 。 下 面 , 我 们 推导 它 
的 计算 公式 。 
利用 拉 格 朗 上 日 插值 公式 ， 作出 通过 (9 5.1) 中 三 
个 点 的 二 次 函数 
站 半 二 (z 一 22) (z 一 33) 满 县 (2 一 姑 ) (2 一 和 ) 二 (一 引 ) (2 一 2) js (9.5.2) 


(和 一 3) ( 袜 一 23) sa (2 一 为 ) (za 一 23) 1 (2a 一 为 ) (sa 一 2a) 





9.3 
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为 计算 上 的 方便 , 引入 新 的 变量 


人 本 (9.5.3) 
且 令 
23 一 2Z3 
| 后 
1 
改写 (9.5.2) 为 入 的 二 次 式 
工人 一 oa 十 0 上 e (9.5.5) 
式 中 
C 一 3 一 Fas9s 十 faXs 
0 一 太一 六 3 十 户 (Xs 十 03) (9.5.6) 
C 一 0。 
二 次 函数 卫 ( 人 ) 存 在 两 个 零点 
有 (9.5.7) 


也 士 V 玉 一 和 
取 其 模 小 的 一 个 ( 亦 即 分 母 中 的 正 负 号 应 取 合 分母 的 模 信 为 大 的 那个 )， 记 为 Xi。 由 的 定 
义 得 

有 人 < 本 (9.5.8)- 
作为 解 的 一 个 新 的 近似 值 。 然后 以 za、2a、2 代替 和、2za、s 重复 上 过 程 得 到 %。 如 此 等 等 ， 
直到 近似 值 充 分 接近 于 解 案 时 为 止 。 


9.5.2 方法 的 收 全 性 


如 果 Fo) 在 解 w 附近 存在 连续 的 三 阶 导数 , 并 且 初 始 近 似 值 充分 接近 于 所 求 的 解 w 那 
末 二 次 插值 法 的 选 代 过 程 是 收敛 的 , 且 其 收敛 速度 ,在 解 为 单 根 且 当 六 充分 接近 于 解 时 有 : 
|2z+1 一 Qi 全 (9.5.9) 


=-|(- 休 人 六 


三 (W、jP"(o 分 别 是 2) 在 解 x 处 的 一 阶 和 三 阶 导 数值 。 式 (9.5.9) 表 明 , 在 接近 收敛 的 选 
代 进 程 中 ,近似值 的 误差 将 按 阶 为 1.84 的 速度 下 降 ; 在 解 为 二 重 根 且 当 x 充分 接近 于 解 “ 
时 有 ， 


式 中 











of 一 ae| 六 榴 | 六 一 al|+2 .5.10) 
式 中 5 ) 0.33 
亿 
人- 汪 人 | 
式 (9.5.10) 表 明 在 二 重 根 的 情况 下 , 二 次 插值 法 仍 有 超 线性 的 收敛 速度 。 收敛 性 的 证 明 可 
详 见 资料 [2 。 


上 述 结论 从 理论 上 说 明了 当初 始 近似 值 充分 接近 解 案 时 渤 代 过 程 的 收敛 性 。 从 实际 使 
用 表明 , 二 次 捅 值 法 对 初 值 的 要 求 并 不 苛刻 , 即使 初 值 不 太 好 也 常常 能 收敛 。 但 在 具体 使 用 
算法 时 , 为 保证 方法 的 有 效 性 , 尚 需 注意 以 下 细节 处 理 。 
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9.5.3 方法 的 若 于 细节 处 理 


(GD) 方法 的 异常 情况 和 处 理 

在 迭代 计算 过 程 中 , 可 能 遇 到 使 公式 (9.5. 7 的 计算 发 生 困难 的 异常 情况 。 此 时 , 须 加 
特殊 处 理 方 能 使 迁 代 继续 进行 。 在 二 次 插值 法 中 , 共存 在 以 下 两 种 异常 情况 : 

( 户 = 记 = 力 ， 在 几何 上 就 是 三 点 位 于 一 水 平 直线 上 ， 此 时 作出 的 抛物 线 退 化 为 平行 


于 z 轴 的 直线 。 此 种 情形 在 计算 中 将 出 现 N 一 -二 2 一 co (o 关 0)。 
人 的) 和 一 2 即 三 点 中 有 二 点 相 重 , 此 时 出 现 和 量 值 不 定 。， 


蜡 常情 况 前 处 理 办 法 是 可 任 取 和 人 和 = 了 继续 进行 闪 代 。 
(2) 改善 收敛 性 的 处 理 
为 避免 送 代 计算 中 发 生 超 射 ， 即 新 的 近似 值 x 离 上 一 次 的 近似 值 aa 不 适当 地 远 ， 从 而 
可 能 引起 发 散 。 我 们 在 得 到 新 近似 值 后 , 用 条 件 
| 殉 |<x 
《zs) 


加 以 控制 。 此 处 H 是 一 常数 , 可取 10 或 其 他 定 值 。 当 条 件 不 满足 时 ,就 六 小 Xe 以 可 


代替 Ms， 并 重复 判断 条 件 (9.5.11)， 直到 条 件 满足 为 止 。 

(3) 上 下 滋 处 理 

在 求 零点 的 过 程 中 ， 函数 7 (2) 的 量 值 变化 是 比较 大 的 ， 特别 是 当 2) 含有 指数 函数 或 
含有 * 的 高 者 次 时 变化 尤 甚 。 因 此 , 在 用 计算 机 实现 算法 时 ， 常 需 考虑 上 下 滋 处 理 ， 以 避免 
由 此 造成 计算 中 断 ， 或 带 来 有 效 数字 的 损失 而 影响 方法 的 有 效 性 。 处 理 办 法 无 非 是 在 作 习 
除 运 算 前 考虑 引入 比例 因子 。 








(9.5.11) 


9.5.4 计算 步 允 
人) 准备， 选 定 三 个 初始 近似 值 、 和 2 计算 相应 的 jg) 值 户 、 户 、 广 ,并 计算 


Z3 一 和 
ja= 名 一 竹 
Za 一 红 


(2) 和 迭代 : 计算 
06s 一 十 和 s 
4 一 户 13 一 ass 十 as 
0 一 户 委 一 ja33 十 fa (Ms 干 3a) 
C 一 上 303 


0 十 22 一 4oc | 
上 式 分 母 中 的 “ 士 号 ， 是 取 分 母 的 模 值 为 大 的 一 个 , 如 遇 异 常情 形 , 则 取 ) 一 1te 
于 是 得 新 近似 值 
. 双 一 为 十 Xa (2 一 29) 
计算 户 = jz)。 如 果 记 不 满足 | Fl/lfsl<MG 是 取 定 的 常数 )， 则 缩小 Xe， 直到 条 件 满 
足 为 止 。 


rieeyeprreaggeygie ip 一， rent ra nr na 必 一 -antiggoerepreoeiog 二 和 ee 
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《3) 控制 ， 如 果 % 满足 
18|<s 或 | jl~0 (3 s 的 含义 见 式 (9.3.8)) 
则 认为 过 程 收敛 , 终止 迁 代 , 以 % 作为 所 求 的 解 案 , 否则 执行 下 步 。 
(和 迭代 准备 ;如 果 和 迭代 次 数 超过 某 个 上 界 , 则 认为 过 程 不 收敛 , 终止 欠 代 , 计算 失败 。 
否则 , 以 2 、z. 2、ja、jfs、j ) 分 别 代替 和 、zas 罗 、 廊 、j、ja、)a， 转 步 (2) 继 续 选 代 。 


8$9.6 线性 分 式 播 值 法 ( 双 曲 插值 法 ) 
9.6.1 方法 简 述 


设 已 知 非 线 性 方程 
Je 一 0 
解 的 三 个 近似 值 ，%、z、 sa， 设 相应 的 jz) 的 医 数 值 是 ， 方 、j、jfa。 通 过 这 三 个 近似 值 点 
(21， 万) ， (za，ja) ， (2a， Ja) 
构造 线性 分 式 函 数 


2 一 0 
了 (2) 二 (9.6.1) 





:经 整理 后 可 写成 、 
pa02 十 C20 一 2 十 C 一 0 (9.6.2) 
其 中 , 系数 <、5、。 满足 下 列 线性 方程 组 
4 十 户 210 十 亡 c 一 2 
| (9.6.3) 
a 十 fszs0 十 fsc= 加 】 
(9.6.2) 式 在 实数 情形 时 代表 一 条 双 曲 线 ， 
见 图 9.4， 故 有 双 曲 插值 法 之 称 。 
在 近似 值 附近 ， 就 以 此 线性 分 式 函 数 砚 (2) 来 近似 非 线性 函数 js), 且 以 此 线性 分 式 的 





人 司 (F 7 2 让) 方 (9.6. 爷 


作为 非 线性 方程 解 的 一 个 新 近似 值 。 然 后 以 as、za、x 代替 忆 、 2、za， 重复 上 过 程 得 到 ao, 如 
此 等 等 , 直到 近似 值 充分 接近 解 案 时 为 止 。 

(9.6. 细 式 的 计算 格式 在 接近 收敛 时 包含 了 两 个 相近 数 之 差 , 有 可 能 影响 数值 计算 的 
准确 度 , 为 此 引入 量 





和 se 一 汪汪 ， 8 一 1 十 )a (9.6.D5) 
2 一 允 
是 将 选 代 格式 (9.6. 全 改写 为 
入 一 2 十 和 4(zs 一 29) (9.6.6) 
其 中 | 
和 一 户 (0aj 一 Xaf) 一 户 户 (9.6.7) 





ja (0s 广 一 Nasj sw 一 户 访 
公式 (9.6.5)、(9.6. 6)、 (9.6.7) 即 是 线性 分 式 播 值 法 的 迭代 公式 。 





.9.6.2 方法 的 收敛 性 


如 果 (Ga) 在 解 x 的 邻近 解析 ， 并 且 初 始 近似 值 充分 接近 于 所 求 的 解 ， 那 未 线性 分 式 插 
值 法 的 选 代 过 程 是 收敛 的 , 量 其 收 剑 速度 ， 在 解 为 单 根 晶 当 加 充分 接近 于 wa 时 有 

jos 一 a| 之 玖 | 六 一 wj184 (9.6.8) 

-| T (al) 工 大 (ao) 0.43 

下 开 =| 于 ( 帮 同 ) -于 天生 
广 (OO 、fr(a) 、 Pa 分 别 是 记 G) 在 解 a 处 的 一 阶 .二 阶 、 三 阶 导数 值 。 式 (9.6.8) 表 明 在 接 
近 收 剑 的 选 代 过 程 中 , 近似 值 的 误差 将 按 阶 为 1.84 的 速度 下 降 。 但 当 解 为 多 重 时 ， 收 伍 连 
度 就 降 为 线性 的 了 。 具 体 证 明 见 [3]。 





9.6.3 方法 的 异常 情况 和 处 理 
在 按 公 式 (9.6.5)、(9.6.6)、(9.6.7) 进 行 迁 代 计算 中 可 能 遇 到 以 下 数 种 异常 情况 : 
(D 户 = 户 = 户 即 三 点 位 于 一 水 平 直线 上 , 此 时 = 


(2) 户 = 户 或 户 一 户 或 彤 = 户 即 二 点 位 于 一 水 平 直线 上 ， 此 时 双 曲 线 (9.6.2) 退 化 将 
二 条 平行 于 轴 的 相互 垂直 的 直线 , 计算 时 将 产生 如 下 情况 ; 

在 .ja= 广 时 , 有 入 =0, = 为, 产生 假 收敛 ; 

在 户 = 广 时 , 有 和 一 一 二 办 一 22， 下 步 计算 中 将 出 现 异 常情 况 (3); 


春 帮 - 户 轩 有 jr (+ 贡 ) wm 三 上 不 要 并 在 下 一 步 产生 假 收敛 
(3) 23 一 好， 即 两 点 相 重 ， 此 时 ji- 了 了。 


本 
生 假 收敛 等 情况 而 使 方法 失败 。 简便 的 处 理 方法 是 任 取 )s 值 ， 警 如 可 取 )s=1 继续 进行 
迭代 。 





9.6.4 计算 步骤 
(也 准备 : 选 定 三 个 初始 近似 值 尺 、 2Z2、23， 计算 相应 的 Jo) 值 广 、 万、 并 计算 . 
和 3 一 Za 一 2Z9 
Ze 一 对 
ja(8s fa 一 人 3 工 一 太 方 
本 非 异 常情 况 时 
异常 情况 时 


得 新 近似 值 
2 一 为 十 4(2a 一 罗 ) 
计算 户 一 (2zg) 
《3) 控制 ， 如果 勾 满足 
18|<e 或 1/44 0 (8，s 的 含义 见 式 (10.2.8)) 
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则 认为 过 程 收敛 , 终止 选 代 , 以 sa 作为 所 求 的 解 案 。 否 则 执行 步 (4 。 
(4 选 代 准备 ， 如 果 和 迭代 次 数 超过 某 个 上 限 , 则 认为 过 程 不 收敛 , 终止 选 代 , 计算 失败 。 
否则 , 以 za、2、 zj J、 Ma 分 别 代替 为 、sa、28、 亡 、j、 js、Xa 转 步 2， 继续 适 代 。 


8 9.7 求 非 线性 方程 全 部 解 的 处 理 方法 


上 面 介绍 了 五 种 求 函 数 零点 的 方法 。 这 些 方法 每 次 都 只 求 出 一 个 零点 ， 而 在 实际 计算 
问题 中 ,常常 需要 计算 一 函数 在 复 平 面 上 的 全 部 零点 ,或 者 在 某 个 域内 的 所 有 零点。 因此 ， 
基 和 谍 用 这 具 方 治 来 完 岂 问题 的 计算 将 在 本 节 中 提供 一 、 二 种 处 理 方法 。 

-常见 的 问题 一 般 有 如 下 三 类 ; 

(1) 要 求 确定 函数 jz) 在 复 平面 上 的 全 部 零点 , 而 其 零点 数目 为 已 知 , 且 为 有 限 个 。 例 
如 要 确定 一 多 项 式 的 全 部 零点 时 即 是 此 种 情形 ， 

(2) 要 求 确定 函数 fF (z) 在 区 间 [e, 妇 上 的 全 部 实 零点 ; 

人 全) 要求 确定 出 函数 F 2) 在 复 平面 某 个 区 域内 的 全 部 零点 ， 而 其 零点 数目 事先 并 不 知 
道 。 ， 

对 于 最 后 一 类 问题 是 比较 困难 的 , 处 理 办 法 往往 需 根 据 具 体 问题 确定 , 此 处 就 不 予 详 述 
了 。 对 于 前 面 两 类 问题 ,， 我们 将 分 别 结合 二 次 播 值 法 和 线性 分 式 插值 法 进行 介绍 。 在 应 用 
其 他 方法 时 , 其 处 理 方法 亦 是 相仿 佛 的 。 


9.7.1 应 用 二 次 插值 法 求 函数 /2) 在 复 平面 上 的 有 限 个 零点 


设 已 知 .2z) 在 复 平面 上 有 吧 个 零点 ， 可 按照 下 列 步骤 应 用 二 次 播 值 法 逐个 地 定 出 它们 
的 量 值 。 
人 加 首次 初始 值 的 确定 
估计 模 为 最 小 的 零点 的 粗略 位 置 , 假定 是 x， 则 取 
2 人 一 从 ,ao 人 (十 介 ， 加 


作为 三 个 初始 近似 值 , 此 处 灶 是 取 定 的 常数 ， 警 如 可 取 1 一 下。 如 果 a=0 则 取 一 矿石 0 


作为 三 个 初始 近似 值 。 
《2) 定 解 
按 取 定 的 初 值 ,应 用 二 次 插值 法 确定 零点 的 精确 值 。 
43) 求 下 一 零点 的 过 渡 
在 求 出 一 零点 拉 后 , 取 
9 一 念 ，9V(L 二 人，9 
作为 求 下 一 零点 的 初始 值 ， 以 期 求 出 在 色 附近 的 另 一 零点 ， 此 处 Y= 和 (1 十 仿 , 其 中 4 是 取 
定 的 常数 , 例如 可 取 4=2-。 
为 了 不 使 零点 求 重 (重复 求 出 已 求 得 的 堆 点 ), 在 求 出 一 零点 后 , 便 将 7 多 降 阶 ， 将 该 零 
点 从 jz) 中 除去 。 
对 于 j (2) 为 多 项 式 的 情形 , 可 以 应 用 综合 除法 执行 降 阶 运算 , 其 算法 如 下 : 
设 已 求 出 多 项 式 
了 (2) 一 和 9 十 028 十 Ca 十 …… 十 12 十 Co 
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的 一 个 零点 2， 现 将 此 零点 从 j(2) 中 除去 , 即 除 以 因子 (一 %) 。 若 记 降 阶 后 的 多 项 式 为 


户 ) = 光 四 林 守 人 十 和 ap 十 bag 十 …… 十 加-22 二 和- 


则 7 的 系数 200，b8，…，2D -1 可 由 下 递 推 公式 逐个 定 出 
0 一 Cd 十 
0 一 ak 十 Do2 (一 2，3，…， 玫 一 古 
.这样 , 在 每 求 出 一 零点 后 , 多 项 式 的 次 数 便 降 低 一 次 , 减少 了 计算 函数 值 的 工作 量 , 但 在 
降 阶 运 算 过 程 中 带 来 了 误差 积累 。 如 果 求 根 的 次 序 按 从 大 到 小 的 次 序 进行 ， 则 降 阶 过 程 中 
引入 的 误差 对 后 面 一 些小 根 精度 的 影响 将 可 能 是 严重 的 (参见 [多 )。 但 如 果 按 从 小 到 大 的 
次 序 进行 , 则 经 误差 分 析 表 明 此 过 程 是 稳定 的 ， 一 般 不 会 影响 后 求 根 的 精确 度 。 
对 于 非 多 项 式 的 函数 ， 一 般 不 能 明显 执行 降 阶 运算 。 而 是 在 已 求 出 一 零点 秘 后 ， 用 函 





数 


1 
户 O-T 


来 代 直 2) 。 一 般 地 , 在 已 求 出 介 个 零点 3，23， 条 后 ,用 函数 
人 时- (2) 
1 一 全 人 6 
来 代替 函数 Fa) 。 显然 , 函数 户 ( 人 包含 了 JJ (az) 的 除 的 ，…， 守 外 的 所 有 零点 , 且 仅 包含 这 些 
零点 。 因 此 , 只 要 尺 ，…, 水 求 得 足够 精确 , 一 般 就 不 会 发 生 求 重 的 现象 。 
”重复 执行 步骤 (2)》、(3), 直到 ”个 零点 全 部 求 出 为 止 。 


9.7.2 应 用 线性 分 式 播 值 法 求 F(z) 在 给 定 区 间 [a, 妨 上 的 全 部 实 零点 


设 jo) 在 [w, 妇 上 的 零点 均 是 单 的 ， 则 可 用 下 述 过 程 定 出 flz) 在 [o, 妇 上 的 全 部 办 
点 。 

在 [w, 妇 上 适当 选取 一 串 分 点 

0 一 CI1<0a< <0o<On+l 一 六 
将 [w,， 人 幻 分 割 成 w% 个 小 区 间 
[oa，zg]，[za，2s] ，…，[z， oo 可 

这 些小 区 间 足 够 地 小 , 使 得 在 每 个 小 区 间 上 仅 可 能 包含 f(z) 的 一 个 零点 。 

逐个 地 计算 了 (o) 在 这 些小 区 间 端 点 zw za 一 二 2 …, 内 上 的 函数 值 户 fs， 并 检 
验 它们 是 否 为 零 或 相互 异 号 ， 

车 f (co =0 则 w 即 为 一 零点 ; 


若 广 与 jfai 异 号 , 则 w 与 wx 之 间 存 在 一 零点 ， 此 时 以 wu QH+dy 2 作为 初始 近 
似 值 , 用 双 曲 撒 值 法 进行 迭代 , 求 出 该 零点 的 精确 值 。 
对 所 有 的 小 区 间 均 按 此 执行 , 即 可 定 出 Fo) 在 [c, 妇 上 的 所 有 零点 。 
8$9.8 方法 的 选择 
针对 具体 的 计算 问题 , 如 何 选择 一 种 适宜 的 方法 , 使 得 既 有 效 而 又 能 较 快 地 完成 计算 工 
作 。 自 然 , 选择 的 原则 不 外 乎 是 ; 
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(GD 方法 是 有 效 的 , 就 是 说 ， 针 对 所 解 问题 的 性 质 和 特点 , 选用 一 种 能 成 功 地 得 到 解 的 
方法 。 对 于 求 零点 的 迭代 解法 来 说 , 也 就 是 针对 所 具备 的 函数 性 态 和 初 值 情 况 , 选用 一 种 能 
收敛 到 解 的 方法 。 

(2) 方法 的 工作 量 是 较 少 的 ,确切 地 说 , 就 是 在 一 定 的 初 值 条 件 下 , 将 零点 确定 到 一 定 
的 精确 度 所 花费 的 工作 量 是 较 少 的 。 自 然 , 这 不 单 要 考虑 方法 的 收敛 速度 , 而 且 也 要 考虑 到 
每 迁 代 一 次 所 花费 的 工作 量 。 因 为 前 者 标志 每 迭代 一 次 所 能 获得 的 解 的 近似 度 的 增长 速 
度 , 后 者 反映 为 获得 这 一 近似 度 的 增长 所 花费 的 代价 。 再 者 ， 对 于 一 高 速 收敛 的 方法 ， 如果 
它 迭 代 一 次 的 工作 量 比 另 一 种 收敛 速度 较 低 的 方法 要 多 , 那 末 , 究竟 负 种 方法 的 效率 高 , 总 
的 工作 量 较 少 呢 ? 为 此 , 引入 一 种 衡量 标准 , 即 所 谓 有 效 指数 的 概念 。 

在 求解 零点 的 过 程 中 , 其 主要 工作 量 是 在 函数 或 其 导数 的 计算 上 。 如 果 将 一 个 函数 或 
其 导数 的 计算 量 作为 一 个 计算 单位 ， 并 假设 某 种 方法 每 次 欠 代 需 花 费 放 个 计算 单位 ， 而 具 
有 宁 阶 的 收敛 速度 。 方 法 的 ~ 阶 收敛 速度 是 以 每 次 和 欠 代 花费 和 个 计算 单位 的 代价 所 获得 
的 ,因此 平均 一 个 计算 单位 所 获得 的 收敛 速度 的 阶 将 是 

卫 = 人 (9.8.1) 
数 玉 就 称 为 方法 的 有 效 指数 。 四 

有 效 指数 召 是 反映 每 花费 一 个 计算 单位 所 能 获得 的 解 的 近似 度 的 增长 速度 。 例 如 牛顿 
迭代 法 为 二 阶 收敛 速度 ，r= 2 每 次 闪 代 需要 二 个 计算 单位 , mm 一 2 故 届 一 全 -1.414。 这 
表示 牛顿 迁 代 法 , 当 近似 值 充分 接近 于 解 时 ,每 花费 一 个 计算 单位 , 近似 值 的 误差 将 按 阶 为 
工 .414 的 速度 下 降 。 

(3) 方法 简单 ,易于 编制 程序 , 减轻 计算 前 的 准备 工作 。 

关于 方法 的 选择 ， 通 常 需 针对 具体 问题 的 特点 和 要 求 ， 根据 上 述 原则 权 街 选择 之 。 才 
9.2 对 上 面 介绍 的 几 种 方法 作出 了 上 比较， 


方 法 名称 重 根 时 的 收敛 速度 


1，, 假 重 时 失败 
工 


区 间 分 半 法 
线性 播 值 法 
牛 顿 ， 法 
二 次 插值 法 
线性 分 式 插 值 法 


由 
二 重 时 为 1.33 
工 








由 表 9.2 看 出 ,牛顿 法 的 收敛 速度 最 高 , 但 从 有 效 指数 看 , 其 效率 不 如 二 次 插值 法 和 线 
性 分 式 插值 法 。 且 因为 牛顿 法 用 到 了 一 阶 导数 刀 (m)， 故 它 对 易 写 出 导数 式 的 函数 适宜 ， 特 
别 是 当 同 时 计算 函数 及 其 导数 值 并 不 比 单独 计算 函数 值 增 加 太 多 工作 量 时 ， 牛 琶 法 的 效率 
就 比较 高 。 在 收敛 性 方面 , 从 实际 使 用 表明 ， 它 对 初始 值 的 要 求 比较 苛刻 。 因 此 ， 必 须 具备 
良好 的 初 值 。 

区 间 分 半 法 是 一 种 低 效率 的 方法 , 且 只 能 求实 根 。 其 优点 是 方法 简单 , 且 对 函数 F(z) 
药 要 求 比 较 低 , 仅 需 je) 本身 连 续 。 因 此 适用 于 光滑 程度 差 的 函数 。 





上 列 方法 中 ,效率 最 高 的 是 二 次 播 值 法 和 线性 分 式 插值 法 。 它们 具有 相同 的 收敛 速度 
各 有效 指 数 。 但 遇 二 重 根 时 ， 二 次 插值 法 还 保持 了 超 线性 的 收敛 速度 ， 优 于 线性 分 式 插值 
法 。 二 次 插值 法 的 最 大 优点 是 ， 从 实际 使 用 表明 ， 它 对 初 值 的 要 求 不 苛刻 ， 即使 用 比较 坏 的 
初 值 , 亦 常 可 获得 收 人 。 它 的 缺点 是 编制 程序 较为 复杂 , 并 且 即 使 计算 实 零点 亦 常 需 采 用 复 
运算 过 程 ， 增 加 了 不 必要 的 工作 量 。 因 此 二 次 播 值 法 用 于 求 复 零 点 较 宜 ， 特 别 是 在 无 良好 
初 值 的 情形 。 线性 分 式 插值 法 ,在 求实 零点 时 其 运算 过 程 可 以 全 部 采用 实 运算 。 在 收敛 性 
方面 ， 从 实际 使 用 看 ， 求 实 零点 较 求 复 零点 要 好 些 。 因 此 线性 分 式 播 值 法 用 于 求实 零点 较 
好 。 


8$9.9 非 线性 方程 组 的 解法 


考虑 非 线性 方程 组 
(or za wo) =0 
ja(zr Za，…，2n) 一 0 (9.9.1) 
天 本， 2，”… 2 一 0 
此 处 2 za 是 实 变量 ， 廊 (= 二 2 中 是 未 知 量 2 za，…， 和 的 非 线性 实 函 数 。 
要 求 确 定 方程 组 (9.9. 忆 在 指定 范围 内 的 一 组 解 mw，as，…，ano 


解决 此 类 问题 的 方法 ,常用 的 有 如 下 二 种 ， 一 种 是 属于 线性 化 的 方法 , 即 是 将 非 线性 方 ， 
程 组 以 一 线性 方程 组 来 近似 , 由 此 构造 一 种 适 代 格式 ,用 以 逐次 逼近 所 求 的 解 案 ; 另 一 种 是 
属于 求 函数 极 小 值 的 方法 ， 即 是 由 这 些 非 线性 函数 户 ， 户 ，…, 户 构造 一 模 函 数 王 ”例如 可 
构造 模 画 数 5(oc， …，m) = 袜 [Fi(cu …， ao)]5% 然后 ,以 各 种 各 样 的 下 降 法 求 出 模 函 数 的 


极 小 值 点 , 而 此 极 小 值 点 即 是 非 线性 方程 组 的 一 组 解 。 
下 面 介绍 三 种 解法 , 一 是 牛顿 选 代 法 , 它 是 属于 线性 化 的 方法 ， 其 他 二 种 是 最 速 下 降 法 
和 变 尺 度 法 中 的 DFP 法 , 它们 是 属于 求 极 小 值 点 的 方法 。 
为 了 叙述 清楚 起 见 , 现 以 一 个 二 阶 方程 组 为 例 来 介绍 这 些 方法 。 对 于 一 般 的 情形 , 方法 
是 不 难 类 推 的 。 下 面 考虑 非 线性 方程 组 
广 (c， 
Ja J) 一 0 
此 处 , w, y 是 实 变量 ; 记 ， 户 是 未 知 量 ", y 的 非 线性 实 函数 。 同 时 , 假定 户 、 户 对 zy 的 二 
阶 偏 导数 存在 且 连 续 , 并 且 在 解 的 邻近 , 行列 式 
人 


了 人 (9.9.3) 
of oh 
0 ， 0 


$ 9.10 解 非 线性 方程 组 的 牛 疗 送 代 法 
. 设 已 知 方程 组 (9.9.2) 之 解 的 一 组 初始 近似 值 zo, yo。 在 此 近似 值 邻 近 将 非 线性 函数 
方 、ja 用 如 下 的 线性 函数 来 近似 : 


(9.9.2) 











360 


记 o 必 = 让 +G- 台 四 +@- 由 各 oo 罗 








罗 (9.10.1) 
六 Co 力 =joo 岗 二 Cr- 加 人 鸯 + 给 Co 则 





其 中 -8 (oo 由) 表示 户 对 = 的 一 阶 篇 导数 -32 在 mw、 gp 处 的 取 值 ,其 他 类 似 符号 的 意义 


亦 相仿 。 实际 上 , 近似 式 (9.10. 力 是 由 广 、 户 在 (wo yo) 处 的 泰 劳 展 式 略 去 其 高 于 线性 的 项 
后 所 得 的 。 
于 是 得 到 一 线性 方程 组 


站 (xzo， go) 4+- 吕 (zo， go) 必 二 一 广 工 (zo， yo) 





(9.10.2) 








Co 由 4+- 澡 Go 网 有 -一 疡 ee 网 


式 中 4z=2Z 一 00， 刀 = 一 % 


由 前 面 的 假定 , 行列 式 
志 坟 
| 0 
pp .pp 
0 ” 209 
在 解 的 邻近 不 为 零 , 因此 只 要 近似 值 4zo， %o) 充 分 人 靠近 于 解 ， 那 末 方程 组 (9.10.2) 的 系数 行 
列 式 是 不 为 零 的 , 于 是 可 以 从 (9.10.2) 中 解 出 4z，4y。 由 它们 的 含义 得 到 
2 一 2o 十 4 1 ， 
” 纺 =% 十 届 j 

以 此 作为 非 线性 方程 组 解 的 一 个 新 近似 值 。 然 后 ， 以 同 ，% 代替 zo, %,， 重复 上 述 过 程 ， 直 
到 相 邻 二 次 近似 值 we，%z 和 wz， yisi 满足 条 件 : 


(9.10.3) 


Imnax {G。， 8 一 s (9.10.4) 
其 中 
|z 41 一 | 
| 当 |o|>e 
[oz 一 坟 | 当 |2zif <e 
| 一 加 | 
-| |m| 当 | 名 >。 
|yari 一 狼 | 当 |r < 
或 者 满足 条 件 ， 


max{| 户 |，|ja1]<8 (9.10.5) 


时 为 止 。 最 后 得 到 的 近似 值 即 作为 所 要 的 解 案 。 此 处 ，s 是 允许 误差 , “是 取 绝 对 或 相对 误 
差 的 控制 数 ， 它 们 随 具 体 问题 的 要 求 而 定 ; 8 是 一 接近 于 零 的 小 数 ， 视 计算 机 的 字 长 和 数值 
范围 而 定 。 

在 方程 组 (9.9.3) 的 假设 条 件 下 ， 可 以 证 明 当初 值 充 分 接近 于 解 时 ， 和 牛顿 迭代 过 程 是 按 
平方 收敛 速度 收敛 的 。 但 在 实际 使 用 中 玫 明 , 牛顿 适 代 法 需要 有 较 好 的 初 值 , 否则 很 有 可 能 
发 散 。 
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8$9.11 最 速 下 降 法 


对 于 方程 组 (9.9.2), 构造 模 函 数 
下 一 玉 轨 一 [六 人 力 ]? 十 [ja 力 ] 9. 并 .了 
显然 方程 组 (9.9.2) 之 解 是 瑟 的 零 极 小 值 点 ， 反 之 亦 然 。 因此 可 通过 求 瑟 的 零 极 小 值 点 来 
得 到 方程 组 (9.9.2) 之 解 。 
函数 瑟 (w, 力 在 几何 上 是 一 空间 曲面 ， 它 与 Z-Y 面相 切 的 点 即 是 它 的 零 极 小 信 点 ( 见 
图 9.5)。 





9.5 图 9.6 
对 于 空间 曲面 5=G(z, )， 如 果 用 一 系列 平行 于 wy 面 的 平面 允 = 常数 相 截 之 ， 可 以 


. 得 到 一 族 平面 晶 线 , 将 它们 投影 于 “~-y 面 , 得 到 如 图 9.6 所 示 的 曲线 族 , 称 为 幅面 的 等 高 线 


族 , 处 在 同一 条 等 高 线 上 的 点 其 臣 值 是 相同 的 。 每 条 等 高 线 相应 于 一 个 丐 值 ,在 极 小 值 点 
(c，B) 附 近 , 其 等 高 线形 成 以 (wa，B) 为 中 心 的 封闭 曲线 族 , 且 相 应 的 外 值 由 外 往 里 不 断 地 下 
降 , 当 达 到 (c，B) 时 , 匹 值 为 零 

对 于 处 在 函数 瑟 (z, 9) 定义 域 也 内 的 任何 点 ,总 存在 族 中 的 一 条 等 高 线 通过 它 。 如 果 
从 刀 内 的 某 个 点 (zo, 加 ) 出 发 沿 着 使 瑟 值 下 降 的 方向 逐步 地 下 降 筷 值 ， 一 直 降 到 它 的 零 极 
小 值 , 那 末 就 可 以 得 到 所 求 问题 的 解 。 

我 们 知道 ,在 一 点 处 等 高 线 的 法 向 ,也 就 是 函数 画 (z，9%) 在 该 点 处 的 梯度 方向 

5 085 
(二 现 ) 
是 使 严 值 上 升 最 快 的 方向 , 因此 其 反方 向 
-g=(- 吝 2 | 


0” 0 
就 是 使 包 值 下 降 最 快 的 方向 。 最 速 下 降 法 就 是 沿 着 这 样 的 方向 来 逐步 下 降 5 值 的 。 具体 
方法 如 下 ， 
设 (zo,，%o) 是 解 的 一 个 近似 值 。 计 算 驴 在 此 点 的 梯度 
go= (gio， gso) 7 


此 处 9 一 ( 赤 )， -中 吉 ) ( 思 )o+ 吉 | (P] .1 9) 


me-( 癌 )- 江 笋 ) os (如 ) oo 








ay] 
刁 和 当 








se vseaeereryeeegeawegegasaegeaeeoemeggpe we iemwwerqapypererr sqeemdrereerrrereoogrg INIIII 
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其 中 下 标 “0 表示 括号 内 的 函数 在 (zo， %) 处 的 取 值 。 
从 这 点 出 发 沿 负 梯 度 方 向 ， 一 9o， 跨 一 适当 的 步 长 , 得 到 新 的 点 
人 4 一 0o 一 和 gilo 
史 一 一 和 gao | 
此 处 因子 入 作 如 此 选择 ， 使 得 新 的 点 ， 镶 是 芋 (2, 蕊 在 此 方向 一 ge 上 的 相对 极 小 值 点 ， 
即 有 


(9.1t.3) 


G(ci， 仿 ) = (co 一 Xgio， Wo 一 Xgso)} 


因为 目的 是 要 定 出 在 ze, % 附近 的 另 一 近似 值 ， 故 可 以 将 户 (zo 一 xygio，% 一 Xgao) (= 
也 纪 在 和 = 一 0 处 展开 并 略 去 入 及 以 后 的 项 , 得 函数 瑟 的 近似 式 


5o 一 Mio gm-Mm)s[( 广 计 ( 习 -2[( 生 ) oo+( 颁 ) oj 
+[( 3 yo+(- 认 ) gu](P | 
ro 人 (各 jwr( 黎 ho 
+|( 0) go+(- 褒 ) go | 了 
元 二 ( 革 ， (过 ) 丽人 (7 oo 人 (和 
( 强 ) (过 ) (ja)ov ga30 
az /o 0 /0 


上 标 卫 者 示 转 置 , 是 记 (c，0) 为 向 量 o, 的 内 积 , 则 有 
G(zo 一 入 9gio，4%o 一 9so) 之 (Fo， ro) 一 2 和 (Jogo，o) 十 和 3 (yog， Jo) 
根据 一 元 函数 极 小 值 的 求法 , 解 方程 


红 2~ 一 2(Jogo，1o) 二 2X(Jogo，Jgo) =0 





























)-sm 


D 和 
四 (Jog。 矶 ) (go go) 
0 人 

将 它 代入 (9. 革 .3) 得 到 mw, 以 此 作为 瑟 沿 ge 方向 的 相对 极 小 值 点 的 近似 值 。 如 果 册 
(9.1L.4) 得 到 的 入 有 

G@(c， 扩 ) < 夯 (zo，o%) (9.1L. 区 
则 就 以 它 作为 入 的 取 值 ， 否 则 可 缩小 X， 例 如 可 每 次 缩小 一 半 ， 直 到 条 件 (9.11.5) 满 足 为 
止 。 

将 最 后 确定 的 入 值 代入 式 (9.11.3) 便 得 到 新 近似 值 wm, 名。 然后 再 从 新 近似 值 (zu 纺 ) 
出 发 重复 执行 上 过 程 。 如 此 不 断 地 进行 ， 直 到 瑟 值 (在 丐 值 比 较 小 时 一 般 改 用 轩 = | 方 | 十 
la| 值 , 因 在 机 器 计算 中 当 接 近 于 解 时 , G 值 很 快 趋 于 零 而 消失 了 数字 ) 降 到 充分 小 时 为 目 ， 
最 后 得 到 的 近似 值 即 作为 所 计算 的 解 。 

一 般 说 来 ， 最 速 下 降 法 对 任意 初 值 都 能 收敛， 但 其 收敛 速度 却 是 线性 的 。 在 开始 几 步 
后 , 其 收敛 速度 就 变 得 十 分 缓慢 , 尤其 是 在 解 案 邻近 , 常常 为 了 提高 一 点 精度 而 需要 付出 很 
大 的 代价 。 因 此 , 在 实际 使 用 上 , 常 与 牛顿 法 结合 应 用 , 使 两 个 方法 相互 取长补短 , 以 达到 噬 
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能 保证 收敛 性 又 能 加 快 收 敛 速度 的 目的 。 结合 的 方式 是 多 种 多 样 的 。 最 原始 的 结合 方式 
是 ， 开 始 采用 最 速 下 降 法 ,而 当政 值 降 到 一 定 程度 时 , 便 改 用 牛顿 法 。 
对 于 难于 求 出 函数 之 偏 导 数 或 者 偏 导数 的 计算 过 于 繁复 的 问题 ， 可 以 用 差 商 来 近似 
次 。 例 如 可 用 
在 (Z 十 殉 ， 另 一 ee 2 2 


0 
ji 9 十 则 一 站 力 -ah 
用 OV 
关于 步 长 见 的 取 法 , 有 一 种 方案 是 ， 开 始 取 加 =10-: 在 第 灶 次 迭代 时 取 
入 -min|10-。 max(laoeil， |) 
其 中 dj 1 一 MU-1 一 人 -3 dp -1 一 -1 一 和 -s 为 上 一 次 的 欠 代 修正 量 。 
8$9.12 DEFP 方 法 


与 最 速 下 降 法 同样 , 将 解 非 线性 方程 组 
Fo po) =-0 = 2 po. (9.12.1) 


(一 了 2 


的 问题 化 为 定 函 数 
5(E)=- 立 PC (9.12.3) 
的 极 小 值 的 问题 , 此 处 下 = (ci，…， wm)2 是 由 未 知 量 组 成 的 向 量 , 上 标 卫 表示 转 置 。 
66( 避 ) 是 mw 个 未 知 量 的 非 线性 函数 , 如 果 在 极 小 值 点 下 sin 附近 存在 连续 的 三 阶 导 数 , 则 
利用 素 劳 展 式 可 知 , 在 极 小 值 点 下 ws 附近 ， 匹 ( 互 ) 与 一 二 次 函数 
G(T)=G(Zo) + (go 下 一 下 0) 十 误 ( 六 一 弟 ， 孙 ( 开 -是 )) (9.12.3) 
相近 似 , 此 处 ,已 。 是 在 极 小 值 附 近 的 某 个 点 ; ge 是 丐 ( 马 ) 在 忆 。 处 的 梯度 值 


06-( 宝 Re 


06 
瑟 =( Do | 
是 由 对 ( 忆 ) 在 于。 处 的 二 阶 偏 导数 值 所 组 成 的 对 称 惩 阵 





oig0z ? Dol0zo9 2 OZ107， 
-2 -9 

卫 ,= DO1D00s 2 Orzspzs ? 2 DaDo， 

0G 00 DG | 
2ziamm， 8zsBm，”， DriBc /xx 和 
在 极 小 值 附近 它 是 正定 的 。 
对 于 二 次 函数 (9.12.3), 根据 极 值 原理 (在 极 值 处 的 梯度 为 零 ) , 由 方程 

终 (下 ) =9o 十 盏 (下 一 居 o) 一 0 (9.12.4) 


可 立即 得 出 人 @, 了 2.3) 之 极 小 值 的 位 置 
， 划一 辟 o 一 五 J1go (9.12.5) 


一 一 一 -一 ver -aereevervaagqpe Aretprrte rolerrempaggeyrplgy 抽 wp go pear 
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因此 ， 如 果 已 知 函 数 画 ( 忆 ) 在 极 小 值 邻近 一 点 处 的 梯度 和 二 阶 导 数值 ， 那 末 由 (9.12.5) 即 
可 得 到 下 。 的 更 好 近似 值 ， 并 且 , 如 果 以 此 作为 一 种 迁 代 格式 , 那 末 它 将 具有 二 次 收敛 速 
度 。 但 遗憾 的 是 ， 它 在 计算 中 用 到 了 克 的 二 阶 导数 值 ， 这 在 实际 计算 中 是 十 分 麻烦 的 。 因 
此 , 如 果 能 避免 二 阶 导 数 的 计算 而 又 能 很 快 地 定 出 一 二 次 函数 的 极 小 值 点 , 那 末 就 能 得 到 一 
种 切实 可 行 的 快速 收敛 算法 。 求 极 小 值 的 DEFP 方法 就 是 这 样 的 一 种 方法 。 其 具体 方法 如 
二 
考虑 二 次 函数 
万 (下 ) =o 十 (5, 巳 ) + 到 ( 马 五 忆 ) (9.12.6) 


趟 中 , 忌 是 由 中 个 未 知 量 组 成 的 向 量 ， 是 常数 ; 五 是 常 向 量 ; 吾 是 对 称 正定 的 常 矩 隆 。 
易于 写 出 瑟 ( 民 ) 的 梯度 为 


g( 琶 ) -5 十 再 下 (9.12.7 
设 互 s 是 任 取 的 一 个 点 , 则 由 此 点 上 的 梯度 值 ge 即 可 得 五 ( 蛋 ) 的 极 小 值 的 位 置 
下 min 一 丰 o 一 开 -go (9.12.8) 


为 避免 使 用 和 拖 阵 互 和 求 着 计算 ， 任 取 正 定 对 称 的 矩阵 Ce 作为 矩阵 豆 王 的 初始 试验 
值 ,并 用 公式 
局 一 下 十 ai2 (9.12.9) 
= 一 G9 (9.12.10) 
代替 式 (9.12.8),， 作 为 求 下 on 的 迭代 公式 , 此 处 ,下 下 ri 分 别 是 第 和 次 和 第 4 二 IT 次 的 近 
似 值 , 而 仿 是 修正 方向 。 其 中 ,9g:=9 ( 避 ) 是 函数 下 (下 ) 在 下: 处 梯度 ;人 是 第 宝 次 迭代 所 
用 的 矩阵 玖 -的 试验 值 ; w 是 步 长 。 
确定 步 长 wo 使 得 下 +t 是 五 ( 和 站 ) 在 直线 


瑟 - 素 十 My (9.12.11) 
上 的 极 小 值 点 。 即 使 w 满足 条 件 
辫 古 ( 忆 二 XpDD) ia =0 (9.12.12) 
亦 即 满足 
(gt 20 一 0 (9.12.13) 
式 (9.12.13) 表明 修正 方向 g 与 下 fi 处 的 梯度 方向 gstiz 相 正 交 。 关于 求 w 的 数值 方法 ， 
将 在 后 面 介绍 。 
在 wm 确定 后 , 由 式 (9.12.9) 即 可 得 新 近似 值 已 +i。 然 后 修正 系 阵 @， 使 修正 后 的 怎 阵 
GCT4GI (9.12.14) 
满足 条 件 : 
(了 Cs 是 正定 对 称 的 ; 
(2) Ceri 满足 
GEpj=B， (=-0 1 (9.12. 节 ) 


即 所 有 前 面 的 修正 方向 po 2;，…, 2 均 是 怎 阵 Ca 瑟 的 对 应 于 单位 特征 值 的 特征 向 量 。 
条 件 了 是 使 算法 的 修正 方向 r= 一 Cg 均 是 下 降 方向 。 这 保证 了 算法 的 稳定 性 ， 邵 
算法 能 稳定 地 逐步 降低 刀 ( 互 ) 值 ; 条 件 (2) 与 式 (9.12.13) 保 证 了 算法 对 于 几 元 的 二 次 函数 ， 





将 最 多 在 郊 次 迭代 后 达到 极 小 值 ,' 并 且 有 @= 瑟 -:。 事实 上 可 以 证 明 ， 修 正方 向 po，p， 
Pa，…, 2 _: 是 相互 互 巷 的 , 因而 是 线性 无 关 的 , 且 均 正 交 于 第 业 次 近似 值 疏 。 处 的 梯度 
方向 g,， 即 有 关系 式 

(Po 五 p;) =0 宙 )=0, 1 pm 一 1 1 

(9 2i) 一 0 了 一 0， 寺 ，， 呈 一 荆 | 
因此 ， 根 据 线性 代数 中 的 以 下 结论 ;在 吨 维 空间 中 任 一 与 个 线性 无 关 的 非 零 向 量 相 正 交 
的 向 量 必 是 零 向 量 。 可 以 知道 , 必 有 9,=0, 即 忆 , 为 极 小 值 点 。 因 此 ， 对 于 二 次 函数 来 说 ， 
其 算法 仅 以 不 超过 未 知 量 数目 的 步 数 , 便 可 达到 极 小 值 。 并 且 ， 因 2:，…，, 2 是 怎 阵 五 G。 
的 呈 个 具有 单位 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , 故 知 五 C@, 必 为 单位 矩阵 ,于 是 有 @,= 五 :+ 

满足 条 件 ( 思 、(2) 的 矩阵 修正 方法 不 是 唯一 的 。 在 Eleteher-Powell 的 算法 中 是 取 如 下 

的 矩阵 修正 公式 ， 


(9.12.16) 


是 ,4 有 7 Cd49(C40907 
2470 人 


此 处 ，4 姑 :一 下 ti 一 下 5 409:= gui 一 gs 上 标 卫 表示 该 向 量 的 转 置 。 可 以 证 明 ， 按 此 公式 修 
正 的 矩阵 是 满足 上 述 条 件 的 , 具体 证 明 可 见 [6]。 
公式 (9.12.9)，(9.12.10)，(9. 了 12.17) 就 是 DEFP 方法 的 基本 迭代 公式 。 对 于 二 次 函 
数 ， 它 将 以 不 超过 变 元 数 的 选 代 次 数 达 到 极 小 值 。 对 于 非 二 次 函数 ， 亦 将 具有 快速 的 收敛 
速度 。 
以 上 就 是 方法 的 大 致 轮廓 , 对 于 实际 使 用 还 有 如 下 两 个 问题 ， 
C) 初始 挎 阵 Ge 的 选择 。 一 般 可 取 单位 矩阵 这样， 初始 修正 方向 po 将 落 在 导 o 处 的 
最 速 下 降 方向 一 go 上 。 
(2) 步 长 wm 的 实际 计算 法 , 就 是 定 一 元 函数 
9(N) 王 忆 (下 十 Pi) 
之 极 小 值 的 计算 方法 。 一 般 是 采用 某 种 近似 求法 ， 即 构造 y(X) 的 近似 多 项 式 ， 然 后 求 出 其 
极 小 值 点 。 此 方面 的 处 理 方法 是 很 多 的 , 有 一 种 方案 是 ， 在 直线 下 = 忌 ' 十 MXp, 上 取 两 个 点 : 
X=& 和 和 = 六 ， 使 得 在 此 两 个 点 中 存在 9() 的 一 个 极 小 值 , 即 有 
9 (co) 一 (2 9( 且 十 ap) )<0 
4 (OO) 一 (2 9( 且 十 0D0)) >0 
然后 由 5, 2 处 的 函数 值 及 导数 值 go) 、%(DD)、% co)、y ob)， 利用 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 得 到 
一 个 三 次 多 项 式 。 求 其 导数 后 得 


ON -人 By (e) 十 角 (D) 十 25] 十 2 by ( 轨 十 四 十 % CD) 
其 中 
2 十 Ya) 十 W( 切 (9.12.18) 
易于 定 出 豆 s(X) 之 相应 于 五 ()) 极 小 值 的 根 , 于 是 得 m 之 近似 什 


4 (8) 十 2 一 20 (一 qg) 


人 2 (c) 十 W CD) 十 2z 


其 中 
2 一 V 2 一 Wo)Y (0D) (9.12.19) 


ywqve r， ~~ AAAar0NG21W9i284 玫 和 和 后 | 坟 和 8 全 fr + 过 信人 1 -和 ogg Ag 
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但 因 录 (c) 与 儿 ( 纺 异 号 , 且 在 极 小 值 邻 近 又 接近 于 零 , 为 改善 计算 效果 可 改 用 算式 


1 0 十 亿 一 % _ 
(0 一 人 (9.12.20) 


关于 点 @_3 的 选择 , 可 按 下 述 方案 确定 ， 取 如 下 的 一 捉 入 值 
入 一 0, 凡 ，21， 人 4， 8 2 
每 个 人 值 是 前 一 次 的 加 倍 ,而 


7 三 习 
其 中 
1 2(PCED) 一 PCKan)) 
(05，20i) 

帮 值 的 意义 是 ， 对 于 二 次 函数 , 当 @#= 瑟 -时 ，j12pi 将 是 下 | 到 极 小 值 点 下 mm 的 距离 。 

依次 计算 在 这 些 入 上 的 yY() 值 。 因 (0)<0; 故 当 遇 某 个 和 = 2 和 有 内 (222) >0 时 ， 
即 表明 在 和 = 饮 与 =2 纪 间 存 在 Y(X) 的 一 个 极 小 值 。 于 是 可 取 ac= 记 ，D = 2221。 

DHP 方法 是 最 早 的 变 尺 度 法 ， 也 是 得 到 广泛 使 用 的 方法 之 一 。 但 DEFP 算法 存在 以 下 
的 弱点 ， 一 是 矩阵 豆 , 可 能 出 现 奇 异 。Bardc" 从 分 析 修 正 公 式 (9.12.17) 表 明 ， 当 模 14zi 
与 |49g,| 的 量 级 相差 悬殊 时 , 挎 阵 瓦 :: 将 出 现 奇异 ,并 且 一 当 兢 奇异 ,以 后 的 矩阵 将 恒 为 奇 
异 ， 于 是 乍 阵 的 正定 性 不 能 保证 ， 步 长 w 出 现 负 值 甚至 为 零 而 产生 假 收 敏 ， 二 是 Powellm 
证 明了 (9。 克 '9g,) 是 单调 下 降 的 。 因 此 当 某 次 wi 跨 近 鞍 点 时 ， 因 g~0, 有 (9 万 9 ~0， 


于 是 在 以 后 的 选 代 中 | BEg|= -二 -| 4m| 将 被 限制 得 更 小 ， 而 可 能 陷入 被 吸引 在 鞍点 邻近 而 


器 
无 法 摆脱 的 困境 ; 三 是 方法 的 有 效 性 与 定 一 元 函数 极 小 即 解 方程 (9.12.12) 的 精度 有 关 ， 精 
度 太 低 时 常 招致 方法 失败 ,但 要 精度 高 就 要 花费 工作 量 。 
为 改善 DFP 算法 的 效果 , 常 循环 地 让 抢 阵 吾 重 取 初 值 。 例 如 可 每 迭代 mw 十 次 ， 舍 去 
当前 的 矩阵 责 ,， 改 用 初始 矩阵 瑟 (=- 刀 重新 开始 。 
DEFP 方法 虽 则 存在 上 述 问题 ， 但 从 大 量 应 用 玫 明 ， 在 变 尺度 法 中 仍 不 失 为 一 种 有 效 的 
算法 。 








附录 ” 解 非 线性 方程 和 方程 组 程序 


一 、 区 间 分 半 法 程序 
已 717 了 (oo，D，e1s，2，j17，FUNO) 


使 用 说 明 
过 程 互 TI7 克 是 用 区 间 分 灶 法 求 连续 函数 Fo) 在 区 间 [c, 由 上 的 一 个 实 零点 。 
输入 人 参数: 

0， 一 一 定 解 区 间 的 端点 。 要 求 j(a) 与 捕 (8) 异 号 ; 
es 一 一 允许 误差 。 当 逐次 分 半 后 的 区 间 长 度 4<eps 时 ， 过 程 终止 ， 以 区 间 的 中 点 
作为 所 求 的 根 值 , 此 处 


| 六 一 az| 当 李 ex+zl<1 
4 一 


15 一 | /w+ 下 当 到 la+ 旭 > 


TUNC 一 一 是 计算 函数 值 /2) 的 过 程 。 需 有 过 程 说 明 ， 过 程 UNC(L2, 思 ; 值 简 
变 方 始 … 终 ; 
输出 参数 ; 
2 一 一 零点 计算 值 ; 
jx 一 一 庆 = 帮 om)。 
程 
过 程 ITL(Cc，0，e0s，z7，jz，FUNGO) 
值 <c，0，eps; 
简 变 z，j mw 
过 程 FUNCG; 
始 简 变 了 HTA，FB，SF，DX; 
RULUNO(A,，FA); 
A 一 X; 若 了 RA=0 则 转 OUT 否 ; 
FUNO(B，FB); 
B 一 又 ; 若 FEB=0 则 转 OUT 否 ; 
ITRT，(A 二 TB) /2 一 XI FUNO(X，FX) 
若 8ABS(X)<T 则 8ABS(B 一 人 A) 僵 D 又 
否 8ABS(CGB 一 A)/X) 一 DX; 
若 DX 一 EPS 则 转 OUT 否 ; 
若 FX=0 则 转 OUT 否 ; SSIGN (FEX) 一 SR 
若 SE*FA<0 则 始 又 全 Bi FX 一 TB; 转 ITRT 终 否 ! 
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若 SFeFB<0 则 始 X 一 A; FX=>FA; 转 IPRT 终 否 ; 
OUT， 
终 ， 


ee 


二 、 线 性 分 式 播 值 法 ( 求 一 个 实 零点 ) 程 序 
怕 了 P8 (z1，22，eD1，e02，max，2，j 帮 DFTUNC FL4TD) 


使 用 说 明 

过 程 五 了 P 双 是 应 用 线性 分 式 捅 值 法 ( 双 曲 插值 法 ) 计算 数 fo) 的 一 个 实 零点 。 

输入 参数 ， 

坟 ，22 一 一 零点 的 两 个 初始 近似 值 ; 
epl，e12 一 一 是 允许 误差 , 当 相 邻 两 次 近似 值 性 -世人 刀 之 差 Dr<epl 时 ,或 者 当 函 数值 
| co 1<ez2 时 ,以 必 作 为 所 求 之 零点 ,此 处 ， 

咱 下 一 好 于 当 | 人 | < 工 
as 当 | 丰 | >1 
max1 一 一 允许 的 最 大 和 迭代 次 数 ; 
了 4T7 一 一 非 正常 出 口 , 当 迭 代 次 数 > maxz8 时 , 将 转向 4T 了 II; 
ZUNWC 一 一 计算 函数 值 f(z) 的 过 程 。 须 有 过 程 说 明 ， 过 程 TUNO(o, 力 ; 值 wm 简 变 


万 始 … 终 ; 
输出 参数 : 
2 一 一 零点 计算 值 
7 一 一 相应 的 函数 值 ,，/ =/ 六 co); 
了 xz 一 一 误差 。 
程序 


过 程 HYPE(X1L，X2， HP1, FEFP2，MAXK, X, 本 DX,， FUNO，FAILI); 
值 XI，X2，EP1，EP2，MAXKE; 
简 变 又 , 了 ，DX; 
过 程 FUNOC; 
开关 了 AIL; 5 
始 简 变 HL F2, LMD, DLT，EP3,，EP5, SUP, M MU, MUE1, MUF2, MUF3, D，K; 
2 个 (一 MAXP 十 人 一 FEP3; 
注 1 {MAXP 是 机 器 数 的 最 大 阶 码 数 ,使 用 时 需 填 入 。 在 109(2) 机 上 ，MAXP=31} 
2 人 ((MAXP 一 和 /2 一 四 一 SUP，1/SUP 一 EP5，0 一 Ki，1>DX，FUNO(X1， 开 ); 
BRUNC (X2，F2);， 一 0.5->LMDi 
HHYP1，(X1+X2) /2 一 X FUNO(X， 了); 
若 SABS(C <EP2 则 转 OUT 否 ; 
lTRT， 若 SABS(F2 一 F1) < 了 EP3 则 转 ITR2 否 ! 
若 8ABS(G 一 了 本) <EP3 则 转 ITR2 否 ; 
若 8ABS(B--F2)<EP3 则 转 ITR2 否 ; 
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若 8ABS(1) <SABS (F2) 则 FT2->M 否 了 一 Mi 
若 8ABS(M) <8ABS(BE) 则 了 全 M 否 ; 
1->MU; SABS(M) 一 Mi 
车 2*M< 了 REP3 则 转 ITR1 否 ; 
车 Ms<8SUP 则 若 0.5<M 则 转 ITR1 否 始 
DMU1，2*M=>M; 若 1<M 则 转 ITR1 
否 2*MU=>MU; 转 DMUT 终 
否 始 
DMU2，MU/2 全 MU; M/2->M; 
若 M<8SUP 则 否 转 DMU2， 
终 ; 
IFR1I，MUx*F1 一 MUF1， MU*F2 一 MUF2; 
MUx*EF=>MUF3; 1+TLMD 一 DLT; 
MUH3 *(DLT* MUF2 一 LMD *MUFT) -MUE3 *MUE1 一 Mi 
MUF3x*(DLT*MUHL 一 LMD*MUTF2) -MUEF2*MUE1T 一 Di; 
若 SABS(D) <EP8 则 转 ITR2 否 ; 
若 SABS(CD)<8ABS(M) 
则 若 SABS(D/M) <EP5 则 转 ITR2 否 
否 ; 
M/D=>LMD:, 转 ITR3， 
ITR2，1 一 LMD; 
ITR3，LMDx*(X 一 X2) 一 DX; 
又 2 一 入 1 F2 一 EX- 入 2， TFT->F2; 入 二 DX 一 >X; 
基 8ABS(X) <1 则 否 DX/X=>DX; 
开 十 1 一 >K; 
RUNCO(X,， 卫 ); 
若 8ABS(E) <FRP2 则 转 OU 否 ; 
若 8ABS(DX) <HEPL 则 转 OUT 否 
车 从 <MAXK 则 转 IDRT 否 转 了 AILTH]; 
OUT' 


三 、 线 性 分 式 播 值 法 ( 求 区 间 上 全 部 单 零点 ) 程 序 
厅 PB7 (5 7 思 epl， en2，z， 族 PPDNCO，7R4 四 
使 用 说 明 
过 程 忌 PBZ 是 应 用 线性 分 式 插值 法 ( 双 曲 插值 法 ) 和 区 间 分 割 法， 确定 函数 f(z) 在 区 
间 [o, 妇 上 的 全 部 单 零点 。 
输入 参数 ; 


vamoc ioeworomggqqgagaggGGGiipRrRlA 机 iyptey 和 RN8e 省 pn tr 全 个 909 人 WII99 





4，0 一 一 定 解 区 间 的 端点 ; 
/一 一 相 邻 两 零点 之 间距 的 下 限 估 值 ， 对 于 间距 小 于 克 的 零点 ， 过 程 就 有 可 能 忽 
略 ; 
epl， ep2 一 允许 误差, 详 见 过 程 互 了 P 允 之 说 明 ; 
0 的 过 程 。 需 有 过 程 说 明 ， 过 程 TUNCO(c, j; 值 导 简 变 
方 始 … 终 ; 
?847T 一 一 是 供用 户 处 理 和 加 工 零点 & 的 ,本 过 程 每 求 出 一 零点 后 便 供 过 程 7 有 47 处 
理 。 
输出 参数 ， 
2 一 一 零点 计算 信 
太一 一 相应 的 函数 值 , =); 
印刷 控制 ; 
当 音 工 尾部 第 工 位 为 工时 , 印 出 每 次 欠 代 值 : 
四 ( 迁 代 次 数 ) ，2， 让， 了 Do 
当 间 1 尾 部 第 2 位 为 工时 , 印 出 每 个 零点 值 : 
Y( 零 点 序号 ) ,8 (迭代 次 数 )，v2， 丰 oO)，Dao 
程序 
过 程 HPBL(A，B, 也 EP1， HEP2，X, 相 FUNG，TRAT); 
值 A，B, 也 EP1, FP2; 
简 变 又 , 世 
过 程 FUNO，TRAT; 
始 简 变 了 R, 区, DX, LI LILX, RX,， LEF，RF, 8; 
若 瑟 =0 则 转 OUT 否 ; 
0-=>T 1>R，A 一 RX; 
OUT， 若 B<RX 则 转 OUT 否 ; 
RX->LX，REF->LEF，A+IxH=>RX， 
若 B 一 RX 则 B->RX 否 ; 
FUNGO(RX，RH); I 二 -> 
若 RE=0 则 始 
RX=>X， REH->E 0 二 8， RX 二 也 /10 一 RXI RUNO (RZX， RE); 
转 KEDRT 
终 否 ; 
车 I= 工 则 和 否 
若 SSIGN(LEF)*RF<0 
则 始 三 >8; 
若 寺 1A 字 2= 字 ?2 
往 2 { 控 制 印 刷 的 条 件 可 按 机 器 和 使 用 要 求 更 改 之 } 
则 始 “ 印 数 0，LX, LE, 可 
印 数 0，RX，RE,， 可; 
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终 否 ; 
转 FDRT 
终 
否 ; 转 QUTi 
EDRT， 始 
场 XX[1:R]; 开关 SWITIFRAITI]; 
过 程 HYPBE(X1, X2，H1， F2,，X, FSWIT); 
简 变 又 1， 2，F1，F2,， 又 ， 马 
开关 SWTIT; 
始 “ 简 变 F3, LMD,，DLT，HP38,， EPE5, SUP, M MU，FX，MUR1，MUFK2，MUFS3， 
D; 
过 程 FUNP(T， 了 ，FR); 
值 由 简 变 了 ，FR; 
始 简 变 D; 
FUNOCT， 本; 13>D; 
对 于 I= 工 到 及 一 工 步 长 工 执行 
De(T 一 XXDD) 一 D; 
了 /AD 一 FRi 
车 寺 1 入 字 2= 字 2 
则 印 数 习 , T，FR，DX 否 ; 1->EX; 
若 8ABS(E) <EP2 
则 若 $ABS(FR)<EP2 则 0 一 FX 否 
否 ; 
终 ; 
2 人 4 (--MAXP+2) 一 DP3; 
注 { 见 过 程 联 YP 了 之 注 1。} 
2 人 ((MAXP--T /2 一 届 人 SUP; 1/8UP 一 FEP5 0 一 Ki -0.5=>LMD;，(XL-LX92)/2 人 全 
X; FUNP(X, 也 F3); 
若 FX=0 则 转 OUTL 否 ; 
ITRT， 若 SABS(F2 一 PT) 一 EP3 则 转 ITR2 否 ; 
若 8SABS(F3 一 F1) <EP3 则 转 ITR2 否 ; 
若 SABS(F3 一 F2) <EP3 则 转 ITR2 否 ; 
若 SABS(E1) <8ABS(F2) 则 F2 一 M 否 FL=>M; 
若 8SABS(M) <8ABS(F3) 则 F3->M 否 ; 
1MU; SABS(M) 一 Mi 
若 2*M<ITP3 则 转 ITR1 否 ; 
若 M<SUP 则 若 0.5<M 则 转 TTR1 否 始 
DMU1，2xM 一 Mi 
若 1 和 M 则 转 ITRI 否 2*MU 一 MU; 


站 
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夸 DMU1 
否 始 
DMU2，MU/2>MU，M72 一 Mi 
若 M<SUP 则 否 转 DMU9; 
终 ; 
ITR14，MUxE1 一 MUF1， MUxF2->MUF2，; 
MUx*F3->MUE3; 
1+LMD 一 DLT: 
MUF3x*(DLTx*MUFE2 一 LMDx*MUH1) 一 _MUNSsMUL 这 
MUF3*(DLT*MUF1 一 LMD*MUF2) -MUF2*MUE1 一 Di 
若 SABS(D) 一 EP3 则 转 ITR2 否 ; 
若 8ABS(D)<8SABS(M) 
则 若 8SABS(D/M) <EP5 则 转 ITR2 否 
否 ; 
M/7D 一 LMD 
转 ITR3 
TTR2，1 一 LMD| 
ITR3，LMDx( 一 X2) 一 DX X2 一 X1 F2 一 Fl X 一 X2，F3 一 F2; X+TDX=>XI 
若 8ABS(X) < 工 则 否 DX/X 一 >DX; 玉 十 1 全 Ki 
FUNP(X, 也 F3); 
若 HX=0 则 转 OUTIL 否 ， 
车 SABS(DX) < 了 BP1 
则 转 OUT1 
否 若 买 <40 则 转 ITRT 次 转 SWITC; 
OUTL， 终 ; 
过 程 HITL(A，B，FA，FB, 又 ,了 ); 
简 变 A，B，FA，HFB,， 又 ，B 
始 简 变 SF; 
ITRT， 玉 十 1K，(A 十 B) /2 一 X; FUNO(X， 了 ;了 3 一 A 一 DZXI 
若 8SABS(X) <1 则 否 DX/X 一 DXi 
若 间 IAA 字 2= 字 2? 
则 印 数 及 , 广 , 了 ，DX 否 ; 
若 SABS(DX) 一 EP1 则 转 OUT2 否 ; 
车 SABS(F) <EP2 则 转 OUT2 否 ; 
SSIGN (一 SF; 
若 SFx*EA 一 0 则 始 X->B; FFB; 转 IDRT 终 否 ; 
若 SFx*FB<0 则 始 X=>A; FFA; 转 IDRT 终 否 
OUT2， 终 ; 
车 8=0 则 转 PRIN 否 
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HYPE(LX，RX，LEF，RE, X FE SWTI; 
转 PRIN; 
FAIL，HITLULX,，RX， LER，RR, 和 芭 ; 
PRIN，X=>XX[TB]; 
若 音 IA 字 4= 字 4 
则 印 数 R，K, X, 了 DX 否 
TRAT， 
R 二 1->B; 转 CUT 
OUT 
终 ; 


四 、 求 函数 零点 ( 实 或 复 的 ) 的 牛顿 法 程序 
NTFYN(RE2Z0,T2Z0,epl,ep2, maxk, BRZ,TZ,jD2Z,PDUNO,P4ID) 





使 用 说 明 
过 程 WZW 是 应 用 牛顿 和 欠 代 法 求 函数 js) 的 一 个 零点 ( 实 或 复 的 )。 
输入 参数 : 
Z0, 20 一 一 分 别 是 零点 初始 近似 的 实 、 虚 部 ; 


eO,， 2602 一 一 允许 误差 , 当 相 邻 两 次 近似 值 % 上 和 人 秋之 差 De<epl, 或 者 当 卫 (z9) 的 模 
值 19 <ep2 时 , 便 以 站 作为 所 求 之 根 值 , 此 处 
DZ -| 当 | 寻 < 
和 芝 一 和 -O 基 | 当 于 
max 一 一 允许 的 最 大 达 代 次 数 ; 
了 4T7 一 一 非 正常 出 口 , 当 迭 代 次 数 >max8 时 , 将 转向 了 4TU]; 
ZUXWC- 一 是 计算 函数 值 /2 一 玉 二 JTF 和 导数 值 户 (一 RE+JTFL 的 过 程 。 过 程 

需 有 说 明 : 过 程 FUNC(LRI, T2， Bf IPB Li 值 R2 ,TI2; 简 变 
民 ，Tf Bf，TFTi 始 … 终 ; 

输出 人 参数 : 

2O，TZ 一 一 分 别 是 零点 的 实 、 虚 部 ; 
[一 一 相应 的 函数 值 之 模 了 = | (2) 
了 5 一 一 误 关 。 
印刷 控制 ; 
当 间 革 尾 部 第 工 位 为 工时 , 将 印 出 每 次 欠 代 值 ; 
8( 迭 代 次 数 )， 忆 2 工 Z5， 玉 F(20 ，IF(29。 
程序 
过 程 NWTN(RZ0, IZ0，EP1 ERP2, MAXK，RZ,，]IZ， HR，DZ，FUNO,， FAIT); 
值 RZ0，IZ0，HP1 HEP2， MAXHI 
简 变 RZ,， 芭 ,了 ，D2Z; 


1 erar openiegeeegeggyoeeapeeiseeryeserc wm。 shareipgeg hepyPy mgVa1rVep ren 全 yeVGIVA149999899 9699 reg or 





- 引 7 有 


过 程 了 UNO; 
开关 FAIL 
始 ” 简 变 REF,， IE，RF1, IE1, K，BR 也 ,TH，M, ML, FEP3，SUP，MU; 
0 全 Ki; 2 人 (--MAXP 二 2) 一 FEP3; 
注 《MAXP 是 机 器 数 的 最 大 阶 码 数 ,使 用 时 须 坏人 。 在 109( 乙 ) 机 上 ,MAXP 二 31。} 
2 人 ((MAXP 一 力 /2 一 力 =SUP; RZ0=>RZ，IZ0=>IZ; 0.1 一 RHI 
JTRT，FUNCO(CRZ, IZ，RE,， IF，RF1， IFd); 
车 井 ITA 字 2= 字 2 
注 《印刷 控制 的 条 件 , 可 按 机 器 及 需要 更 改 之 } 
则 印 数 习 ，RZ，IZ，RF，IE，DZ 否 ; 
SABSCRF) +8SABS(IE 一 B; 
SABSCRF1) +8ABSCIET) 一 Mi; 
老 卫 <EP2 则 转 OUT 否 
车 了 <MI 则 否 车 MI/E<EP3 则 转 ITRI 否 ; 
著 8SABSGE) +SABS(CIEF1) =0 
则 始 RE/RE1=>RH; 0=IH; 转 ITR1 终 否 ; 
0 一 Mi 
对 下 = RE IF，RF1 IFT 执行 
若 SABS(M) <SABS(T) 
则 8$ABS(CTD) 一 M 否 
122>MU; 
车 2*M<EP3 则 转 JTRI 否 ; 
洲 M<8UP 则 若 0.5<M 则 转 DMU3 否 
始 
TDMU1，2*M=>M; 
若 1<M 则 转 DMU3 否 2*MU 一 MU 
转 DMU1 终 
否 始 

DMU2，MU/2>MU; M/2 一 Mi 

若 M<SUP 则 否 转 DMU2 
终 ; 

DMU3，MU*RE=>RF; MU*IF->TF4 
MUx*RE1->REF1; MUxIF1=>IF1; 
RE1*RFT-IETeIEF1->Mli 
(REFxRF1 上 IExIF1)/M1->RHI 
(IFxRE1 一 RRxTEF1)7/M1->TH 

ITR1，RZ- RH=>RZ; IZ-IH->IZ; 人 二 1->KI 
8ABS(CRZ) +SABS(IZ) 一 Mi 
8ABS(RH) +8ABS(TH) 一 DZ 


分 ) 
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若 M<I 则 否 DZ7/M-DZ; 
若 DZ<BP1 则 转 OUT 否 ; 
若 民 <MAXK 则 转 IJTRT 否 转 了 AILU]; 
OUT， 
终 ; 


五 、 二 次 播 值 法 程序 
MDZR (CRZ0, 720 7 eply ep2,max 1 有 00 17102011VNCO 41) 


使 用 说 明 
过 程 WULZ 玉 是 应 用 二 次 持 值 法 寻求 函数 矿 o) 在 复 平 面 上 的 m 个 零点 。 
输入 人 参数， 
%- 一 一 需求 零点 的 个 数 ; 
了 2Z0, TI2Z0 一 一 模 为 最 小 的 零点 的 初始 近似 值 , 妃 20 为 实 部 ,TI20 为 虚 部 ; 
epl, ep2 一 一 允许 误差, 详 见 过 程 WIYPN 之 说 明 ; 
max 8 一 一 允许 的 最 大 迭代 次 数 ; 
Z4TT 一 一 非 正常 出 口 , 当 送 代 次 数 >maxi 时 , 将 转向 了 4TIZ[H]; 
TUNC-- 一 是 计算 函数 值 (2) = Bf 上 +JTF 的 过 程 。 过 程 需 有 说 明 : 过 程 FUNC(R2Z， 
7T2Z，R1f,， 7 力 ; 值 RG，T2Z; 简 变 玉 f， 工 户 始 … 终 ; 
输出 参数 ， 
2G2, JGG4, % 个 根 值 ,其实 部 斌 值 于 RZQ， 其 虚 部 赋值 于 7T2G。 
印刷 控制 
当 井上 尾部 的 第 工 位 为 工时 , 将 印 出 每 次 迭代 值 : 
8 ( 选 代 次 数 )， 卫 2 TI25 到 (2 和 (2 ，DZ; 
当 埋 革 尾 部 第 2 位 为 工时 , 印 出 每 个 根 值 : 
4( 根 序号 ) ,8 大 代 次 数 ) ，RG，TZ，Rf(2)，TFCG)，DIGo。 
程序 
过 程 MULR(RZ0，IZ0,，N，EP1L，EP2，MAXK，RZZ，IZZ，FUNO，FAIH)i 
值 RZ0，IZ0, 本 HP1, PP2，MAXK; 
场 RZZ，IZZ; 
过 程 FUNGC; 
开关 FAIL 
始 “ 简 变 及 RZ，IZ，SUP，HEP4，EP5，FEP6，RZ1，IZ1，RZ2，IZ2，REF，IF，REPI，TPTL 
RH2，IF2，RF3， IF3, 区 ，RLAM, ILAM，RDEL，IDEL, RA，IA，RB，IB，RO，IC， 
MU, RH, IH RD, ID, TDZ， 
场 XX[0:6]; 
过 程 DEMU(N); 
值 Ni 
始 简 变 M; 
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0->M; 
对 于 I=I 到 太 步 长 执行 
若 8SABS(XXU])<M 则 否 SABS(XX[ID) 一 Mi; 
M->XXTIO]i 
1>MU; 
若 M<HEP6 则 转 DOUT 否 ; 
若 M 和 SUP 则 若 0.5 和 M 则 转 DOUT 否 始 
DMU1，2xM=>M; 
若 1<M 则 转 DMU3 否 2*MU 一 MUi 转 DMU1T 终 
否 始 
DMU2，MU/2-=>MU; M/2 一 Mi 
若 M< 和 SUP 则 否 转 DMU2; 
终 ; 
DMU3， 对 于 I=I 到 页 步 长 | 执行 
MUxXX 四 一 XXDD; 
DOUT. 
终 ; 
过 程 MTPLURA,，IA,，RB, IB, RC IO); 
值 了 RA，IA，RB，IB; 
简 变 RO，IC; 
始 RA*RB 一 IA*IB 一 RO; 
RAxJIB 十 RBsTA=>TC; 


人 


过 各 DVID(RA, IA，RB, IB，RO， TO); 
值 RA,IA，RB，IB; 
简 变 RO，IO; 
始 
RA 一 XX[; IA 一 XXX[2i RB->XX[3];， IEB 一 XXX[4]; DEMU(4); XX[3]*XX[3] 
十 XX[4]*XX[ 人 一 I0，(XX[xXX[3] 二 XX[2]sXX[4)/IO=>RO，(XX[2]。 
XXTfT3] 一 XX[J*XX[4)7AIO 一 IO; 
终 ; 
过 程 SQRT(RA,，IA，RO, IO); 
值 RA，IA; 
和 莘 变 RO， IC; 
始 简 变 T; 
若 8ABS(RA)+T8ABSGUA)<EP6 
则 始 0 全 RO; 0 一 IO 终 
否 始 RA 一 XXX[];i IA 一 XX[2]， DEMU (2); 
8SQRT((SABS(RA) +8SQRTOXX[T*XX[T +TXX[0x*XX[9/MU)/2)=>T 
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若 RA 一 0 则 始 IA/(2xT) 一 RO; T 一 IO 终 
和 否 始 IT 全 RO; IAA/](2xT) 一 IO 终 ; 
终 
终 ; 
过 程 FUNR(RT，IT，RER,，IFR); 
值 RT，IT; 
简 变 RER，IFR; 
始 简 变 RD, TID，RE，TIE; 
FUNO(CRT，IT，REF，TF); 
若 了 <2 则 始 RE=>RER; IF 一 TJER; 转 RUN] 终 否 ; 


J]=->RD; 0 二 ID， 
对 于 [= 工 到 及 一 1 步 长 于 执行 
始 


MTPELCORD, 1D, RT-RZZD， IT 一 IZZ[D，RE, IE); RE->RD， IE->ID， 
终 ; 
DVID(RE, IF RD, ID， REFR，IFR)， 
FUN1， 若 井 1A 字 2= 字 2 
注 《 见 过 程 了 PBL 的 注 人 
则 印 数 KRT，IT，RJR，IFR 否 ; 
若 SABS(RF) 上 +8ABS(IE) <FP2 
则 若 8ABS(RFR) +SABS(IFR) <EP2 
则 始 RT->RZ; IT=>IZ, 转 SOUT 终 
否 ; 
终 ; 
24 ((MAXP 一 1/2 一 1 一 SUP; 
注 { 见 过 程 碧 YE 也 的 注 十 
2 人 (一 MAXP-2)-DP4 EBP4/2->EP6; 2 个 (一 10) 人 一 EP5; 0 一 RZZ，0->TZZ， 
1->R 
FDRT，0 一 K 
RZ0-RZ，IZ0 二 IZ， 
若 8SABS(RZ0) +SABS(IZ0) < 了 EP6 
则 始 一 0.25 一 RZ1; 0->1Z1; 0.25->RZ2; 0-TIZ2 终 
否 始 0.75*RZ0=>RZJ，0.75xIZ0-IZ1; 1.25*RZ0->RZ2; 1.25*IZ0->IZ2 
终 ; 
FUNR(RZ1 JIZ1, REF IFT); 
FUNR(RZ2，1Z2，RF2，1F9); 
FUNR(URZ，IZ，RF3,，]T3)， 
一 0.5-RLAM; 0->ILAM 
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ITRT，1+RLAM=>RDEL TILAM=>IDEL; 
MTPL(RE1， IE RLAM, ILAM，RB, IB); 
MITPL(REF2，IF2，RDEL, IDEL，RO, IO); 
MTPLIRB--ROTRF3, IB-- IO+IEF3,，RLAM, ILAM，RA，TA); 
MTPL(RET, IE1, RLAMxRLAM-ILAMxILAM,， 2xRLAMxILAM，RB，IB); 
MTPL(RF2，IF2，RDEL*RDHL--IDELeIDEL，2*RDELaeIDEL，RO,， IO); 
MTPL(REF3, IF3，RLAM-HRDEL，ILAM 上 +IDEL，RH，IE); 
RB 一 RO+TRH=>RB; IB-IO+IH=>TB; 
MTPLU(REF3， IF3，RDEL, IDEL，RO，IO); 
RA 一 XX[H，RB->XXI2，RO=>XXT3]; 
IA->XX [和 ; IB 人 XX[; IO=>XX[6]; 
DEMU(6); 
著 XX[0] <EP4 则 转 TRAT 否 ; 
XX[] 一 RA; XX[9] 一 RB; XX[3]=>RO; 
XX[4] 二 IA;，XX[ 四 一 IB，XX[6] 一 IO; 
MTPL(RA，IA,，RO, IO RH, ITHD); 
SQRT(RB*RB-IB*IB 一 4*RH,，2x*RBxIB 一 4sIH, RH, IH); 
若 8ABS(RB+RH) +SABS(IB+IH) <SABS(RB--RH) 二 SABS(GB-IH) 
则 始 RB-- RH=>RD; IB-IH=>ID 终 
否 始 RB+RH=>RD; IB+IH=>ID 终 ; 
若 8ABS(RD)+T8ABS(ID) <EP4 
则 转 TRAT 否 ; 
2x*RO=>RO; 2xIC=>TIO; 
8$ABS(RO) +SABS(UIC) 一 RH; 
4ABS(RD) +8ABS(ID) 一 Ti 
若 工 <R 互 则 若 T/R 互 <BP5 则 转 TRAT 否 否 
DVID(-RO,，-- IO, RD ID, RLAM，ILAM); 
转 IETRli 
RAT，1.1->RLAM; 0ILAMi 
TITR1，RZ2 一 RZ1; IZ2=>IZ1; 
REF2 一 REF1;， IF2 一 IFT; 
RZ 一 RZ2;，IZ=>IZ2， 
REF3 一 REF2;， IF3->IF2; 
和 十 1 一 >K; 
MTPL(RLAM, ILAM,，RZ2 一 RZ1， IZ2 一 IZ1，RH,，IEH)) 
TPR2，RZ2 十 RH->RZ;，IZ2+ITHIZ; 
SABS(RH) 二 8ABSUTH) 一 DZ; 
8ABS(RZ) 十 SABS(UIZ) 一 Ti; 
若 T<O 则 否 DZ]/T 一 DZ; 
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PUNR(RZ，IZ，RF8，IF3); 

若 8ABS(RF3) +SABS(IF3) <10*(SABS, (RE2) +SABS(IF2) ) 则 和 否 

始 RLAM/2->RLAM; ILAM/2 一 IELAM; 

RH 也 /2 一 RH; IH/2->IH; 转 ITR2 

终 ; 

若 DZ<EP1T 则 转 8O0UT 否 ; 

若 <MAXK 则 转 JTRT 否 转 了 AIL[II] 
SOUT， 若 间 1TA 字 4= 字 4 

则 印 数 R，K，RZ，IZ，RB,，IF，DZ 否 ; 

RZ->RZZ[R]; IZ->IZZ[R]; 

1.005*RZ 一 RZ0; 开 .005*IZ=IZ0; 

了 十 1->Ri 

若 R<N 则 转 了 DRT 否 ; 


六 、 解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 程序 
SN 孜 ?( 和 0 epl ep2, max 大 PP JP Dr PNC FT477) 


使 用 说 明 
过 程 SN 丈 耻 是 用 生 顿 欠 代 法 求 非 线性 方程 组 丈 ( 下 ) =0 的 一 组 解 , 此 处 四 和 天 ( 互 ) 都 
是 见 元 向 量 ;， 不 = {7， jp 下 一 {z oj。 
输入 人 参数; 
%W 一 一 方程 个 数 ; 
至 0 一 一 解 的 初始 近似 值 (m 元 向 量 ); 
eoL，eD2 一 一 允许 误差 , 当 相 邻 两 次 近似 值 芷 下 :之 差 刀 和 <epl, 或 者 当 | (951< 
e22 时 , 以 下 * 作为 所 求 的 解 焉 , 此 处 ZI 有 一 max{f4zf 
时 鸣 一 从 于 | 当 | 2 << 工 
代 一 | 有 丰 / | 对 当 | 兴 |>1 
ICz591 一 max{|j( 且 9 号 
max1 一 一 允许 的 最 大 迭代 次 数 ; 


了 4TT 一 一 非 正 常 出 口 , 当 迭 代 次 数 >maxi 时 ,转向 瑟 4T7[1]; 
FUNC 一 一 是 计算 相应 于 忆 的 函数 值 丈 = { 户 ， …， 思 和 偏 导 数值 矩阵 








fj .jh 
DO” ”Do， 
JT=| 
2 .2 
Do ， Dr 
的 过 程 ,过程 需 有 说 明 。 


JF 一 一 由 马 处 的 五 ( 双 ) 之 偏 导数 值 所 组 成 的 ”xm 阶 和 矩阵 


-一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ”一 
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输出 参数 : 
一 解 
一 一 琶 相 应 的 函数 值 ; 
呈 一 一 误差 。 
印刷 控制 ， 
当 砷 1 尾部 第 工 位 为 土 时 , 印 出 每 次 迭代 值 : 
人 (迭代 次 数 )， 肿 ， 瑟 了。 


] 元 向 量 


程序 
过 程 SNWT(X0， N，EP1, TP2，MAXK, 又 , PR JE，DX, FUNO,， FAIL)， 
值 NEP1,， FEP2，MAXKi 
场 X0,X, 术 JE 
简 变 DX; 
过 程 RUNOC) 
开关 了 ATI 
始 “ 简 变 玉 , MF,，D 
过 程 ELMT， 
始 简 变 AM，IL J，AAi 
对 于 及 =1 到 入 步 长 执行 
始 0 一 AM; 
对 于 J= 工 到 步 长 工 执行 
对 于 I= 及 到 入 步 长 工 执行 
若 SABS(AM) <SABS(JF[IL 杂 ) 
则 始 III; JJJ; JFIL 中 人 AM 终 
否 ; 
若 SABS(AM) <2 人 (-MAXP+D3T 
注 { 见 过 程 HYP 卫 的 注 匡 
则 转 了 AIEL[ 菇 否 ; 
对 于 J-1 到 机 步 长 1 执行 
始 JEFIIL 相 =>AA; JEF[R, 由 JFIII 站; AA/AM=>JF[R, 如 
终 ; 
FIDJ->AA; F[R] 一 FLIDJ，AA/AM=>F[R]; 
对 于 I- 工 到 太 步 长 T 执 行 
车 I 一 及 则 否 始 
JFIL J 四 一 AAi 
对 于 J=1 到 页 步 长 1 执行 
JEFIL 可 一 AAsJEF[R, 刀 =JFIL 也 ; FID 一 AAsF[R] 一 Fi; 
了 人 


。 
所? 


终 


， 
mA 


对 于 J=1I 到 瑟 步 长 工 执 行 
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始 1I; 
ELMI， 若 SABS(JEF[IL 四 ) <0.9 
则 始 I+1->IT; 转 RLML 终 
否 始 对 于 玲 = 工 到 瑟 步 长 工 执行 
始 JEUE 匡 一 AA; JE KJFUI K]; 
AA=>JF[J, 及] 
终 ; 
了 [ID 一 AA; FTJ] 王 FIIDJ，AA 一 下 [ 帮 ; 
终 


终 
终 ; 
0 二 区， X0->X， FEP1-DXI 
ITRT，FUNG; 
若 井 TA 人 字 2 一 字 2 
注 { 见 过 程 HPBL 的 注 时 
则 印 数 人 X, 了 ，DX 否 ; 
0 一 ME; 
对 于 工 - 工 到 太 步 长 工 执行 
若 S8ABS(E 也 )<MF 
则 否 SABS (了 [) 一 MB; 
若 ME<EP2 则 转 OUT 否 ; 
若 DX< BEP1 
则 转 OUT 
否 若 改 <MAXK 则 否 转 RATILT1]; 
ELMT， 
0 一 DX 
对 于 I 开 到 瑟 步 长 工 执行 
始 耻 四 坊 D, XI 一 D 二 >XD]; 
若 8ABS(X[HD)< 工 则 否 D/ [一 D: 
若 8ABS(D) 和 DX 则 否 SABS(D) 一 DB 
终 ; 
及 十 1->Ki 
转 TIRTI 
OUT， 
终 ; 1 
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七 、 解 非 线性 方程 组 的 最 速 下 降 法 和 牛顿 迭代 法 程序 
DSNIT (X0,me11, en2, max1 大 民 JE Do FFDNC 4711O) 
使 用 说 明 

过 程 DSW7 是 应 用 最 速 下 降 法 和 午 顿 欠 代 法 求 非 线性 方程 组 五 (下 ) =0 的 一 组 解 。 此 


处 , 下 (和 ) ={ jp 下 一 {Zi 2 4 村 是 吨 元 向 量 。 
输入 参数 ， 
% 一 一 方程 个 数 ; 
eDT，612 一 一 允许 误差 , 详 见 过 程 SN 开 了 之 说 明 ; 
和 0 一 一 解 之 初始 近似 值 (2 元 向 量 ); 
max 一 一 允许 的 最 大 迭代 次 数 ; 
T4TT 一 一 非 正常 出 口 ， 当 选 代 次 数 >maxN8 或 遇 其 他 计算 失败 情况 时 将 转向 











0477[; 
JE 一 一 由 不 处 的 三 (下 ) 之 偏 导 数值 所 组 成 的 骨 xm 阶 矩 阵 ; 
af .6 
cx 乡 3 Dr， 
JF | 
Oh Dj 
Do 


TUNO 一 一 计算 下 处 的 函数 值 五 ( 疲 ) 和 偏 导数 值 JF 的 过 程 。 过 程 需 有 说 明 : 过 程 
FUNO(S); 值 8 始 … 终 ; 。 当 8=I 时 , 仅 要 求 计算 五 (站 )， 赋 值 于 瑟 当 


8S=2 时 , 仅 要 求 计 算 JF; 当 8 为 其 他 值 时 ,要求 同 时 计算 忆 和 vi; 
输出 参数 ; 


Eee | 元 向 量 
及 _ 忆 处 的 函数 值 ， | 
ax 一 一 误差 。 
印刷 控制 ， 


当 井 革 的 第 工 位 为 工时 , 印 出 每 次 迭代 值 ; 当 井 1 的 第 2 位 为 鞋 时 , 印 出 结果 , 印 出 形式 
均 为 ; 
1 (和 迭代 次 数 )， 下 ， 民 Da。 

各 
过 程 DSNT(X0, N，EP1，EP2，MAXK,，，F，JFE，DX，EUNCGW， FAIL); 

值 人 ，EP1T， 了 EPEP2，MAXFI3 

场 双 0, 又 FRR，JE; 

简 变 DX; 

过 程 FUNC; 

开关 了 AH 





简 变 区; 
场 GLL:N]; 
过 程 SPDTY 
始 
简 变 MG, FE，FEI，FRP3, LMD, JG, P， ALFA) 
10~DX; 
2 人 (一 MAXP 二 1T) 一 PP3， 
注 ，{ 见 过 程 HYPB 之 注 匡 
FUNGO(CD ;0->EE， 
对 于 II= 工 到 步 长 工 执行 
FE 二 ASAABSCGE [TD) 一 FE 
SITR，RUNG(2); 
若 寺 IA 字 2= 字 ?2 
注 { 见 过 程 HPBL 之 注 对 
则 印 数 玉 , 和 卫 ，DX 否 ; 
若 FEEE<0.1 则 转 SOUT 否 ; 
若 DX<I 则 转 SOUT 否 ; 
若 人 <MAXK 则 否 转 SOUT 
0 一 G，0->MG; 
对 二 I= 工 到 步 长 1 执行 
始 对 于 J= 工 到 N 步 长 1 执行 
GLLHI 二 JE 下 * 卫 [J 全 GD; 
若 MG<SABS(GTD) 
则 SABS(GIID) 二 MG 
否 ; 
终 ; 
若 MG 一 EP3 则 转 SOUT 否 ; 
对 于 I=- 工 到 TN 步 长 工 执行 
GTHDJ7MG 一 下 [了 菩 ; 0 一 LMD; 0 一 JG; 
对 于 I=1 到 K 步 长 革 执 行 
始 0 一 P; 
对 于 J=- 工 到 步 长 1 执行 
P 十 JEFL 中 *F[ 中 一 P; JQ 十 PeP=>JGI LMD 二 了 EDIT 一 LMD; 
终 ; 
LMD/JG 一 LMD; 0 一 DX; 
对 于 I=-1 到 瑟 步 长 工 执行 
始 LMDxGfHI] 之 G 吕 ; 
若 8ABS(X [ID)< 工 
则 GUI 一 P 


Leeeeasewaetepem ,mewreerer mrerrrmerepeerere 一 一 
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否 G[IH] /和 [一 P; 
若 8ABS(P)<DX 则 否 SABS(P) 一 DZ 
终 ; 
一 1 人 ALEFA; 
SIT1， 对 于 I=1 到 本 步 长 1 执行 
双 [也 二 ALEFAxG 了 HI 一 入 [; 
FUNGC(H); 
0 一 FE1i 
对 于 工 -1 到 页 步 长 1 执行 
HE1TATSABSCGETHD ) 一 了 ET; 
若 FRI< 了 ER 
则 转 SIT2 
否 SABS(ALFA)/2 一 ALEFA; 
若 ALEHA 一 0.1 则 否 转 SIT1i 
SIT2，FE] 一 FE; 十 1 一 Ki 
转 SITRi; 
SOUT. 
终 ; 
过 程 SNWT; 
始 
变 MEF，D; 
过 程 ELMT 
注 { 过 程 内 容 见 前 面 过 程 SNWT 中 的 同名 过 程 ,使 用 时 请 播 人 》 
EP1 一 DX; 
TFTRT，FUNO(0); 
若 井 1A 字 2=- 字 2 
注 { 见 过 程 HPBD 之 注 分 
则 印 数 区 , X, 也 DX 
否 ; 
0 一 MRF; 
对 于 I-1 到 贡 步 长 1 执行 
车 SABSCGB[HD)<MEF' 
则 否 8ABSCF[) 僵 ME; 
车 ME 一 BEP2 则 转 NOUT 否 ; 
车 DX<EP1 则 转 NOUT 否 ; 
若 信 <MAXK 则 否 转 了 FAIE[1] 
ELMT; 
0 一 DX; 
对 于 I=1 到 X 步 长 上 执行 





始 卫 [站 D; X[ 了 一 D 一 X 吕 ; 
若 SABR(X[D) < 则 否 D/XI 一 D; 
若 8S8ABROD)<DX 则 否 SABS(D) 一 DXI 
终 ; 
及 十 1 全 区; 
转 ITRT; ， 
NOUT， 
0 一 开 ; 和 0 一 又 
SPDT; 
SNWT; 
车 井 TA 字 4 一 字 4 
注 “{ 员 过 程 HPBL 之 注 亿 
则 印 数 区 , 又 , 了 ，DX 
否 ; 


八 、DEP 方法 程序 
FJTO(CXRO, nenlyep2, mnaxj; 式 JP DDNC,P47DD) 


使 用 说 明 
过 程 六 MTO 是 用 DEEP 方法 求 非 线性 方程 组 正 ( 习 ) = 0 的 一 组 解 , 此 处 玖 ( 瑟 )， 忌 均 是 
向 量 :五 (下 ) 一 1 亡 …， 思 )， 下 一 oa， We 2 
输入 参数 : 
%- 一 一 方程 个 数 ; 


epo，e02 一 一 允许 误差 , 详 见 过 程 SY 隐 了 之 说 明 ; 
六 0 一 一 解 之 初始 近似 值 (m” 元 向 量 ); 
max 7 一 一 允许 的 最 大 迭代 次 数 ; 
了 4T 了 一 一 非 正 常 出 口 , 当 迭 代 次 数 > max8 时 , 将 转向 TL4T 了 [3; 
J 了 一 一 下 处 的 丈 ( 下 ) 之 偏 导数 值 所 组 成 的 xm 阶 和 矩阵 ; 











2 六 2 六 
Do” ”0 

JJ 一 | 
2j 1 
Coi 3 Cov 

FUNO 一 一 计算 马 处 的 函数 值 卫 和 偏 导 数值 7 五 的 过 各 ， 需 有 过 程 说 明 ; 
输出 参 参数 
下 一 一 解 ; ] 
儿 


下 -一 习 处 的 函数 值 忆 = (EN); 
ax 一 一 误差 。 





386 


印刷 控制 ， 
当 意 的 第 工 位 为 工时 , 印 出 每 次 欠 代 值 ; 当 1 的 第 2 位 为 工时 ， 印 出 结果 。 印 出 形 
式 均 为 : 
4( 和 迭代 次 数 ) , 开 , 万 Da 
程序 
过 程 VMTO(X0, N，EP1，EP2，MAXK, X, 了 F, JEF，DX，FRUNO，FATD) 
值 全 ， EP1，EP2，MAXK; 
场 双 0O， 又， 下 ，JJ; 
简 变 DX; 
过 程 了 UNO; 
开关 了 AIL; 
始 
简 变 ALFA,， 玫 K, 工 ME，MF0，EP3，D， 
场 QIL:N,，L:N]; 
又 1，P，GRAD,，P1,， GEL:N]; 
过 程 CG(XI1，GRAD); 
场 和 XI，GRAD; 
始 
又 一 CHRAD; 又 1 一 又 ; 
下 UNOC; 
GRAD 一 X; 0 一 GRAD; 0 一 MEF; 
对 于 I=I 到 AN 步 长 工 执行 
始 对 于 J= 工 到 下 步 长 工 执行 
2xJPF[J, 本 *F[J 二 GRADUDI=GRADUD) 
若 8ABSCG[I) 和 MEF “ 
则 否 SABS( 了 [也 ) 一 ME 


对 于 I= 工 到 KK 步 长 1 执行 
对 于 J=1 到 页 步 长 1 执行 
PD 呈 -GUI 中 *GRAD[ 四 一 PDD; 

终 ; 
过 程 MUTGI; 
始 

简 变 D1，D2，MP，MPDG; 

0 二 MP; 0->MDG; 
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对 于 I=-1 到 太 步 长 革 执 行 
始 若 MP 一 SABS(P1TDD] ) 
则 SABS(P1[I]) 一 MP 否 ; 
车 MDG<8AB8S(G1LID) 
则 SABS(G1LUD) 一 MDG 否 ; 
终 ; 
若 MP 委 EP3 则 转 MOUT 否 ; 
苦 MDG 入 EP3 则 转 MOUT 否 ; 
对 于 I=-1 到 太 步 长 工 执 行 
始 PI[I7MP-=>PI1TD; 
([ 世 /MDG=>GT1LETD]; 
终 ; 
0 一 D1， 0 一 D2; 0 一 XT; 
对 于 I=1 到 碎 步 长 1 执行 
始 对 于 J=1 到 碎 步 长 1 执行 
XI1[D +TGHUL 术 xG1[ 机 >X1[D; 
D2 十 呆 [ 孔 *XI[D 之 D2; D1 上 +P1[D*GH [一 D1; 
终 ; 
对 于 I=-1 到 区 步 长 1 执行 
对 于 J=1 到 本 步 长 1 执行 
GD 刀 + (COP1DD*PI[]/D1)*(MP/MDG) -X1[D*X1[ 耻 AD2=>G[TL 四 ; 
MOUT， 
终 ; 
过 程 CALEF; 
始 
简 变 LMD, T， KK, 也 2， W, YY Y0， Yoli 
ME 一 ME0 ME 一 Wi; 0 一 了 0; 0-> 了 01; 0 一 孔 ; 
对 于 I-1 到 区 步 长 1 执行 
始 FID/VMEO-T Y0+TTaeT=>Y0 P[I/MEO 全 T， T->PI1[; 互 上 TeT=>H; 
Y0T 二 (GRAD[ 7/VMFO) *T 一 Y01; 
终 ; 
1/(MFEFO0x*8SQRT(EH)) 一 Hi 一 2*YO/YO1->KKi 
若 8ABS(KKJ) 坟 FEP3 
则 否 若 玉 玉 一 瑟 则 人 KK 一 再 否 ; 
了 一 LMD; 
COAL1， 对 于 I=1 到 步 长 1 执行 . 
[ID +LMDxP[ 二 X1DD; 
CQCX1, G1); 
车 MF<RP2 


， im er 全 和 2 得 耻 同和 yag 国 Pr， 
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则 始 LMD 一 ALFA; 转 QOUT 终 否 ; 

0 一 Y;， 0 一 了 1; 

对 于 I=1 到 以 步 长 工 执行 

始 卫 [] /ME 一 >T; 

站 +TeT->Y; Y1+T(G1[D7VME)*PLD 人 YY 
终 ; 
若 SSIGN(Y01L)*YT<0 
则 否 始 Y=>Y0， YI 之 Y01; 

ME 一 MF0;， 2x*LMD 一 LMD; 
转 CALL1 
终 ; 
(W 二 ME0OTME) /3 一 2 
W/Z->W; MEO/Z->T，MFVZ->Z， 
TYOxT- 了 0; Te*Y01xW 一 了 01i 
ZrYxZ 一 Yi ZxYlxW->Y1li 
6*(Y0 一 Y)/LMD 二 Y0L+Y1 一 Z; 
8SQRT(Zx*Z 一 Y01sY1T) 一 Wi 
(1 一 (Y1+ 丽 -- 轨 /(2*(Y1 一 Y01-F2xW)))xLMD=>ALEA; 
COL 工 ， 
人 (-MAXP+JT) 一 BEP3; 
注 WE HYPB 之 注 匡 
EP1 一 DX; 0 一 区 ; X0 一 X;， 0->[L 
LITR，0 一 G; 
对 于 工 = 工 到 N 步 长 工 执 行 
12GLU 了 CQG(X，GRAD);， OP; 
ITRT, 车 间 1IA 字 2= 字 2 
注 { 见 过 程 HPBL 之 注 纪 
则 印 数 信 , 又 , FE，DX 否 ; 
若 SABS(MEFY <EP2 
则 转 OUT 否 ; 
若 DX< 一 EP1 则 转 OU 否 ; 
CALE;， 0=>DXi 
对 于 IT= 工 到 步 长 1 执行 
始 ALEAx*PUD 之 P1T; 文 [也 于 BID 一 X[ 站 SABS 0 中 ) 一 TD; 
若 8ABS(CXID) 一 ! 
则 否 D/8ABS(D ) 一 Di 
若 <DX 则 否 D 一 DX 
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和 1] 一; 工 上 -3 

若 DX< 一 0.001 

则 否 若 瑟 入 工 - 
则 始 0 一 L; 转 LITR 终 
否 ; 

GRAD=>GL CG(X, GRAD); 

对 于 I= 工 到 步 长 1 执行 

GRAD 呈 -GD 全 G1DD MUTGI Op 

车 玉 <MAXK 

则 转 FTRT 

否 转 了 FAILI]i 


OUT 若 间 1IA 字 4= 字 4 


[3] 


[4] 


[5] 


[6] 


[7] 


[8] 


_ 注 { 见 过 程 EBPBL 之 注 冉 
则 印 数 ,入 ,FF，D 
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第 十 章 “” 代数 特征 值 问题 的 解法 


$101 引言 


在 工程 实践 中 ， 经 常 遇 到 振动 问题 以 及 相应 的 代数 特征 值 问题 。 大 型 桥梁 或 建筑 物 的 
振动 问题 、 机 械 和 机 件 的 振动 问题 、 飞 机 机 辟 的 颜 振 问 题 、 无 线 电 工学 及 光学 系统 的 电磁 振 
蔓 问 题 、 调 节 系 统 和 随 动 系统 中 的 自 振 问 题 以 及 声学 和 超声 系统 的 振动 问题 等 , 这 些 都 是 明 
显 的 例子 。 尽管 各 种 振动 过 程 的 物理 本 质 是 互 不 相同 的 ,但 处 理 它们 的 数学 方法 却 是 一 致 
的 ， 这 一 点 有 利于 使 用 计算 机 解决 问题 。 同 时 ， 工 程 实践 中 亡 提出 的 振动 问题 往往 比较 复 
杂 , 人 工 去 进行 解 算 通常 是 不 可 能 的 , 而 计算 机 却 可 以 有 效 地 解决 它们 。 实际 上 , 我 国 许多 
大 型 工程 的 设计 中 , 都 使 用 了 计算 机 来 解决 振动 问题 。 

通常 ,使 用 计算 机 求解 振动 问题 要 经 过 如 下 几 个 步 双 ; 

Gd) 针对 要 求解 的 物理 振动 问题 , 选择 描述 它 的 数学 模型 (有 时 也 把 一 个 数学 模型 称 为 
一 个 振动 系统 ), 并 确定 该 数学 模型 中 的 有 关 常 数 。 

(2) 从 数学 模型 出 发 , 推导 出 便于 在 计算 机 上 求解 的 数学 方程 式 。 

(38) 针对 该 数学 方程 式 的 特点 和 所 使 用 的 计算 机 的 情况 ， 选 择 恰 当 的 数值 解法 编制 程 
序 上 机 计算 。 

前 面 两 步 可 以 称 为 问题 的 提 法 ,后 一 步 即 具体 的 解法 。 本 章 只 讨论 与 2.3 两 步 有 关 的 问 
题 。 讨 论 与 2 有 关 问 题 的 目的 , 也 仅 在 于 说 明 实 践 中 所 提出 的 代数 特征 值 问题 的 某 些 特点 。 

工程 实 中 中 的 振动 问题 , 通常 是 有 阻尼 出 现 的 。 但 有 时 阻尼 的 影响 很 小 ,为 了 简便 起 见 
可 将 其 忽略 , 这 样 得 出 的 振动 系统 称 为 无 阻尼 系统 , 否则 叫做 阻尼 系统 。 此 外 , 振动 系统 还 
可 以 分 为 连续 系统 与 离散 系统 两 类 。 所 谓 离散 系统 , 是 指 该 系统 具有 有 限 的 自由 度数 ,其 状 
态 可 用 有 限 个 广义 坐标 9j，9，…，92 来 描述 。 这 类 系统 所 遵守 的 微分 方程 通常 是 一 个 党 
微分 方程 组 。 连 续 系 统 则 与 之 不 同 , 它 的 自由 度数 不 是 有 限 的 , 描述 它们 的 微分 方程 通常 是 
偏 微分 方程 组 及 其 初始 或 边界 条 件 。 虽 然 工程 实践 中 的 振动 问题 严格 说 来 都 是 连续 系统 ， 
但 在 许多 情况 下 ,用 有 限 个 自由 度 已 经 可 以 相当 准确 地 进行 描述 。 特别 是 在 计算 机 上 求解 
时 , 连续 系统 也 必须 化 为 近似 的 离散 系统 , 所 以 这 里 主要 讨论 离散 系统 的 处 理 办 法 。 对 于 连 
续 系统 的 离散 化 问题 ,本 书 第 十 三 、 十 四 章 有 详细 论述 , 这 里 仅 概略 说 明 离 散 化 的 基本 步骤 ， 
以 便 曾 明 振 动 问题 的 某 些 特点 。 还 应 指出 ,本 章 讨论 的 振动 问题 仅 限 于 围绕 平衡 位 置 的 小 
振动 问题 ， 其 相应 的 微分 方程 组 是 线性 常 系数 方程 组 (对 连续 系统 , 其 系数 可 以 是 自 变数 的 
郴 数 ), 这 样 的 系统 称 为 线性 系统 , 在 计算 机 上 求解 时 , 一 般 归 结 为 代数 特征 值 问题 。 对 于 非 
线性 系统 的 求解 ， 往 往 需要 直接 去 解 描述 它们 的 非 线性 微分 方程 组 。 关于 这 类 问题 在 计算 
机 上 的 解法 , 可 以 参阅 本 书 第 十 一 章 至 第 十 三 章 的 有 关 部 分 。 

首先 令 述 振动 问题 的 提 法 (810.2), 然后 叙述 相应 的 代数 特征 值 问题 在 计算 机 上 的 解法 
(810.3)。 为 使 用 方便 , 对 于 810.3 所 讨论 的 主要 方法 附 有 用 算法 语言 编写 的 计算 机 程序 ， 
这 些 程序 均 在 机 器 上 进行 过 计算 ， 读 者 可 以 直接 使 用 或 者 转换 为 具体 机 器 上 的 相应 算法 语 
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言 程序 来 使 用 。 
8 10.2 振动 问题 的 提 法 
本 节 讨论 如 何 推导 振动 系统 的 微分 方程 和 怎样 将 其 求解 化 为 代数 特征 值 问题 。 同 时 ， 
以 此 为 例 来 说 明 实践 中 所 提出 的 代数 特征 值 问题 的 主要 特点 。 
10.2.1 有 限 自由 度 系统 


由 于 各 种 物理 振动 问题 的 处 理 方法 是 大 同 小 异 的 ， 因 此 这 里 只 讨论 动力 学 系统 的 小 振 
动 问题 。 假定 该 系统 有 m 个 自由 度 ， 其 位 置 可 用 轴 个 广义 坐标 oi( 一 也 2 ,中 描 述 ， 同 
时 ，9%i 一 92 一 … 一 In 一 0 为 系统 的 平衡 位 置 。 那么 ,系统 围绕 这 一 平衡 位 置 的 小 振动 问题 归 
结 为 确定 广义 坐标 9 与 时 间 二 的 依赖 关系 : 

4 一 人 人 ( 坊 (4 一 书 2，…，9) 

如 果 作 用 于 该 系统 的 力 可 分 为 两 部 分 , 一 部 分 力 的 相应 势能 函数 Z 仅 为 广义 坐标 % 的 
丽 数 : 已 = 了 (qu 9a， …，9; 另 一 部 分 为 与 时 间 二 有 关 的 广义 力 QG 人 六， 一 二 2 有。 
势能 函数 U 可 在 平衡 位 置 4%=0 附近 展开 : 


Di 9qo，…，2nm) = Do+ 袜 040: + 亏 之 QU0401 十。 
由 于 %=0 系 平衡 位 置 ， 势能 应 取 稳定 值 ,所 以 wo% 一 0。 此 外 ,平衡 位 置 的 势能 Ue 究竟 


等 于 多 少 是 无 关 紧要 的 ,可 以 将 其 取 为 零 。 再 用 小 振动 的 假定 , 可 将 上 式 中 三 次 以 上 的 各 项 
路 去 。 于 是 势能 可 以 表 成 ， 


LU 一 忆 04j0491 


或 者 | 
ID = 于 红 4.9 (10.2.1 
其 中 证 
人 二 9001 ) q=0 
为 常 系数 ; 全 一 {gr 9a， …，9g} 为 行 向 量 ; 抢 阵 4= [es] 为 对 称 怎 阵 ， 如 果 平 衡 位 置 =0 
是 稳定 的 , 则 4 应 为 正定 矩阵 。 
系统 的 动能 一 般 由 下 式 表 达 : 


5 于 冯 mo 
质量 mw 为 当量 质量 相应 的 速度 w 为 4 一 -好 的 函数 ，w= 户 (0 ga， …， do)。 同 样 对 大 
进行 展开 , 并 忽略 % 二 次 以 上 各 项 即 得 ; 
o- 福 Jo 机 = 二 
这 样 , 动能 光 可 以 表 为 : 


1 放 二 
一 可 匀 盖 ) 56469491 


各 革 
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2- 半 fr.B. (10.2.9) 
其 中 
2 一 203 一 冯 oo 


为 常 系数 ; 甜 阵 吾 - [为 对 称 和 矩阵 。 同 时 ， 由 于 动能 总 是 恒 正 的 ( 仅 当 人 0 时 ，7 为 零 )， 
所 以 , 如 为 正定 矩阵 。 

有 了 动能 了 与 势能 V 的 表达 式 后 ， 运 动 方程 式 就 可 从 最 小 作用 量 原 理 (Hamilton 原 
理 ) 推 导出 来 。 最 小 作用 量 原理 可 表述 为 : 


的 攻 人 一 D) + 衬 qig]ua=-0 


其 中 ,589 应 满足 条 件 ， 
0dteGb) |:- 如 2 | 个 和 一 人 人 工 ，2， %) 
将 克 及 了 的 表达 式 代入 后 即 得 


cv =| 人 们 > 巳 [eg (39 一 asgi(6d] 十 福 了 ( 
注意 到 839,= (840) ,并 对 方 括号 中 第 人 有 分 即 得 
iv- 袜 袜 bug Go) |， 人 [200 gj]azja 


从 380 在 t 一 加 及 二 5 为 夫 的 条 件 得 知 上 式 第 一 项 应 为 只 。 此 外 , 由 于 89, 是 独立 的 , 故 得 
到 





袜 GoB+eot 一 QGO -0 6- 2 加 
或 者 写成 矩阵 形式 
BC+49=QO) 
其 中 @ 全 - (@ 的，@ 的 ，…， (的 )” 这 就 是 要 求 的 无 阻尼 时 系统 的 运动 方 得 式 。 
上 述 方程 式 就 是 所 谓 的 动力 学 系统 的 拉 格 朗 日 (Lagrange) 方程 式 


Q 170 07 0 _ 
( 吕 )- 吕 + 于 ~ 人 坊 C=1| 2， 号 


处 理 动力 学 系统 时 , 可 直接 将 动能 及 势能 表达 式 代 入 上 式 来 得 出 运动 方程 式 , 这 与 应 用 . 
最 小 作用 量 原理 是 等 效 的 。 但 后 者 的 变 分 处 理 办 法 在 其 它 问题 中 也 经 常 使 用 。 

如 果 系 统 在 有 阻尼 的 介质 中 和 运动, 则 将 有 与 速度 成 比例 的 阻尼 如 = {BEy 作用 于 系 绽 的 
各 质点 上 , 这 样 的 力 {B} 通 常 可 用 所 谓 耗 散 函 数 刀 来 表示 。 在 小 振动 的 情况 下 ， 它 可 表 为 


-于 六 妆 codg， 或 者 也- 半生 .0.g 


= 工 闻 





一 =- 一 妾 cwi (一 工 2 9) (10.2.3》 
其 中 , Ce= Cx 为 阻尼 系数 ; 矩阵 c= [Cg 为 对 称 和 矩阵 ; 如 = { BR 为 相应 的 阻尼 力 。 
有 阻尼 时 的 拉 格 裔 日 方程 式 为 ; 


dsr\ 89， 01 
二 二 六 2 0 (一 上 2 网 (10.2.4 





二 了 


把 卫 _U、 也 的 表达 式 代入 其 中 , 就 得 到 有 阻尼 时 系统 小 振动 的 运动 方程 式 


妆 CoG+CogTaag0 =QG G- 了 2 凤 

或 者 
BC&+cg+49=Qd (10.2 .四 
其 中 4、 吾 、C 均 为 对 称 矩 阵 。 


10.2.2 连续 系统 


对 于 连续 系统 , 可 以 用 一 个 近似 于 它 的 有 限 自 由 度 系 统 来 代替 , 把 问题 转化 为 有 限 自由 
度 系 统 的 求解 。 这 个 方法 叫做 "离散 化 "。 这 样 求 得 的 解 是 原来 问题 的 近似 解 。 只 要 离散 
化 的 方法 是 合理 的 , 求 得 的 近似 解 一 般 也 是 可 用 的 。 关 于 这 方面 的 详细 内 容 可 参看 本 书 第 
十 四 章 。 这 里 仅 叙 述 一 下 其 简单 的 处 理 原 则 , 以 便 曾 明 连 续 系统 振动 问题 的 某 些 特点 。 
在 空间 直角 坐标 系 {z, 轧 分 中 , 连续 体 的 位 移 分 量 可 用 三 个 位 移 函 数 表 示 : 
V 一 DJ(C，2 2 攻 
| 2 2 胃 
人 一 卫 (z，W，2， 四 
按照 通常 有 限 元 法 的 思想 , 将 连续 体 分 割 为 若干 子 区 域 De 在 每 个 子 区域 Dr 上 分 别 对 
人 线 定 义 相 应 的 播 值 藤 数 必 、wox、x( 跨 过 相 邻 子 区 域 Dr， 疡 的 边界 时 , 揪 值 函数 zz 
2 01 Wo 0 等 应 满足 一 定 的 连续 性 条 件 。 此 外 ,每 个 插值 函数 还 应 满足 所 谓 " 常 应 变 " 条 
件 等 等 )。 将 这 些 插 值 函数 拼接 起 来 , 就 得 到 整个 区 域 乙 上 的 播 值 郴 数 。 这 样 ， 整 个 区 域 上 
位 移 函 数 的 搬 值 函数 可 以 表 为 ; 


2 一 之 Un 2 一 之 大 2 一 之 并 


6 
其 中 De-| 0 ， 

这 些 插值 函数 一 般 将 由 若干 个 参数 或 称 广义 坐标 9，9a，…，9gn( 例 如 , 节点 位 移 及 其 导 ， 
数 等 ) 所 确定 ， 广 义 坐 标 4 则 仅 为 时 间 二 的 函数 。 于 是 ,用 上 述 插值 函数 代替 位 移 函 数 后 ， 
连续 体 的 位 移 分 量 就 可 以 近似 地 裘 为 

V 一 MO 0 2 91 0 0n) 

4 一 0 2 0 0 9gn) 

公 一 20(2 4 为 9 9a 0n) 
这 里 人 六 2 均 为 .2 及 9% 的 已 知 函 数 。 如 果 求 出 了 广义 坐标 w% 坟 ， 那 么 ,连续 体内 任意 
点 的 位 移 即 可 近似 地 得 到 。 这 样 , 确定 连续 体位 移 的 问题 , 也 就 近似 地 化 成 了 如 何 求 得 广义 
坐标 % 的 有 限 自由 度 问题 。 只 要 合理 地 对 区 域 进行 分 制 及 适当 地 选取 插值 函数 ,一般 来 说 ， 
当 子 区 域 的 体积 无 限 缩小 时 , 有 限 自由 度 问题 的 解 将 收银 于 连续 体 问 题 的 解 。 所 以 , 这 种 近 
似 在 一 定 条 件 下 总 是 合理 的 。 

下 面 ， 来 导出 广义 坐标 9 人 (5 所 应 满足 的 运动 方程 式 。 仍然 假定 只 考虑 围绕 平衡 位 置 
9 一 ga=… 一 =0 的 小 振动 问题 。 由 于 这 个 条 件 , 位 移 函 数 还 可 进一步 简化 为 
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4 一 和 (oz 儿 十 忆 W(c 2 2)94 
二 9 
oo 一 加 人 包 习 十 习 zo 罗 29 

其 中 
由 -这 2 


等 等 。 即 是 说 , 由 于 9 本 身 应 为 小 量 , 故 可 在 展开 式 中 忽略 其 二 次 以 上 各 项 。 
连续 体 动能 了 的 表达 式 为 ; 


7- 下 | (Ge 网 起 (2 十 六 上 9)g 
将 其 中 的 位 移 函 数 代 之 以 所 值 函数 来 求 出 相应 有 限 自 由 度 系统 的 动能 。 由 于 
0- 习 让 人 瑟 和 风 9 
5- 思 到 9- 瑟 风 98 
| - 习 了 到 So 2 





故 有 
-中 ee orarGoao+Gxaamr 
开 


= 二 了 [je 41，2) 。 .十 二 2 用] 惫 


- 记 名 22B0 


其 中 
-Bi= 首 pe w 9Gbt+w+zg 叶 


矩阵 如 = [2] 为 对 称 正 定 矩 阵 , 通常 称 之 为 质量 矩阵 。 
连续 体 势 能 尽 的 表达 式 为 : 


5=|| 卫 (wo0，W，We，0z，Wo We)GJ7 


(10.2.6) 


(10.2.7 


(10.2.8) 


其 中 于 为 应 变 能 密度 函数 ,其 表达 式 随 问题 而 异 (参考 资料 [20] 中 , 列 有 常见 的 各 种 确 的 表 
达 式 )。 一 般 来 说 ， 采用 虎 克 定律 ， 柬 将 为 位 移 0， 人 色 及 其 对 空间 变量 一 阶 导 数 2z，2z 
us 的 二 次 泛 函 数 。 将 插值 函数 (10.2.6) 式 代入 其 中 ,容易 得 知 本 将 为 广义 坐标 % 的 二 次 


函数 。 同样 ， 也 亦 为 2 的 二 次 函数 : 


过 = 0o 十 之 aa0t 十 到 名 2e94 


式 中 , 系数 wm 及 as 为 已 知 函 数 %。， 帆 ，X 及 其 导数 的 某 些 二 次 式 的 积分 值 。 如 果 平 衡 位 置 


da=0 的 势能 取 为 零 ,同时 由 于 该 处 势能 取 稳 定 值 , 可 以 推 知 : 


Co 一 0 一 0 一 … 一 0 一 0 





于 是 , 势能 Z 可 表 为 ， 
过 = 豆 全 CQ.70k0y 
- 评 2 49 
其 中 ay= oj 为 常数 , 矩阵 [cs] = 4 为 对 称 和 矩阵 ,通常 称 之 为 刚度 乍 阵 。 一 般 情 况 下 , 4 是 
正定 或 正 半 定 矩 阵 。 


如 果 存 在 与 速度 成 比例 的 阻尼 ， 则 对 于 任意 微 体 元 啤 ， 单 位 时 间 内 耗 获 能 量 的 一 半 
为 : 


于 (Di(o gp 们 训 二 Ca 多 雪 昌 +Cs(e op 习 罗 友 
其 中 Cl(z, gp 为 相应 的 阻尼 系数 。 这 样 , 耗 散 函 数 刀 的 表达 式 为 ， 
D- 豆 [ee pg 522+as op 32+Cx(e o 习 拉 时 


P 


将 (10.2.7) 代 入 上 式 即 得 : 
D- 坷 下川 JGe parcaG wayw+Cmaza] 访 


57 JJ 
令 
co=cx=| |rac 饭 力 g 册 十 0 0 坊 Wj 十 Ca 0 2) (10.2.9) 


便 有 : 
D- 艺 0 到 00 
称 阵 C= [Cg 为 对 称 和 矩阵 , 通常 称 之 为 阻尼 和 矩阵 。 
作用 于 连续 体 的 外 力 , 一 般 有 体力 分 量 思 、 了、 及 面 力 分 量 忆 。。G.。 因 而 在 任意 
“微小 位 移 8，8。， 3。 上, 外 力 所 作 的 功 。 可 表 为 ， 
机 -| 人.sw+F.ao+2.pwDdF+ |Cav+Fao+2pm)a8 


人 


将 (10.2.6) 代 入 其 中 即 有 : 
丈 ,= 川 仿 ( 互 办 十 了 十 和 xz05gt|o +|| 队 (下 十 了 wj 十 Gox0) sg,jo8 


条 人 


= 旨 Ees7wrzaom+[ 站 Ca +2a0as]ss 


所 以 , 与 广义 储 标 9 相应 的 广义 力 @, 可 以 写 为 ， 
Q=- 川 e+zw+2a0m 二 [Cra+Pah+2ot0a8 
由 于 总 , 了 ，…， 2 为 cg z 和 时 间 + 的 函数 ,所 以 @, 人 为 时 间 的 函数 。 
有 了 动能 势能, 耗 散 画 数 及 广义 力 的 表达 式 后 , 完全 仿照 有 限 自由 度 系统 的 处 理 办 法， 
将 它们 代入 拉 格 朗 日 方程 式 (10.2. 人, 同 祥 可 以 得 出 相应 的 运动 方程 为， 
BAC9+49-Q 的 
其 中 和、 再 、C 亦 均 为 对 称 算 隆 。 








396 


10.2.8 化 为 代数 特征 值 问题 


从 前 面 的 讨论 知道 , 有 限 自由 度 系统 或 连续 系统 振动 问题 的 求解 , 均 归 结 为 解 一 组 线性 
常 系数 的 常 微分 方程 组 (10.2. 咽 。 
实践 中 有 时 需要 求 出 某 一 时 间 间 中 [和 , 纪 内 系统 的 位 移 变化 情况 ， 这 类 问题 即 所谓 豚 
态 模拟 问题 , 只 需 从 加 时 刻 的 初始 条 件 出 发 ,对 方程 (10.2.5) 进 行 逐 步 地 数值 积分 , 即 可 求 
得 解答 。 
另 一 类 问题 中 需要 求 出 的 量 是 系统 的 本 征 振动 频率 与 振 型 等 等 ， 这 类 问题 将 归结 为 代 
数 特 征 值 问题 。 例 如 , 对 于 无 阻尼 自由 振动 问题 ,方程 式 (10.2.5) 变 为 ， 
DB-+4o=0 
其 解答 可 以 麦 为 如 下 形式 ; 
CQ 一 cosat 或 0W=wcosawtl (一 1 2 pv 9) 
其 中 , 向 量 称 为 系统 本 征 振动 的 振 型 向 量 ;ow 称 为 本 征 振动 的 振 频 。 将 其 代入 方程 式 , 并 
约 去 其 公 因子 cos of 即 得 ， 
六 Co-sztom=0 人 
令 =ow?， 并 写成 矩阵 形式 便 有 : 
4z7=)Bz (10.2.10) 
这 即 是 通常 的 广义 代数 特征 值 问题 。 其 中 矩阵 4 与 吾 就 是 系统 势能 及 动能 表达 式 中 的 系 
数 和 矩阵, 它们 都 是 对 称 矩 阵 ， 召 同时 还 是 正定 的 。 作 为 这 个 广义 代数 特征 值 问题 的 解 ,共有 
间 个 实 的 非 负 广义 特征 值 x 及 相应 的 广义 特征 向 量 wo。 所 以 , 无 阻尼 自由 振动 问题 一 般 有 
% 个 本 征 振动 频率 om= 入 及 相应 的 振 型 向 量 we)。 
适当 选取 广义 坐标 , 有 时 可 使 矩阵 吾 变 为 单位 矩阵 , 这 样 ,问题 就 直接 化 为 普通 代数 特 
征 值 问题 : 
4z=)z (10.2.11) 
其 中 4 为 对 称 抢 阵 。 
有 阻尼 自由 振动 问题 中 , 方程 式 (10.2.5) 变 为 ; 
BITCCA+4C=0 
这 是 一 个 线性 齐 次 常 系数 的 常 微分 方程 组 , 其 解答 具有 如 下 形式 : 
CC 一 Xe 
代入 方程 并 约 去 公 因子 em 即 得 : 
(wo 及- 上 ToC+4)2=0 (10.2.12) 
这 仍然 是 一 个 广义 代数 特征 值 问题 ， 作 为 其 解 共有 20 个 值 及 其 相应 的 向 量 z@。 此 时 ， 
ui 一 般 为 复数 , 其 实 部 为 振幅 衰减 因子 , 虚 部 为 振 频 ，w) 仍 为 振 型 向 量 。 由 于 (10.2.12) 与 
如 下 普通 代数 特征 值 问题 等 价 ( 即 其 解答 由 及 满足 下 式 ): 


作 S | -人 (10.2.13) 


所 以 ,求解 (10.2.12) 可 以 化 为 非 对 称 符 阵 的 普通 代数 特征 值 问题 。 
综 上 记述， 振动 问题 的 求解 最 终 将 归结 为 求解 代数 特征 值 问题 (10.2.10)、(10.2.1IT、 
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(10.2.12)、(10.2.13)。 其 中 4、 召 、C 均 为 对 称 和 矩阵 ， 如 为 正定 抢 阵 ， 有 时 盘 亦 为 正定 
的 。 
除 振动 问题 外 , 工程 实践 中 还 有 许多 问题 的 求解 也 归结 为 上 述 类 型 的 代数 特征 值 问题 。 
例如 ， 弹 性 结构 的 稳定 性 分 析 问 题 ， 各 种 数学 物理 方程 的 特征 值 问题 以 及 某 些 相关 分 析 问 
题 、 图 论 问题 等 等 。 在 计算 机 上 求解 代数 特征 值 问题 往往 是 解决 这 些 问 题 的 关键 步骤 之 一 。 
从 下 节 起 , 将 开始 讨论 一 些 常用 的 求解 代数 特征 值 问题 的 方法 。 在 转 入 下 节 的 讨论 之 前 , 再 
对 特征 值 问题 的 所 谓 “ 稳 定性 "概念 作 一 些 介绍 。 

如 果 代数 特征 值 问题 的 精确 解答 ， 非 常 灵敏 于 问题 原始 数据 的 微小 变化 ， 则 称 此 特征 
值 问题 为 "不 稳定 的 ”或 "病态 的 "。 问 题 中 的 插 阵 就 叫 作对 于 计算 特征 值 来 说 的 “病态 矩 
阵 。 

由 于 工程 实际 问题 的 解答 一 般 不 是 非常 灵敏 于 其 各 个 物理 参数 的 微小 变化 的 , 所 以 , 将 
它们 提成 代数 特征 值 问题 时 ， 也 应 该 是 稳定 的 。 特别 是 物理 人 参数 的 测量 以 及 特征 值 问题 中 
矩阵 元 素 的 形成 等 等 , 都 有 不 可 避免 的 误差 。 如 果 特 征 值 问题 不 稳定 , 当然 不 能 期 望 通过 求 
解 它 来 得 出 实际 问题 的 合理 解答 。 因 此 , 要 求 形成 特征 值 问题 时 , 应 得 出 稳定 的 特征 值 问题 
是 很 重要 的 。 

从 代数 特征 值 问题 的 摄 动 分 析 中 得 知 ， 如 果 问 题 中 的 符 阵 是 对 称 ( 或 更 一 般 的 ,是 正规 
的 ) 抢 阵 ， 那 么 ,这 一 问题 必定 是 稳定 的 。 即 是 说 如 果 对 称 矩 阵 么 的 元 素 有 微小 变化 4aw， 
其 特征 值 的 变化 4 和 特征 向 量 的 变化 dx 将 分 别 满足 如 下 不 等 式 ( 参 阅 [9] 第 二 章 )， 

141<i441 


工 一 - 人 
14zl<( 呈 FE 六 1441 6- 2 风 


从 这 些 不 等 式 得 知 , 矩阵 4 的 元 素 有 微小 变化 时 ， 其 特征 值 也 只 有 微小 变化 。 如 果 没有 重 
特征 值 ， 其 特征 向 量 亦 只 有 微小 变化 (如 果 有 重 特征 值 ， 上 式 说 明 其 相应 特征 向 量 可 能 有 很 
大 变化 , 这 一 点 我 们 应 予以 注意 ) 。 所 以 , 只 要 把 实际 问题 提成 为 对 称 和 矩阵 的 特征 值 问题 , 并 
保证 原始 数据 的 一 定 精确 度 , 求 得 的 结果 一 般 就 应 该 是 可 靠 前 (这 里 暂且 假定 计算 方法 的 精 
确 度 是 不 成 问题 的 ) 。 此 外 , 由 于 对 称 矩 阵 特征 值 问题 也 有 较 多 有 效 的 计算 方法 可 供 使 用 ， 
因而 , 在 形成 代数 特征 值 问题 时 , 应 该 尽 可 能 地 将 其 提成 为 对 称 答 阵 的 特征 值 问题 。 这 就 是 
在 前 面 关于 问题 提 法 的 讨论 中 强调 矩阵 对 称 性 的 理由 之 一 。 


$ 10.3 代数 特征 值 问题 的 数值 解法 
10.3.1 概述 


从 前 面 的 讨论 知道 , 振动 问题 及 其 它 某 些 工 程 实践 问题 的 求解 , 最 终归 结 为 求 某 些 和 矩阵 
的 (广义 的 ) 特 征 值 和 特征 向 量 ， 即 所 谓 ( 广 义 ) 代 数 特 征 值 问题 。 本 节 讨 论 一 些 在 计算 机 上 
求解 代数 特征 值 问 题 的 最 常用 的 方法 。 这 里 先 讨 论 普通 的 代数 特征 值 问 题 , 并 给 出 一 些 计 
算 机 程序 , 最 后 再 简单 讨论 一 下 广义 代数 特征 值 问题 。 

通常 有 两 类 方法 求解 代数 特征 值 问题 。 一 类 是 从 原始 矩阵 出 发 , 用 有 限 个 相似 变换 将 
其 化 为 便于 求 出 特征 多 项 式 的 形式 , 然后 求 特征 多 项 式 的 根 作为 矩阵 的 特征 值 。 由 于 多 项 
式 特 别 是 高 阶 多 项 式 的 求 根 问题 有 其 特有 的 困难 之 处 , 并 且 重 根 的 计算 往往 精度 较 低 等 等 ， 
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故 通 过 特征 多 项 式 来 求 矩 阵 特 征 值 的 方法 , 从 数值 计算 的 观点 来 看 , 不 是 一 个 好 的 方 法 。 些 
外 , 从 原始 抢 阵 求 得 特征 多 项 式 的 系数 的 过 程 ， 也 往往 对 于 售 入 误差 的 影响 异常 灵敏 ,计算 
过 程 中 的 含 入 误差 ， 常 常 使 最 终结 果 的 精确 度 受 到 很 大 影响 。 所 以 ， 尽 管 这 类 方法 有 工作 
量 小 和 应 用 范围 广 的 优点 ， 其 大 多 数 在 计算 机 上 目前 已 很 少 使 用 。 仅 是 其 中 使 用 正 交 相 似 
变换 进行 化 简 , 然后 用 不 直接 通过 特征 多 项 式 求 根 的 一 些 办 法 , 目前 还 经 党 使 用 。 本 节 中 要 
讨论 的 用 镜像 映射 矩阵 将 对 称 和 矩阵 化 为 三 对 角 型 的 方法 就 属于 这 一 类 。 

另 一 类 方法 是 选 代 法 (严格 说 来 ,前 一 类 方法 也 是 迭代 法 , 因为 矩阵 的 特征 值 是 不 可 能 
由 其 元 素 经 有 限 次 算术 运算 得 出 的 。 所 以 , 求 特征 值 的 任何 算法 都 是 和 欠 代 性 质 的 。 主 要 是 
为 了 区 分 方便 ,通常 把 前 一 类 方法 称 之 为 直接 法 )。 它 不 通过 特征 多 项 式 ， 而 是 将 特征 值 及 
特征 向 量 作为 一 个 无 限 序列 的 极限 来 求 得 。 这 类 方法 对 售 入 误差 的 影响 有 较 强 的 稳定 性 ， 
但 其 工作 量 较 大 。 由 于 计算 机 的 工作 速度 较 高 , 这 一 缺点 能 得 到 一 定 程 度 的 弥补 ， 所以， 计 
算 机 上 通常 使 用 迭代 法 。 

实践 中 所 提出 的 特征 值 问题 其 类 型 是 多 种 多 样 的 , 要 求 也 各 不 相同 , 必须 针对 问题 特点 
进行 具体 分 析 , 选择 适当 的 方法 。 例如 ,， 实 旺 中 最 常 遇 到 的 对 称 矩 阵 的 特征 值 问题 , 如 果 其 
阶 数 不 高 (例如 几 十 阶 或 上 百 阶 )， 就 可 以 用 旋转 法 或 化 为 三 对 角 线 型 的 方法 有 效 地 求 得 其 
全 部 特征 值 及 特征 向 量 。 如 果 只 求 其 部 分 特征 值 或 特征 向 量 , 则 用 化 为 三 对 角 线 型 的 方法 
更 适宜 。 对 于 带 状 的 对 称 和 矩阵 ， 则 应 使 用 适合 于 带 型 特点 的 化 为 三 对 角 型 的 方法 来 进一步 
提高 能 够 处 理 的 阶 数 和 节省 工作 量 。 对 于 阶 数 很 高 的 “稀疏 "和 矩阵 ， 例 如 上 千 阶 的 绝 大 多 数 
元 素 为 零 的 答 阵 或 带 型 抢 阵 等 ， 则 用 同时 迭代 法 (或 反 同 时 迭代 法 ) 求 其 按 模 最 大 (或 最 小 ) 
的 几 个 特征 信 及 相应 特征 向 量 较 合 适 。 对 于 非 对 称 的 任意 插 阵 , 如 果 阶 数 不 高 ,可 用 广义 旋 
转 法 求 其 特征 值 和 特征 向 量 或 用 更 为 有 效 的 @Q 尽 方法 求 其 特征 值 ， 然 后 用 反 每 法 求 其 相应 
特征 向 量 。 对 于 广义 特征 值 问题 4z=XBz,， 如 果 阶 数 不 高 ,用 平方 根 法 分 解 抢 阵 召 ， 然 后 
化 为 对 称 阵 的 特征 值 问题 是 行 之 有 效 的 方法 。 如 果 44、 台 均 为 高 阶 稀疏 抢 阵 或 带 型 矩阵 ， 
则 应 使 用 反 同 时 友 代 法 或 施 斗 姆 序列 法 求解 。 恰 当地 使 用 上 述 几 种 方法 ， 就 能 够 解决 实践 
中 所 提出 的 一 般 问 题 , 因而 , 本 节 主 要 讨论 上 述 的 几 种 方法 。 

除 特 殊 说 明 外 , 总 以 4 代表 要 讨论 的 (mx 由 和 抢 阵 ,并 假定 其 元 素 均 为 实数 , 其 特征 值 以 
按 模 递 减 次 序 排列 为 

| 和 a| 区 | sa| 一 …| 和 | 一 | 十 并 
一 …= | >…>>1 二 | 
一 … 一 | 和 | (10.3.1) 

其 相应 特征 向 量 为 zj， wa，Za，…，2Wr (rm 一 一 一 和 抢 阵 4 的 阶 数 )。 这 些 向 量 被 认为 是 按 
其 长 度 为 工 或 其 最 大 模 元 素 为 上 进行 归 一 化 的 。 





10.3.2 几 种 变换 矩阵 及 其 特性 


先 介绍 几 种 简单 的 变换 抢 阵 , 这 些 矩 阵 以 后 要 经 常用 到 。 

《一 ) 初 等 变换 矩阵 

将 矩阵 4 的 第 之 行 (7 列 ) 乘 以 一 个 实数 w 后 加 到 其 第 1 行 公 列 ) 上 去 或 将 抢 阵 全 的 
名 了 两 行 ( 列 ) 互 换 人 < 力 ， 叫 做 对 和 矩阵 4 进行 初等 变换 。 它们 分 别 相当 于 将 称 阵 么 左 乘 
《 右 屁 ) 以 如 下 和 抢 阵 : 








1 “ 列 了 列 - 
| | 0 
人 8 
v(a) 一 (10.3.2) 
aa 2 本 5 了 行 
LL ] | NI 
到 
革 | 
ee 
已- SS (10.3.3) 
| 
一 一 一 1-- 一 一 0 一 一 一 |7 行 
| 1 人 
0 | 忌 
| 
撼 阵 Su(w)， 书 , 称 为 初等 变换 挎 阵 。 很 容易 验证 如 下 等 式 : 
局 下 (oa) 一 S0 (一 中) 
卫 让 一 记 
若 对 矩阵 4 进行 如 下 初等 相似 变换 ; 
4GO=Su(a .4.Sra) (10.3.4) 


则 可 以 看 到 和 抢 阵 4 中 除 第 9 行 和 第 宝 列 元 素 外 , 其 它 元 素 不 变 。 第 了 行 与 第 4 列 元 素 按 下 
列 公式 计算 ， 
Cd 多 一 oz 十 weai 7 尖 
qd 名 一 an 一 god 73 (10.3. 
0 名 = (of 十 aeai) 一 a。 《cz 十 aa) 
如 果 我 们 计算 一 下 变换 前 后 矩阵 元 素平 方 和 的 变化 , 便 可 得 到 ， 
(一 P(4c) - 习 鸣 一 习 < 叶 一 2o08 一 ou 一 2 一 ost (0.3.6) 


其 中 


路 
CH 一 记 (azar 一 0zz0i) 


o= 习 确 + 阅 a8+ (an 一 002 一 200an 
1 了 1 
0 一 20u (cji at) 
C 一 声 
(二 ) 旋 转 算 阵 
我 们 知道 ， 将 空间 直角 坐标 系 {z, % 分 的 两 个 坐标 轴 .Z 和 4Y 在 平面 wy 内 绕 > 轴 旋 转 
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一 个 角度 9 时 , 空间 各 点 的 坐标 按 下 式 进 行 变换 ; 


人 cogp， 一 sinp，0 2 
4 一 | snop， oosp，0 19/ 
> 0， 0， 工 风 


cos0， 一 Snp，0 


其 中 变换 矩阵 


省 ,= 


sinp， cos0，0 
0， 0， 工 


为 三 维 空间 内 的 平面 旋转 符 阵 。 如 果 是 在 ” 维 空间 中 将 相互 正 交 的 两 个 坐标 轴 在 其 所 决定 
的 平面 上 旋转 一 个 角度 w， 并 保持 正 效 坐 标 系 的 其 它 轴 不 动 , 则 变换 抢 阵 为 


-人 ; 列 5 列 


AN 








二 
| 
工 | | 
一 一 一 cosg- 一 一 :一 sin pg 一 一 一 “| 行 
| 工 
力 (9) - AR 000.3.7) 
二 
一 一 一 -sm wy 一 一 一 cosg- 一 一 一 放行 
有 | 1 
人 
| SR 
| 


AN 


和 抢 阵 访 (Oo) 为 哑 维 空间 内 的 平面 旋转 矩阵 。 以 后 , 将 力 (9) 简称 为 平面 旋转 矩阵 。 显 
然 ，。 访 ( 办 是正 交 和 手 阵 , 即 : 


有 万 (O)7 Jp) = 一 了 
， 如 果 将 矩阵 4 左 乘 以 矩阵 (op)2 则 很 容易 看 出 矩阵 4 仅 有 多 了 两 行 元 素 有 所 变化 ， 
其 余 元 素 不 变 。 以 和 = (@s) 记 为 乘积 和 矩阵, 便 有 : 


01 一 gz 有 尖 信 了 
0 一 dc080 十 jlsin gp 让 (10.3.8) 
0 一 一 aalSinp 十 oj100S9 


从 这 个 式 子 看 出 , 适当 地 选择 角度 w 便 可 以 使 矩阵 和 第 行 的 任 一 个 元 素 癌 =0。 为 


此 ， 只 需 令 ， 


| 若 / 咀 十 邑 头 0 
右 、\ 04TGH 
CC (10.3.9) 





| 六 0 一 0 
cogg 一 1， sino=0 若 \ 叹 十 史 =0 
将 庶 再 乘 以 矩阵 矶 (内 ， 以 49= (中 ) 记 乘积 矩阵 , 可 得 ， 








490 一 万 (人 7 万 (加 
0 外 一 ai 有 尖 仿 少 7 头 了 
C 吕 ) 一 iT0O0S JP 十 G7 Sjin 9 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


cg 多 一 一 ai Sin Op 十 Cjz00S0 

(1) j 7#% 7 

QT 一 0 co0s 册 十 GilSin 中 (10.3.10) 
d 销 一 一 ausin 由 十 az cas 由 


0 名 一 (acosp 十 ojsing)cos 四 十 (ccosp 十 djjsinp)sin 由 


0 入 一 一 (一 asinb 十 aicosg)sin 由 十 (一 aysSinp 十 oj 0030)c03 直 
0 由 = 一 (cuacosp 二 aisinp)sin 由 十 (cyocosp 十 djSinp)cos 由 
< 旬 一 (一 assing 十 aiicosg)oos 由 十 (一 aysimngp 十 ojjcosg)simn 由 
计算 一 下 矩阵 49 非 对 角 线 元 素 的 平方 和 , 可 以 得 出 : 
记名 一 之 一 (oa 十 go) 十 [( 一 casinp 十 acosp)cos 示 
十 (一 asSing 十 qjz0089) Sin 虽 ? 十 [一 (oucosp 十 gsinp)Sin 由 
十 (aicosg 十 aijsinp)cos 由 ] (10.3.11) 
如 果 和 矩阵 4 是 对 称 的 , 令 炎 =2， 则 很 容易 看 出 4 也 是 对 称 抢 阵 , 且 如 下 公式 成 立 , 
cd 旬 =a 外 = 一 (cascosp 十 ojising)sinp 十 (gcosp 十 cjsinp)oosp 
Se (0.3.12) 
| 名 CQ 名 2 一 它 0 加 一 200 十 寺 [(Gz 一 ou)jsin 29 十 20wcos29] 
(三 ) 镜 像 映 射 答 阵 
镜像 映射 失 阵 及 其 基本 性 质 已 在 第 八 章 第 一 节 讨论 过 , 这 里 不 再 重复 。 
代数 特征 值 问题 的 讨论 中 ， 主 要 将 使 用 镜像 映射 矩阵 来 作 正 交 相似 变换 。 下 面 讨论 一 
下 与 此 有 关 的 问题 。 假定 仍然 采用 8.1.6 节 的 符号 ,我 们 来 说 明 使 用 镜像 映射 矩阵 作 正 交 
相似 变换 ， 很 容易 将 任意 矩阵 4 化 为 所 谓 海 森 堡 (Hessenberg) 型 或 伪 三 角 型 (矩阵 4 之 元 
素 oo 满足 条 件 ， os=0(4>J 十 已 者 , 称 为 上 海 森 堡 型 ; 满足 条 件 : as 一 0(7>? 二 1 者， 称 为 
下 海 森 堡 型 ) 。 由 于 这 一 事实 很 有 用 处 ,我们 来 较 详 细 地 讨论 一 下 。 首先 , 我 们 取 原 始 夭 阵 
4 的 第 一 列 ( 令 其 第 一 个 元 素 为 0): (0，cat， asb ，…，cm) 7" 为 第 八 章 (8.1.29) 式 中 的 SS， 取 
(0, 1, 0, …， 0)7 为 其 中 的 了 来 形成 镜像 映射 矩阵 丽 D， 并 对 4 作 如 下 正 交 相 似 变换 : 


4 一 再 .4.2 (Gd0.3.19) 
由 于 五 0 右 乘 瓦 0 4 时 不 影响 后 者 第 一 列 , 所 以 很 容易 得 知 : 
0 汪 
人 
43s=-Eo 4.50=| 0 全 (10.3.14) 


0 Cn2 "Crn-1 Cnn .| 


变换 的 第 二 步 是 取 和 矩阵 4。 的 第 二 列 ( 令 其 前 两 个 元 素 为 零 );，(0, 0,， aas，…，aus)7 为 
S, 取 7!= 外， 0, 1, 0,…, 0)7 来 形成 变换 抢 阵 %。 注 意 到 以 丽 s 左 乘 (或 右 乘 ) 4 时 ,并 
不 改变 4: 的 前 两 行 ( 或 前 两 列 ), 因而 , 容易 验证 ， 





4as= 玖 504E0E2= 有 ooBo04EoDBa 


人 色 
CT 芭 
0 os  X :| 
二 ~ 辣 和 巡 本 。 ,二 
Re (10.3.15)》 
玫 呈 二 
依 此 类 推 , 作 % 一 2 次 变换 后 ,和 抢 阵 4 将 被 化 为 下 列 上 海 森 堡 型 惩 阵 ， 
4 一 瑞 ， 9 万， 3， … 和 4 全 末 。， 
Xe X 
CQ1 藉 : 
到 : (10.3.16) 
aa "。 5 
0 本 二 
一 ao xx 5 


显然 , 若 4 为 对 称 抢 阵 , 则 4。; 亦 为 对 称 矩 阵 , 因而 , 其 上 三 角 部 分 应 仅 有 第 一 次 对 角 
线 元 素 非 零 ， 并 等 于 (oa， 032， “3 on-T)。 所 以 ， 此 时 4 将 被 化 为 对 称 的 三 对 角 线 型 矩阵 。 


10.3.3 ” 堵 法 及 其 推广 
《一 ) 轩 法 了 
每 法 是 通过 求 矩 阵 特 征 向 量 来 求 出 特征 值 的 一 种 多 代 法 。 它 主要 是 用 来 求 抢 阵 按 模 最 
大 的 特征 值 和 相应 特征 向 量 的 。 其 优点 是 算法 简单 ,很 容易 在 机 器 上 实现 , 对 于 高 阶 的 稀 朴 
矩阵 较 合适 。 缺 点 是 收敛 速度 较 慢 , 其 有 效 性 依赖 于 失 阵 特征 值 的 分 布 , 如 果 按 模 较 大 的 几 
个 特征 值 很 接近 , 此 法 用 处 是 不 大 的 。 
短 法 的 基本 思想 是 从 任 取 的 初始 向 量 z@9 出 发 , 用 算 阵 4 逐次 地 乘 这 个 向 量 ， 构 成 如 
下 序列 ， 
WO 一 4X0，N) 一 VD 2 人 一 4rd-D 
当 次 数 天 逐渐 增 大 时 ,序列 的 收敛 情况 将 与 按 模 最 大 的 几 个 特征 值 有 密切 的 关系 。 分 析 这 
一 序列 的 极限 ， 即 可 求 得 按 模 最 大 的 特征 值 与 相应 的 特征 向 量 。 下 面 就 来 分 析 这 一 序列 的 
收敛 情况 , 这 里 , 假定 抢 阵 4 的 特征 向 量 是 完全 的 ( 即 初等 因子 是 线性 的 )。 
初始 向 量 Z 可 以 表 为 矩阵 特征 向 量 ws 的 线性 组 合 : 
人 人 一 QT 十 0aU3 十 … 十 CnWn (10.8.17) 
这 样 ， 
VD= 4o0-D= 4200-20 一 一 4krO 
一 01X421 十 de)SOe 十 … 十 GoNxn 
(1 如 果 按 模 最 大 的 特征 值 Ma 是 单 实 根 。 
此 时 , 上 式 可 写 为 : 
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oo 一 季 , (aaoi 十 oa ( 径 ) m+m ( 芭 ) za 十 oa 和 ) (1.3.19) 


车 w 尖 0,， 由 上 式 知道 当天 充分 大 时 ， 
(OO~ 和) (ai 十 en) 
其 中 er 为 一 可 以 忽略 的 向 量 ， 即 gw) 与 特征 向 量 zw 相差 一 个 常数 因子 。 只 需 将 z@ 除 以 
其 按 模 最 大 的 元 素 进行 归 一 化 ， 就 得 到 特征 向 量 wj。 即使 ci:= 0， 由 于 计算 过 程 的 舍 入 误 
差 , 必 将 引入 在 wa 方向 上 的 微小 分 量 , 这 一 分 量 随 着 和 欠 代 过 程 的 进展 而 逐渐 居于 主导 地 位 ， 
其 收敛 情况 最 终 也 将 与 @i 尖 0 时 类 似 。 此外, 特征 值 )a 亦 很 容易 求 得 , 例如 , 可 用 如 下 公式 
计算 ， 
和 afzeco[ Alzwl 人 公 充 分 大 ) 

从 上 述 分 析 可 以 看 出 , 宕 法 的 收敛 速度 虽 与 初始 向 量 wo) 的 选择 有 关 , 但 主要 是 依赖 于 
比例 Ma 人 ma。 这 一 比值 愈 小 , 收 剑 愈 快 。 当 此 值 接近 于 工时 , 收敛 将 很 慢 。 

实际 计算 中 , 为 了 避免 逐次 迭代 向 量 z@) 变 得 很 大 或 很 小 , 通常 在 迭代 的 每 一 步 以 zw 
的 按 模 最 大 分 量 max(z@) 来 除 wm 的 各 个 分 量 , 从 而 得 出 归 一 化 的 向 量 gm， 并 令 

OH 一 和 .90 
因而 实际 计算 时 所 用 公式 为 : 
2 0)=- 加 (2) /max (CD) 
Ce 
容易 验证 ，2V0= 4x.wo/max(4z.zeo0) 。 所 以 , 由 前 述 分 析 得 知 ; 
2 一 0 

局 时 , 因为 VD 一 434 一 Na2， 所 以 ， 24tl 的 按 模 最 大 分 量 与 Xi 相差 一 个 
可 以 忽略 的 小 量 , 即 


(=0, 1 2 .…) 0.8.19) 


人 (te+DD) 全 
2) 如 果 按 模 最 大 的 特征 值 是 一 对 共 轰 复 根 。 此 时 ， 实 初始 向 量 w%@ 的 展 式 必 可 等 
为 : 


和 攻 
XO0 一 a101 十 Ci 和 1 十 > Qi 人 i 
他 


(注意 ,所 讨论 的 是 实 和 矩阵 情况 。) 仍 按 (10.3.19) 式 进行 实 运算 , 容易 看 出 , 此 时 

2 由 ~ (ai 十 友 驱 1) /max(aiXtoi 十 C1 守 郊 :) 
者 令 

和 1 一 Fei， 0 一 Yela， 1 一 {eto 
则 得 : 
(Cat2i 十 0 和 放 一 2760cos (a 十 1 十 10) 
由 于 zi 的 各 分 量 的 幅 角 w 可 能 不 同 , 所 以 ,8 的 各 分 量 在 迭代 过 程 中 按 先后 顺序 周期 地 
变化 其 符号 , 欠 代 过 程 将 不 收敛 。 遇 到 这 种 情况 , 可 按 下 述 方法 处 理 。 
把 )a 与 Na 看 作 是 某 个 二 次 方程 : 
和 2 一 办 一 0=0 
的 根 , 其 中 2，9 为 实数 。 于 是 
(CiXtH2 Wi 十 Ci 和 2 亢 )) 一 DC 十 和 和 ) 一 (CT 十 玫 秆 郊 ) 
一 ao 一 2 一 0 十 丽 面 ( 矿 2 一 8 三 9 一 9 =0 
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即 是 说 , 当天 充分 大 时 ，(492 一 D4 一 049020=0 再 利用 关系 式 
max(4x*.w0) 一 max(ZD。max(ZL-D) max(Y(OD) 

和 2 4zozO/max(4zoz) 
就 可 以 得 到 

max(Ztt3) ,max(WtD) .gt 一 Domax(2dtD) gtD 一 0990 
这 是 两 个 未 知 数 P, 9 的 m 个 线性 方程 ,从 其 中 任 选 两 个 独立 揭 方 程 求解 或 用 最 小 二 乘法 求 
解 , 即 可 得 出 2 9 之 近似 值 。 实 际 计算 中 , 如 果 姑 相当 大 时 , 求 得 的 p，9 值 稳定 下 来 ， 就 表 
明 对 应 于 zs 至 wo 的 分 量 已 被 消去 ,我们 即 可 用 下 式 求 出 Na: 


Re(dy) -于 2 Tom -于 VB 本 


同时 , 可 以 验证 如 下 向 量 全 ! 与 特征 向 量 wi 平行 
爷 : - 亏 VTFT 和 .got 人 (村 2 一 2 
将 其 归 一 化 就 得 到 wa。 

最 后 我 们 要 指出 ， 上 述 方法 的 精确 度 往 往 是 不 理想 的 ,特别 是 当 To (Ab 较 小 时 精确 度 
较 差 。 因 此 , 使 用 这 一 方法 时 要 特别 注意 。 

(3) 如 果 按 模 最 大 的 特征 值 是 实数 , 并且， 其 对 应 的 初等 因子 是 非 线 性 的 (此 时 特征 向 
量 不 完全 )， 同 时 , 其 它 特征 值 的 模 均 严 格 地 小 于 |)a|， 则 寡 法 仍然 收敛 , 但 是 收敛 将 很 慢 。 
这 种 情况 下 必须 另 找 合适 的 算法 。 

(4) 赛 法 的 加 速 与 降 阶 

由 (10.8.18) 式 可 以 看 出 ， 初 始 向 量 wo 在 特征 向 量 % 上 的 分 量 按 (XVAt) 的 速度 收 
倒 于 零 。 因而 ， 篆 法 是 所 谓 “ 线 性 收敛 ”的 方法 ， 这 类 方法 的 收敛 速度 一 般 说 来 是 不 够 理想 
的 。 特 别 是 当 和 /ja 接近 于 工时 , 收敛 将 很 慢 , 必须 采取 适当 的 加 速 措施 。 下 面 我 们 讨论 两 
种 常用 的 加 速 办 法 , 为 了 简单 起 见 , 暂 且 假 定 ; 

和 > > 和 > 和 Jp 和 N>0 

经 常 使 用 的 一 种 加 速 办 法 是 所 谓 “82 过 程 ”“。 其 基本 思想 是 用 相 邻 三 次 的 近似 向 量 进行 
组 合 来 提高 其 精度 , 从 而 使 过 程 得 以 加 速 。 其 办 法 如 下 ;假设 适 代 过 程 已 进行 到 ws~~Z。 上 
的 分 量 可 以 忽略 的 程度 , 那么 V@) 将 与 wi 十 szs 相差 一 个 常数 因子 。 其 中 ，s 是 一 个 小 量 ; 
0: 是 按 模 最 大 元 素 为 工 的 归 一 化 向 量 。 由 于 s 很 小 , 于 是 有 max(zZi 十 sXZa) 一 1 十 "2D(2 为 
zs 的 分 量 中 与 wi 按 模 最 大 分 量 相应 者 ); 此 外 ， 以 后 的 近似 向 量 Ver+2 中 , 按 模 最 大 分 量 的 
位 置 亦 不 再 改变 。 这 样 , 就 可 以 把 Vi 、24+0、20+2) 写 为 ; 

(Zi 十 8Wa)/ ( 代 十 s5D)，()aWi 十 SNawa)/ (1 十 8DXs)，(XiZai 十 818a) 7 (和 2 十 SPDN2) 
现在 ,考虑 如 二 向 量 > 
2 一 (21，za， 2 
轨 一 罗 的 一 (的 和 ) 国 /下 一 20 和 十 史 ] 
| 一 多 一 区 扩 一 多 27 区 的 一 2 和 十 内 《09 一 二 2 册 ) 
其 中 ，g 久 为 向 量 y2 的 第 了 个 分 量 。 

把 前 面 关 于 VD 、 2 20+2 的 表达 式 代 入 上 式 , 并 以 z 表示 wi 的 第 7 个 分 量 ， 则 

.可 以 得 到 





一 | 信 一 e， ( 莽 ) 2] /0- 2 -( 径 ) ] 

即 是 说 ,2z=wi 二 0O(e3) 。 

因而 , 对 于 ms 来 说 , z 是 较 9a+2 更 为 精确 的 近似 。 这 就 是 9 过 程 中 的 加 速 办 法 。 

应 该 指出 , 上 述 过 程 是 难于 用 程序 控制 其 自动 进行 的 , 这 是 一 个 很 大 的 缺点 。 不 过 , 司 
以 采用 在 计算 机 控制 台 上 设立 相应 开关 ， 由 算 题 者 视 计算 进行 情况 来 决定 是 否 采 用 上 述 加 
速 过 程 的 办 法 。 有 时 , 这 一 办 法 能 取得 较 好 的 效果 。 

另外 一 个 更 为 简单 的 加 速 办 法 是 以 4 一 来 代替 矩阵 4 进行 闪 代 。 适当 选取 辟 也 可 
使 过 程 得 以 加 速 。 很 容易 验证 , 此 时 有 

(4-dDEao=Oa-Oi(azi 二 (25 ) wzs… + 人 2 ) om) 








和 1 一 以 和 Ai 一 
为 了 加 速 收 伍 , 应 使 sa 一 人 )/ (0 一作 较 Xa/a 为 小 。 我 们 只 需 令 
qd 一 王 (0a 十 jn) 
可 以 验证 ,此 时 


(hs 一 四/ (Na 一 四 = (ia 一 和 1 (2 一 Xs 一 Xn) < 和 Na/ 和 
因而 , 过 程 得 以 加 速 。 
这 个 办 法 也 可 用 来 求 按 模 最 小 的 特征 值 及 相应 特征 向 量 , 为 此 可 令 


4 一 瑟 Oa 十 jn) 


此 时 , (4 一 oz 的 展 式 中 最 末 项 将 居 主 导 地 位 , 过 程 就 收敛 于 ro 

上 述 加 速 办 法 称 为 移 位 法 。 由 于 特征 值 分 布 预先 不 知道 ,实际 使 用 这 个 方法 时 会 有 困 
难 , 但 因 其 简便 , 有 时 也 使 用 。 通常 是 使 用 者 对 特征 值 分 布 有 一 大 概 了 解 ,以 便 粗略 地 估计 
一 个 & 值 。 并 且 必 值 是 通过 计算 机 控制 台 上 的 手动 开关 给 出 的 , 每 一 次 迭代 开始 时 , 程序 从 
控制 台 读 入 一 个 & 值 。 使 用 财 可 以 根据 迭代 过 程 的 进展 随时 修正 所 用 4 值 ( 也 可 以 由 事先 
安排 好 的 程序 来 修改 ), 直到 所 用 4 值 使 迁 代 过 程 有 明显 加 速 为 止 。 这 种 办 法 虽然 有 时 是 可 
以 收 到 效果 的 , 但 由 于 需要 手动 开关 配合 , 目前 在 计算 机 上 已 不 大 使 用 。 

最 后 简单 讨论 一 下 求 得 Xi 以 后 如 何 进一步 求 出 Xa，)Xs，… 的 问题 。 这 里 只 考虑 实践 中 
最 常 遇 到 的 对 称 第 阵 情 况 。 假 定 已 求 得 六 及 wi, 则 可 构造 如 下 手 阵 ， 

409 一 和 一 Xi1CT/ (CTO1) 
因为 对 称 失 阵 的 性 质 , 故 有 Z1w=0(G 关 忆 因 此， 
dzw:=4zi 一 Mioi(ZyT.o)1(oT oo) 一 0 
do 一 -42 一 Noi(2T 70OT oai) 一 (0 基 1) 

这 样 ,矩阵 4G' 的 按 横 最 大 特征 值 变 为 X* 以 4 代替 入 进行 迁 代 将 求 得 xs 及 zs, 如 此 等 
等 。 为 了 保留 原始 矩阵 盘 的 特性 ,不 需 将 4q 明显 求 出 来 ， 只 要 直接 作 Zi 与 迭代 向 量 的 
乘积 即 可 , 这 对 于 高 阶 的 稀 臣 矩阵 有 重要 意义 。 应 当 指出 ,用 这 种 方法 求 出 的 Xs、zs 精度 一 
般 已 较 axwi 差 , 若 继续 使 用 此 法 求 Xs、2zs 等 , 精度 将 更 差 。 因 此 , 只 能 使 用 少数 儿 次 , 以 求 
出 矩阵 前 前 几 个 特征 值 和 特征 向 量 , 而 且 , 此 法 不 如 后 面 将 要 叙述 的 同时 迭代 法 有 效 。 

(二 ) 反 守 法 

由 于 和 抢 阵 4 的 特征 值 是 1/NM， 所 以 4- 的 按 模 最 大 特征 值 为 TAN。 如 果 将 么 换 为 
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4 么 来 进行 宪法 中 的 迭代 ， 自 然 求 得 的 特征 值 就 是 T/Xw， 特 征 向 量 就 是 w,。 也 可 以 用 移 位 
法 来 加 速 先 代 过 程 或 者 求 其 它 的 特征 值 , 亦 即 用 和 矩阵 (4 一 0 已 一 来 进行 迭代 , 这 时 求 得 的 特 
征 值 为 1/ (一 由,，》 为 X 中 与 4 最 接近 者 。 这 就 是 反 和 宪法 的 基本 思想 。 
如 上 记述, 反 罕 法 的 计算 公式 为 ， 
(2 一 oo/max(z0o) 
1 werD-- (4 一 d7)-120 
实际 计算 时 , 是 用 解 方程 组 的 办 法 来 求 Zeta) 的 , 即 用 如 下 公式 ; 
| VD/max(w(o) 
[4 一 CT .za 一 80 
为 了 节省 工作 量 , 常常 先 用 列 主 元 素 消去 法 将 矩阵 (44 一 27) 分解 为 下 三 角 和 矩阵 克 与 上 
三 角 失 阵 尽 的 乘积 ; 


(一 0 二 2 …) 


(人 =0，1，2，…) (10.3.20) 


. (4 一 07)= 
其 中 矩阵 忆 为 形 如 (lo 3.3) 的 一 ay 这 样 , 在 迭代 过 程 的 每 一 步 ， 只 需 
解 如 下 两 个 三 角 方 程 组 ; 
克 2 一 大 .10 
| Zitl) 一 2 
反 宕 法 经 常用 来 求 高 阶 稀 芍 抵 阵 的 最 小 特征 值 及 特征 向 量 。 在 这 种 场合 ,系数 符 阵 通 
常 是 不 存放 起 来 的 ,事先 的 分 解 也 就 往往 不 可 能 ， 而 只 能 在 迭代 过 程 的 每 一 步 ， 解 一 次 方程 
组 。 由 于 此 时 系数 矩阵 总 是 具有 某 种 特殊 形状 ， 在 解 方程 组 时 需 选取 适当 方法 。 关于 这 个 
问题 , 可 以 参看 本 书 $8.1 
反 寡 法 还 经 常用 于 知道 某 个 特征 值 x 的 近似 值 去 求 其 相应 的 特征 向 量 。 现 简单 讨论 
一 下 这 个 过 程 的 某 些 特点 。 假设 已 知 )a 的 近似 值 wW， 任 意 选 取 一 个 初始 向 量 Y'6， 并 令 
4 一 按 (10.3.20) 式 进行 选 代 。 首 先 遇 到 的 问题 是 ， 和 迭代 过 程 的 每 一 步 , 必须 求解 一 个 系 
数 矩 阵 近 于 奇异 的 线性 方程 组 。 这 是 由 于 /sjXa, 故 det( 妈 一 &Z) 二 0， 因而 ,在 解 方程 组 时 
我 们 必须 采取 某 些 措施 。 例如 ， 采 用 主 元 素 消去 法 以 及 防止 由 于 过 小 的 主 元 素 而 产生 上 溢 
等 等 。 但 无 论 如 何 求解 一 个 系数 矩阵 近 于 奇异 的 方程 组 总 是 困难 的 , 一 般 说 来 ,所 得 解答 中 
误差 总 占 优势 。 好 在 此 时 解答 中 误差 的 主导 方向 也 怡 好 是 特征 向 量 wa 的 方向 ,而 这 正好 是 
我 们 所 要 求 的 最 终结 果 。 记 以 , 解 方程 组 的 不 准确 不 影响 选 代 过 程 的 进行 。 其 次 , 再 来 看 一 
看 过 程 的 收敛 情况 。 为 简单 起 见 , 假定 矩阵 4 的 初等 因子 都 是 线性 的 , 也 即 是 说 ， 


zo- 冯 CiWio 
从 (10.3.20) 很 容易 得 到 第 一 次 迭代 的 结果 


z0=oo 人 (az 十 Ou 一 1)。 5 
=2 人 


显然 , 当 和) 一 多 很 小 且 ai 不 是 小 量 时 , 括号 中 第 二 项 相对 于 第 一 项 已 是 小 量 , 并 且 ja 一 / 愈 
小 第 二 项 愈 小 。 通 常 若 机 器 的 字 长 为 为 则 (a 一 由 /us 2-5 所 以 第 二 项 与 第 一 项 的 比值 已 
接近 于 2-: 量 级 ， 即 只 迭代 一 次 就 达到 相当 高 的 精度 , 实际 计算 的 大 多 数 情 况 都 是 少数 几 次 
迭代 就 达到 要 求 的 精度 , 反 稼 法 在 这 种 场合 是 十 分 有 效 的 。 如 果 相 应 于 )a 的 初等 因子 是 非 
线性 的 或 者 )a 是 一 个 病态 的 特征 值 (例如 与 其 它 js 很 靠近 等 等 ) , 往往 是 第 一 次 选 代 改 进 较 
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大 , 其 后 收敛 将 较 慢 一 些 , 但 多 数 情 况 下 仍 能 较 快 求 得 结果 。 所 以 ， 和 
求 相应 的 特征 向 量 时 , 反 稼 法 是 一 个 比较 有 效 的 方法 。 

最 后 指出 , 将 寡 法 与 反 宕 法 结合 使 用 有 时 能 够 取得 很 好 的 效果 。 其 具体 作法 是 先 选 择 
一 个 适当 的 & 值 用 宪法 和 迭代， 求 得 特征 值 的 近似 值 几 及 相应 的 特征 向 量 w 然后 ， 令 0 一 
和 Y@ 一 Y， 进 行 反 稼 法 的 迭代 , 这 样 就 能 较 快 地 求 得 一 个 准确 的 特征 向 量 及 特征 值 。 

(三 ) 多 向 量 的 间 时 和 迭代 法 

如 果 要 用 千 法 求 出 和 矩 阵 4 的 前 呈 个 特征 值 与 特征 向 量 ， 则 有 时 可 以 采用 降 阶 的 办 法 。 
但 在 降 阶 过 程 中 , 为 了 保持 原来 矩阵 的 某 些 特点 ， 通常 存储 器 中 需 留 出 ”X2 个 单元 来 保存 
前 面 求 得 的 特征 向 量 。 同 时 , 往往 预先 不 知道 当时 要 求 的 特征 值 是 实 的 、 复 的 或 其 相应 的 初 
等 因子 是 否 非 线性 等 等 , 所 以 , 整个 过 程 较 难 用 程序 控制 自动 进行 。 此 外 , 后 面 几 个 特征 向 
量 的 精度 受到 前 面 计算 的 影响 也 往往 较 差 。 由 于 存在 这 些 缺 点 ， 人 们 自然 想到 是 否 可 用 了 
个 初始 向 量 同 时 进行 宪法 中 的 迭代 来 直接 求 出 前 2 个 特征 值 及 特征 向 量 9。 由 于 这 样 作 
于， 所 需 存储 量 仍 为 %x2， 而 计算 过 程 的 每 一 步 都 与 原始 矩阵 盘 直接 发 生 联 系 ， 有 利于 提 
高 结果 精度 ， 又 由 于 2 个 向 量 一 起 进行 迁 代 ， 能 够 提供 更 多 的 信息 来 判断 特征 值 的 分 布 等 
等 ,一 般 说 来 , 会 比 降 阶 过 程 更 为 可 取 一 些 。 这 种 方法 就 是 通常 所 谓 的 “同时 迭代 ”。 

显然 ， 为 了 在 适 代 过 程 中 获得 尽 可 能 多 的 信息 ， 2 个 初始 向 量 应 选 成 线性 无 关 的 。 并 
且 , 每 选 代 一 步 后 , 希望 仍旧 保持 其 为 线性 无 关 。 可 以 采用 了 个 向 量 进 行 线性 组 合 或 进行 正 
交 化 的 办 法 来 作 到 这 一 点 。 在 一 定 条 件 下 , 可 以 证 明 它 们 将 收敛 于 和 矩阵 4 的 前 刀 个 特征 向 
量 。 

如 上 所 述 , 很 容易 写 出 两 种 同时 迭代 法 的 计算 公式 。 

GD 梯形 化 法 

假设 互 。 为 初始 向 量 列 构成 的 mxX2 矩阵 ， 为 保证 其 列 为 线性 无 关 ,， 则 可 将 其 取 为 如 下 
“梯形 形状; 


久 藉 
久 哺 


XXX Xe 广 


送 代 一 步 后 得 到 ， 笔 - 4 不 \。 为 保证 豆 的 各 列 线性 无 关 , 可 对 其 列 进行 线性 组 合 ( 即 
对 其 列 施行 高 斯 消去 过 程 )， 再 将 其 化 为 上 面 的 “梯形 ”。 这 相当 于 对 等 右 乘 以 某 个 px 
的 上 三 角 和 矩阵 Cr ， 即 有 
4 = 各 
| 二 


名 ”实际 计算 时 ,为 求 出 2 个 特征 值 ,往往 选取 多 于 2 个 的 向 量 同 时 进行 迭代 。 
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或 写 为 4 不 一 环 17 
于 是 ,一 般 的 迭代 公式 可 以 写 为 
4 了 一 下 71， (0 于 2 .0) (10.3.21) 
这 一 方法 通常 称 为 梯形 寡 法 。 
如 果 要 求 出 全 部 特征 值 和 特征 向 量 ， 自 然 应 令 D=mw， 初 始 和 矩阵 四。 及 其 后 的 逐次 迭代 
拖 阵 于: 将 为 单位 下 三 角 和 矩阵, 而 玉 将 为 上 三 角形 矩阵 。 这 就 是 通常 所 谓 的 三 角 罕 法 。 
(2) 正 交 化 法 
假设 了 为 初始 向 量 列 所 构成 的 %X2 和 拖 阵 ， 取 其 各 列 为 相互 正 交 的 单位 长 度 的 向 量 。 
和 迭代 一 步 后 得 到 ，4 到 = 多 。 一 般 来 说 ， 饼 之 各 列 不 再 正 交 。 为 了 保证 其 各 列 线性 无 关 ， 
将 各 的 各 列 正 交 归 一 化 , 例如 , 用 所 谓 的 格拉 姆 - 施 密 特 (Gramm-Sehmidt) 正 交 化 过 程 (会 
见 88.3)。 这 相当 于 对 其 右 乘 某 个 上 三 角 抢 阵 如 ， 即 有 
1 4 瑟 = 世 
| 于 = 区 .Ri 
于 是 一 般 的 迭代 公式 可 以 写 为 , 
(到 = 用 
1 和 人 “ 民 


如 果 要 求 出 全 部 特征 值 和 特征 向 量 , 自然 应 令 p= 罗 初始 符 阵 到 及 其 后 的 逐次 闪 代 算 
阵 歼 将 为 xm 的 正 交 和 矩阵 ， 玉 :为 wx% 上 三 角形 失 阵 。 这 就 是 通常 所 谓 的 正 交 寡 法 。 

实际 使 用 同时 迭代 法 的 经 验 表 明 , 对 于 一 般 矩 阵 , 此 法 虽 有 效果 , 但 对 于 对 称 正 定 和 矩阵 ， 
些 法 效果 比较 突出 。 特别 是 对 于 对 称 正定 的 阶 数 较 高 的 稀 琉 矩阵 ， 仅 需求 出 其 少量 的 〈 例 
如 , 远 少 于 wdI0 个 ) 特 征 值 和 特征 向 量 时 ， 更 是 如 此 。 在 处 理 对 称 抢 阵 时 (处 理 特征 值 问题 
时 ,正定 的 限制 是 无 关 紧要 的 ) 采 用 下 列 步骤 的 正 交 化 方法 往往 比 式 (10.3.22) 更 为 有 效 : 

(i) 计算 和 := 一 4 玫 

( 音 ) 求 出 2x2p 对 称 正定 抢 阵 Cu 一 和 和:r。 并 用 旋转 法 (810.3.4)。 求 出 其 特征 
值 和 特征 向 量 , 即 ; 


或 写 为 ”4 于 = 六. 羽 ， 


或 4 于 = 瑟 RPR， (=01.) (10.3.22) 


Url。 Coal， Cs 一 xi 


其 中 Dusi 为 对 角 线 矩阵 ， 其 对 角 线 元 的 平方 依次 为 Gu 的 由 大 至 小 排列 的 特征 值 ， 1 
之 相应 列 为 Buti 的 特征 向 量 。 
(证 ) 计算 到: 玫 TDzt 
这样 求 得 的 五 :za 显然 是 列 正 交 归 一 的 , 这 是 因为 
了 1 
上 述 正 交 化 的 方法 需要 多 作 一 次 矩阵 乘法 和 解 一 个 pxyp 的 对 称 特 征 值 问题 [ 即 其 中 的 
(ii)], 其 计算 量 自然 是 较 大 些 。 因 而 ,往往 采取 先 按 式 (10.3.282) 和 迭代 车 于 步 ,然后 按 上 述 方 
。 法 送 代 一 步 的 办 法 交替 进行 之 。 可 以 证 明 ( 见 [7]、[10]), 若 jpo>)+u 按照 这 种 方法 进行 迭 
- 代 ， 到 :3 的 各 列 最 终 将 落 入 与 怎 阵 4 按 模 最 大 的 前 2 个 特征 值 Ma,，Xa，…， )。 相对 应 的 特 
征 向 量 ZI1，Zo …，Wp 所 张 的 不 变 子 空间 内 。 特别 是 , 若 和 >Xa>>…>X>Xotb 则 防 的 各 
列 对 应 地 收敛 于 za za，…，zo， 丽 ;将 收敛 于 对 角 型 矩阵 ， 其 (或 Du 的 ) 对 角 线 元 素 依次 
收敛 于 )a， 和 as，…，)。 可 以 用 取 :3 的 各 列 是 否 均 已 落 入 殉 之 列 所 张 的 子 空间 来 控制 迭 
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代 过 程 的 结束 。 同 时 ， 还 可 以 根据 玉 :i 收敛 于 对 角 型 的 情况 来 判定 了 si 的 哪些 列 已 收 全 
至 要 求 的 特征 向 量 。 

同时 和 迭代 法 也 可 以 用 来 求 按 模 最 小 的 2 个 特征 值 和 特征 向 量 。 只 需 将 式 (10.38.22) 以 
及 将 第 二 种 正 交 化 方法 的 志 分 别 换 为 按 反 宕 法 进行 迭代 之 如 下 相应 公式 : 


| 45= 于 
了 一 和 


求解 Zr .Zi= 了 (5 一 0， 1， 2， …) 
其 它 公 式 均 无 需 改 变 。 

(四 )QR 方法 

QR 方法 是 宕 法 的 一 种 推广 和 变形 。 它 可 以 用 来 求 任意 矩阵 的 全 部 特征 值 。 这 个 方法 
的 计算 公式 经 过 适当 扩展 ， 能 够 非常 有 效 地 解决 阶 数 不 太 高 的 任意 实 和 矩阵 的 全 部 特征 值 问 
题 ， 它 也 是 目前 解 这 类 问题 最 有 效 的 方法 之 一 。 下 面 对 这 一 方法 的 基本 思想 及 其 实际 运用 
问题 作 一 初步 介绍 。 许 多 细节 可 以 参阅 [6] 的 卷 工 以 及 [9.10] 。 此 外 , 由 于 LR 方法 与 QR 
方法 有 密切 联系 , 故 将 这 两 个 方法 的 有 关 部 分 一 并 讨论 。 

所 谓 QR 方法 (或 LR 方法 ) 的 基本 计算 步骤 如 下 ， 先 将 矩阵 4= 4 分 解 为 正 交 和 所 阵 
@:( 或 下 三 角 阵 五 ) 与 上 三 角 和 矩阵 玉 , 的 乘积 ， 4 = Q,R:( 或 4 一 万 . 玉 )， 然 后 将 所 得 的 
因 式 和 矩阵 @i (或 五) 与 丸 ; 道 序 相 乘 ， 得 出 矩阵 4*= 玉 .Q:( 或 4:= 瓦 万) 。 这 样 就 完成 
了 QR 方法 (或 直 R 方法 ) 的 一 步 计 算 。 以 4s 代替 4， 重复 上 述 步骤 即 可 得 出 4:， 以 4。 
代替 4; 重复 上 述 步骤 即 得 出 4 如 此 继续 。 在 一 定 条 件 下 可 以 证 明 这 样 得 出 的 怎 阵 4 将 
收敛 于 上 三 狂 形 挫 阵 (注意 , 逐次 的 矩阵 4x 间 是 相似 的 。 例 如 , 4:= Ra:Q:= QQR)G， 
= QI14:@,), 其 对 角 线 元 即 为 符 阵 4 的 特征 值 。 

如 上 所 述 , 可 以 得 知 QR( 或 LR) 方 法 的 计算 公式 为 : 


4==- 4 = 人 已， (或 4 一 也 民 1) 
玉 : Q:=4:= QQ: 玉 。 (或 民 …1= .43 一 卫 开 ) 


ee 


(10.3.23) 


ee 


( 估 一 二 2，3，…) 人 


前 节 讨论 过 的 三 角 磊 法 和 正 交 稀 法 , 经 过 适当 变形 , 就 是 上 述 的 LR 与 QR 方法 。 先 来 
指出 这 一 点 。 

在 三 角 竺 法 中 ， 每 计算 一 步 ， 需 要 作 一 个 抢 阵 乘法 4. 习 *， 然 后 将 所 得 答 阵 分 解 为 单 
位 下 三 角 抢 阵 及 x+i 与 上 三 角 和 矩 阵 Csi 的 乘积 ， 下 三 角 因子 互 x+i 即 为 新 的 近似 值 ( 见 式 
(10.3.21))。 这 样 , 每 次 迭代 需 完 成 一 个 抢 阵 乘积 和 一 次 三 角 型 分 解 。 由 于 原始 和 矩阵 4 必 
须 保 存 , 故 所 需 存 储量 大 约 为 2 。 但 如 果 仅 需求 出 特征 值 , 上 述 格式 是 可 以 简化 的 。 因 为 
Z 的 对 角 线 元 素 将 收敛 至 相应 特征 值 , 故 态 应 该 保存 。 公 及 疏 z 页 全 人 
计算 进行 下 去 。 这 一 点 从 下 述 讨论 可 以 得 知 。 

将 (10.3.2 了 1 改写 为 


一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 
pg 7 
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( 且 i)-14. 四 5 1 一 (有 下 司 四 。C 
下 514 四 :一 (下 和 下 2 。Citli (下 5 下 ti) 为 单位 下 三 角 和 矩阵 (10.3.24) 
显然 ， 等 式 左 端的 抢 阵 相似 于 44, 只 需 保 留 它们 , 就 可 求 出 4 的 特征 值 。 因 而 , 实际 需要 保存 
的 移 阵 是 因 式 矩 阵 ( 马 夺 , 下 tt) 和 Ti。 再 注意 到 若 将 第 妈 步 保存 下 来 的 矩阵 (四 局 在 昌 
和 太 道 序 相 乘 之 , 即 有 
《7 (下 大 下 x) 一 四 54 1， (下 局 天 四) 一 四 114 居 5 

显然 , 这 就 是 十 革 步 应 保存 的 符 阵 (马刀 .下 xD 和 Vsi 的 乘积 , 将 其 进行 三 角形 分 解 ,就 可 
求 得 (于 pl, 于 ti) 及 Vi。 这样 一 来 , 若 用 Zi 表示 下 阅 . 下 tb 用 天 9 表示 Za 就 可 以 
把 计算 格式 (10.3.24) 改 写 为 ， 

令 疏 0 一 

刁 T14 疏 0o= 4 分 饥 卫 … 屎 ; 

14 瑟 一 尼 太一 4 分 胞 也. 民 ， 


避 5 1 一 天 一 4 、 了 
二 


Le 
在 一 定 条 件 下 ，Z 将 收 全 于 单位 矩阵 ， 奴 ,的 对 角 线 元 , 因而 ，4x 的 对 角 线 元 素 将 收 北 
至 相应 的 特征 值 。 这 就 是 式 (10.3.23) 中 的 LR 方法 。 可 以 看 出 , 每 适 代 一 步 的 计算 量 是 一 
次 上 三 角 矩 阵 羽 , 与 下 三 角 和 矩阵 的 滋 法 和 一 次 三 角 型 分 解 ， 所 需 存储 量 约 为 m。 所 以 ， 
无 论 运算 量 和 存储 量 均 较 三 角 守 法 有 所 节省 。 
完全 类 似 地 , 可 以 将 正 交 蹇 法 中 的 抢 阵 @= ( 防 5。 到) 和 瑟 保存 起 来 , 并 由 它们 着 序 
相 乘 后 进行 正 交 三 角 分 解 来 得 出 @ea= (区 !, 五 :和 瑟 sa， 这样 就 得 出 所 谓 QBR 方法 的 
计算 格式 ， 
令 7o= 了 
774 配 = 4 全 Q: 忆 ， 
774 且 -RiQ=-4; 人 3 9.R， 


2 
74 及 = 玉 :。 人 @=4x 一 > 人马 民 iti 


ee 


L 
从 上 述 讨论 可 以 看 到 , LR 方法 和 QR 方法 实际 上 都 是 寡 法 的 推广 , 特别 是 它们 分 别 为 
三 角 宪 法 和 正 交 寡 法 的 变形 。 然 而 , 在 实际 使 用 时 , 它们 却 更 加 有 效 些 。 
-下面 对 这 两 个 方法 的 基本 性 质 和 收敛 性 问题 进行 一 些 讨论 ， 最 后 再 对 实际 使 用 QR 方 
法 中 的 关键 之 处 给 以 某 些 说 明 。 
(也 算法 的 基本 性 质 
从 前 面 关于 LR 及 QR 方法 的 叙述 得 知 ,这 两 个 方法 可 用 如 下 统一 格式 来 建立 。 


时 





人 1 


将 移 阵 4 = 4 分解 为 因 式 矩阵 的 乘积 玉 .C@， 其 中 丙 是 非 奇异 的 。 那 么 ,矩阵 
4:= Ci 本 =8T4 
将 与 4 相似 。 对 4 重复 此 步骤 ,就 可 得 出 4s， 如 此 继续 ， 将 得 出 如 下 矩阵 序列 ， 序 列 中 
任意 抢 阵 均 与 4 相似 
4-4 
4 一 瑟 ,G， (=1 2 pp) (10.3.25) 
.41 一 Co 
当 我 们 采用 第 八 章 $ 8.1 中 的 (LU) 三 角 分 解 定理 (定理 二 .了 ) 来 得 出 政 及 @ 时 (此 时 
丽 为 单位 下 三 角形 矩阵 ，Gx 为 上 三 角形 矩阵 ) , 就 是 所 谓 DR 方法 。 采 用 (QBR) 正 交 三 角 分 
解 定理 1.2( 此 时 瑟 为 正 交 和 抢 阵 ，Gx 为 有 非 负 对 角 线 元 的 上 三 角形 矩阵 ) ， 则 得 出 所 谓 QR 
方法 。 值 得 注意 的 是 如 果 4 是 奇异 矩阵 , 其 秩 为 且 前 行 线性 无 关 , 则 瑟 ; 的 后 % 一 * 行 
应 为 零 , 故 QR 方法 中 挎 阵 4 的 后 m 一 7 行 必 为 零 ， 其 左上 角 了 阶 主子 峰 将 唯一 确定 。 于 
是 ， 可 以 仅 对 此 子 块 施行 QR 方法 。 因而 ， 正 交 三 角 分 解 定理 中 4 为 非 奇 的 假定 对 于 QR 
方法 是 无 关 紧 要 的 。 
和 矩阵 序列 (10.3.25) 有 如 下 两 个 基本 性 质 : 
(iy) Lp 一 了 4 
一 下 LED 


一 盏 有 有 
若 令 本 一 玉 Fa…8s 则 上 式 可 写 为 : 

4 一 瑟 41 
或 者 ; 

及.4 = 4 梭 (10.3.26) 
《这 ) 若 令 奈 一 CiCr -Cn 则 有 ; 

末 肝 = 矶 CC 

一 盏 :4 万 : 
一 44 克 1 (利用 性 质 (i)) 
一 4 ss 


一 4 (10.3.27) 

显然 , 无 论 在 IR 或 QR 方法 中 , 到 与 丽 ， 瑟 与 名 均 有 相同 的 形状 与 特性 , 从 分 解 式 
的 唯一 性 得 知 ， 避 ,与 丽 , 必定 就 是 4 的 相应 分 解 因子 。 

从 上 述 两 个 基本 性 质 我 们 可 以 看 到 ， 序 列 中 任意 符 阵 4si 与 4 间 的 相似 变换 和 插 阵 
吾 ., 就 是 娃 的 相应 分 解 式 中 第 一 个 因子 和 矩阵。 自然 ,只 要 4 是 实 惩 阵 , 4x* 亦 应 为 实 乍 阵 。 
用 上 述 形式 将 DLR 与 QR 方法 统一 之 后 ， 我 们 即 可 对 这 两 个 方法 的 收敛 性 问题 进行 统一 的 
讨论 。 

(2) 收敛 性 问题 

我 们 现在 讨论 LR 与 QR 方法 的 收敛 性 问题 。 显 然 , 为 了 求 得 特征 值 ,只 要 求 序列 {4 寺 
妆 敛 于 一 种 简单 形式 的 和 矩阵, 例如 三 角 型 (或 分 块 三 角 型 ), 而 其 对 角 线 元 (或 块 ) 有 确定 极限 
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即 可 。 因 而 , 我 们 这 里 约定 , 只 要 {4x} 收敛 于 三 角 型 (或 分 块 三 角 型 ) 其 对 角 线 元 (或 子 块 ) 
有 确定 极限 ， 无 论 其 对 角 线 外 元 素 (或 子 块 ) 是 否 有 确定 极限 , 都 叫 作 方法 是 收敛 的 ( 亦 称 为 
按 型 收敛 或 本 质 收 贫 ) 。 

通过 简单 验算 并 考虑 到 分 解 式 是 和 矩 峰 元 素 的 连续 函数 这 一 事实 , 可 以 得 出 如 下 引 理 ; 

引 理 3.1， 若 4:= 了 为 单位 矩阵 ， 则 DLR 与 QR 方法 中 的 因 式 抢 阵 思 0， 民 5 QQ 及 均 
应 为 单位 和 矩阵。 此 外 , 若 序列 {4x 收敛 于 单位 矩阵 , 则 其 相应 因子 瑟 ， 羽 w Q@k， 瓦 : 均 收敛 
于 单位 矩阵 。 

我 们 先 考 虑 符 阵 4 的 特征 值 按 模 不 相等 的 情形 。 如 下 定理 说 明了 LR 与 QR 方 法 在 
这 种 情况 下 的 收敛 性 质 。 

定理 3.2， 假 定 ， 

@ 4:=4= 丰 4 下 -1 4=diag (No，…， 和 0); 

加 | 和 >)a| > 和 >>0; 

印 下 一 下 一 有 三 角 分 解 式 ; 了 一 (7 为 单位 下 三 角 型 ， 忆 为 上 三 角 型 怎 阵 ); 
则 QR 方法 是 收敛 的 (本 质 收敛 ) 。 

此 外 , 若 再 假定 , 

图 和 下 有 三 角 分 解 式 ， 下 一 也 Lo( 了 为 单位 下 三 角 型 ，D7。 为 上 三 角 型 矩阵 ); 
则 LR 方法 也 是 收敛 的 。 

证 明 : 由 于 4 一 五 54 吾 o 故 抢 阵 五 : 将 决定 序列 {4 寻 的 收敛 性 质 。 符 阵 政 为 愉 
的 分 解 式 第 一 个 因子 ,我 们 可 以 通过 4 的 表达 式 求 出 它 , 进而 分 析 序 列 {4 寻 的 收敛 性 质 。 

4 一 
= 且 41D7， (假定 图 ) 
一 下 (LA4-9) (LT) 
落 令 41 4- 环 = 了 7 十 台 ， 上 式 可 写 为 ， 
司 = 下 (1 奋 ) CD) (10.3.28) 
显然 ， 甸 为 对 角 线 元 等 于 零 的 下 三 角 型 抢 阵 , 其 元 素 
2-u( 芭 ) (> 人 
同时 , 由 假定 @@ 知 jM/N| <1(G> 力 , 故 
各 甩 =。 

我 们 先 来 证 明 QR 方法 的 收敛 性 。 应 用 第 八 章 88.1 的 正 交 三 角 分 解 定 理 1.2， 马 总 

可 唯一 地 分 解 为 
避 一 人 … 玉 。 ( 民 。 之 对 角 线 元 为 正 ) 
所 以 
4 全 一 驴 民 -07 十 Bo (4V1y) 
一 QT 十 天-Rs) ( 民 L4170) 
当 太 充分 大 时 ，7 十 慌 。B,R5 将 为 非 奇 的 ,所 以 它 应 有 唯一 的 分 解 式 : @. 起 ， 并 且 , 由 引 理 
3. 工 得 知 ， 
Se 





于 是 4 娃 - (Q@.@ ( 郑 R4zD) 仆 充 分 大 ) 

显然 ， 可 以 找 出 对 角 型 矩阵 刀 ，D。 使 得 Di4 和 也 世 之 对 角 线 元 均 为 正 数 (例如 可 
令 疡 =-diag (ee es …，es)， 其 中 gt= 一 arg(a))。 注 意 到 下 , 民 -4zD7 为 上 三 角 型 矩阵 ， 
因而 , 矩阵 7.Ds 施 , 玉 .4277, 的 对 角 线 元 亦 为 正 数 。 同 时 , 我 们 有 : 

怪 = (@.Q.D51Di9 (大 D 六 R4zD) 
由 于 D,， 刀 ,为 对 角 型 西 抢 阵 ， 所 以 上 式 中 第 一 个 因子 亦 应 为 西 矩阵。 根据 正 交 三 角 分 角 
定理 3.1 的 唯一 性 论述 ,我 们 得 知 @.QG.Di:Di* 应 为 好 的 正 交 因子 。 这 样 一 来 , 便 有 : 
4z= 24DiQiQ2.40.G.DiaDr 
或 者 
Tim 4xii= Hom 1 (1 天 .41D5) THm 2 

显然 ,上 式 括 号 中 的 矩阵 为 一 与 不 无关 的 确定 上 三 角 型 矩阵 , 左 乘 碍 和 右 乘 Di* 后 其 
对 角 线 元 素 不 变 。 因 而 ,不 管 碍 有 无 确定 极限 , 我 们 都 能 得 知 4x:: 本 质地 (或 按 型 ) 收敛 。 
这 就 是 要 证 明 的 结果 。 

对 于 IR 方法 , 情形 更 为 简单 。 由 假定 四 及 (10.3.28) 式 ,我 们 有 : 

民 = 厂 DT) (CD = 也 (+ BT5D (Ts4zD) 
当天 充分 大 时 ,7 太 肌 2051 亦 必 有 三 角 分 解 式 r 芒 并且 ,从 引 理 3.1 知 
lim 有 一 Im 世 = 了 
于 是 
全 = (ZND (于 De4zD) 人 丰 充 分 大 ) 
这 就 是 怪 的 一 种 三 角 分 解 式 。 同 样 , 从 唯一 性 论述 我 们 可 以 得 知 ( 忆 -人 s) 为 4 分 解 式 中 第 
一 个 下 三 角 因 子 。 这 样 一 来 , 便 有 ; 
Ah 一人 3514 了 人 一 (DID50D2， 
即 是 说 ， 
lim 4 一 ZL4Z11 

这 就 是 要 证 明 的 结果 。 

关于 上 述 两 个 方法 在 更 一 般 情 形 下 的 收敛 性 问题 ,我 们 不 再 详细 讨论 , 感 兴趣 的 读者 可 
以 参阅 [3]，[6] 的 卷 I [9] ，[11] 。 我 们 这 里 仅 叙 述 一 下 与 QR 算法 有 关 的 一 些 结论 : 

@ 对 于 任意 方 阵 4，QR 方法 所 产生 的 抢 阵 序列 {4 寻 } 将 按 型 收敛 于 分 块 上 三 角 型 征 
阵 , 其 对 角 线 上 每 一 子 块 有 等 模 的 特征 值 。 

@ 如 果 和 矩阵 4 等 模 的 各 特征 值 中 ,只 有 实 的 重 特征 值 或 复 共 斩 的 重 特征 值 对 , 则 上 述 
的 对 角 线 子 块 将 收敛 于 上 三 角 型 或 2x2 的 分 块 上 三 角 型 。 

@@ 若 矩 阵 4 有 若干 组 等 模 但 互 不 相等 的 特征 值 , 一 般 情 况 下 , 上 述 的 对 角 线 上 子 块 将 
不 收敛 于 上 三 角 型 或 2x2 分 据 上 三 角 型 。 为 求 出 特征 值 ， 此 时 应 采取 适当 措施 ( 兄 后 面 的 
讨论 )。 

最 后 , 我们 还 要 说 明 , 上 述 定理 的 假定 @、@@ 成 立时 , 通过 对 至 , 及 @Q 等 矩阵 元 素 的 估 
算 , 可 以 得 到 : 

[ 0 人 = 和 十 OU 人 


4 一 2，…， 10.3.29， 
本 史 人 


-imwqy rpasitsr yawyrige :ga 本 qq WrgpiptrppererysepircrhyprPV Peer romoy Toryooreooomeo 
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其 中 
疡 | | 车 | oe== worg 


即 是 说 ，4x 的 对 角 线 元 素 将 线性 地 收敛 于 和 抢 阵 私 的 特征 值 。 

(3) 实际 计算 中 所 采取 的 措施 

从 现在 起 , 我们 只 讨论 QR 方法 , 因为 在 实际 计算 中 它 是 最 常用 的 。 对 于 LR 方法 ， 下 
面 的 许多 讨论 仍然 适用 , 但 这 里 我 们 不 去 涉及 。 

由 前 面 讨 论 得 知 ，QR 方法 实际 上 是 寡 法 的 推广 , 其 收敛 速度 是 线性 的 。 实际 计算 中 ， 
线性 收敛 速度 很 不 理想 , 除非 比值 ”% 很 小 。 除 此 而 外 , 每 计算 一 步 ( 即 由 4 一 4xD，QR 方 
法 的 工作 量 亦 很 大 , 如 果 用 镜像 映射 矩阵 来 实现 分 解 ( 即 按 第 八 章 88.1 的 (8.1.30) 式 )， 我 


们 有 万 42= 玫 ， 因而 ， 4i= 玉 五 :五 … 万 1， 其 所 需 乘法 量 大 约 为 辣 m。 如 果 


需要 计算 呈 步 ， 则 需 完成 尾数 量 级 的 乘法 运算 ， 这 是 一 个 比较 大 的 数字 。 所 以 前 述 的 QR 
方法 不 仅 收 敛 较 慢 , 运算 量 也 很 大 , 若 不 采取 适当 措施 , 其 实用 价值 是 不 大 的 。 不 过 ,上 述 的 
两 个 缺点 ,目前 都 有 了 较 好 的 克服 措施 ， 采 取 这 些 措施 后 ，QR 方法 即 成 为 实际 计算 中 很 有 
效 的 一 种 方法 。 通常 把 前 面 讨论 的 QR 方法 称 之 为 基本 QR 方法 ， 而 采取 下 面 各 种 措施 以 
后 的 QR 方法 称 之 为 扩展 的 QR 方法 。 现 在 ,我 们 分 别 叙 述 这 些 措施 ; 

人 化 为 上 海 森 堡 型 

QR 方法 (同样 LR 方法 ) 有 一 个 重要 特性 , 即 是 若 4x 为 上 海 森 堡 型 矩阵 , 则 4 亦 必 
为 上 海 森 堡 型 。 这 一 事实 很 容易 从 (10.3.23) 式 看 出 ， 因 为 4 开刀 = Qe，RRz 亦 为 上 三 角 
型 逢 阵 ，@x 的 第 7 列 必 为 4 的 前 了 列 的 线性 组 合 , 当 4x 为 上 海 森 堡 型 时 , 其 前 7 列 的 线 
性 组 合 之 形状 必 与 其 第 ) 列 相同 ， 这 样 ，@* 应 与 4 有 相同 形状 。 再 北 序 相 乘 时 ,由 于 配 
为 上 三 角 型 , 将 其 右 乘 @x 时 ,乘积 失 阵 的 第 7 行将 为 @x 的 第 9 至 第 呈 行 的 线性 组 合 , 其 形 
状 仍 与 @@ 之 第 ) 行 相同 。 这 样 ，4xs3 亦 必 与 4 有 相同 形状 。 

由 于 上 述 事实 以 及 将 基本 QR 算法 用 于 上 海 森 堡 型 矩阵 时 , 每 步 计 算 量 将 仅 为 品 数 量 
级 的 乘法 。 所 以 ， 对 于 上 海 森 堡 型 符 阵 使 用 基本 QR 算法 时 ， 其 每 步 运算 量 将 自始至终 为 
mn2 的 数量 级 。 与 对 于 一 般 失 阵 的 吧 级 的 乘法 运算 量 相 较 ， 这 是 一 个 很 大 的 节省 。 我 们 在 
10.83.2 节 已 经 看 到 , 用 镜像 映射 矩阵 作 相似 变换 很 容易 将 一 个 抢 阵 化 为 上 海 森 堡 型 , 同时 ， 
理论 分 析 与 计算 实践 均 证 明 这 一 变换 是 数值 稳定 的 , 其 精确 度 很 高 。 所 以 , 在 实际 计算 时 ， 
通常 都 先 将 抢 阵 化 为 上 海 森 堡 型 , 然后 再 使 用 QR 方法 求 其 特征 值 。 为 此 ， 从 现在 起 , 我 仁 
将 假定 要 讨论 的 矩阵 4 为 上 海 森 堡 型 矩阵 。 

ti) 移 位 加 速 问题 

为 了 提高 基本 QR 方法 的 收敛 速度 ， 通 常 采用 移 位 的 办 法 。 从 前 面 讨论 知 道 ,如果 我 
们 对 于 4- 演 运用 基本 QR 方法 ， 那 么 ， 其 第 几 行 与 mw% 一 1 列 交叉 处 的 元 素 将 按 (| 和 一 s|/ 
| 和 :一 s|)* 的 形式 收敛 于 零 。 当 * 很 接近 X, 时 ， 这 一 元 素 自然 会 很 快 趋向 于 零 ， 于 是 最 右 
下 角 元 素 就 是 要 求 的 一 个 特征 值 (注意 , 我 们 现在 只 考虑 上 海 森 堡 型 矩阵 ) 。 还 可 以 对 左上 
角 的 wm 一 工 阶 子 矩 阵 进 行 同样 处 理 ， 如 此 逐次 降 阶 , 最 多 %-- 工 次 后 即 可 求 出 所 有 特征 值 来 。 
自然 , 其 中 每 次 的 移 位 量 * 是 无 法 预先 确定 的 , 但 却 可 以 从 计算 过 程 中 逐步 估计 出 来 。 即 是 
我 们 不 把 移 位 量 * 取 为 常数 , 而 是 根据 计算 过 程 的 进展 ， 每 迭代 一 步 换 一 个 数值 , 使 其 逐步 
通 近 ),。 当 然 ,还 应 保证 每 一 步 变换 后 的 矩阵 4x+: 与 原来 矩阵 4: 相似 。 由 于 上 述 这 些 原 
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因 , 导致 如 下 带 僚 复 的 移 位 加 速 格 式 ; 


4:= 上 各 
4 一 so-QR， (=1T, 2 …) (10.3.30) 
4 一 下 :QQ 十 sz 
此 时 , 很 容易 验证 : 
= 4 4 (10.3.31) 
尺 瑟 =- 世 (4 一 s7) 一 同人 0)。 其 中 因 () = 下 和 一 二 (10.3.32) 


移 位 加 速 格式 的 收敛 性 也 可 按 前 节 类 似 的 办 法 来 证 明 , 不 同 之 处 仅 在 于 用 or( 人 J) 代替 
4 姓 来 求 出 至 。 然后 再 证 明 4xi= 五 541 届 :的 收敛 性 , 此 处 不 再 详 述 。 对 于 移 位 加 速 格式 ， 
矩阵 4mm 行人 m 一 六 列 处 的 元 素 将 按 | 因 (Oo)/r(x-z) | 的 形式 收敛 。 如 果 s 很 接近 X。， 自 然 
[wx(Xs) | 很 小 ,而 分 母 非 零 ， 故 收敛 将 得 以 加 速 。 所 以 , 对 于 上 述 带 恢复 的 移 位 加 速 格式 来 
说 , 我 们 应 取 % 尽 可 能 地 接近 X。 一 般 情 况 下 ,4x 的 最 右 下 角 2 阶 子 抢 阵 
Co | 
CQ 
的 特征 值 中 按 模 较 小 的 一 个 将 收 往 于 和 。 所 以 ， 我 们 可 以 取 其 为 移 位 量 ”以 保证 s 与 X。 
逐步 接近 。 和 迭代 过 程 一 直 进 行 到 at -iv0 或 of2iw-s~0 为 止 。 前 一 情况 下 , axs 将 为 人 的 
近似 值 ， 我 们 可 对 m 一 上 阶 左上 角子 块 继续 计算 。 后 一 情况 下 ,矩阵 Cs 的 两 个 特征 值 即 为 
和 -5 和 的 近似 值 ,我 们 可 将 4x 的 最 后 两 行 和 两 列 去 掉 , 再 继续 计算 。 
某 些 抢 阵 用 上 述 办 法 求 出 的 移 位 量 总 是 零 , 这 样 就 达 不 到 加 速 的 目的 。 因 而 , 在 按 上 述 
办 法 移 位 若干 次 (例如 十 次 ) 后 , 若 仍 不 收 勾 ,就 应 换 一 种 特殊 的 移 位 办 法 计算 几 步 , 再 继续 
用 原来 的 移 位 格式 ( 详 见 [10] 中 程序 的 处 理 )。. 
(过 ) 双 步 QR 方法 一 一 避免 复 运算 问题 8 、 
绝 大 多 数 实际 问题 中 , 矩阵 4 是 实 符 阵 。 如 果 按 带 恢复 的 移 位 加 速 格式 计算 ， 只 要 移 
位 量 % 是 实数 , 所 有 4 也 应 该 是 实 和 矩阵 , 尽管 矩阵 4: 的 某 些 和 ix 可 能 是 复 共 入 的 ,我 们 不 
需 进 行 复 运算 也 可 求 得 它们 。 然而 ， 用 前 述 的 移 位 量 决定 办 法 ,8 却 可 能 是 复数 〈( 即 Cs 的 
特征 值 为 复 共 斩 的 ), 为 了 使 整个 计算 过 程 仅仅 使 用 实 运算 , 我 们 必须 采取 一 些 措施 。 
显然 , 如 果 Ca 的 复 共 斩 特 征 值 为 * s,， 并 假定 我 们 作 如 下 两 步 计 算 : 
4 一 5 = 人民) 
4.= 天 Qi 二 
4 一 7 一 Q:… 开 。 
4 一 尺 :Go 十 3 
则 应 有 
五 := QiQ。 为 酉 矩阵 
4 一 有 :41 万 
殖 , 机 = (4 一 s 站 (4 一 5 
最 后 一 个 式 子 说 明 至 。 应 为 实 符 阵 ， 因 为 它 是 实 和 矩阵 (4: 一 27) (4: 一 s) 的 正 交 因子 。 所 
以 , 从 第 二 式 得 知 4 亦 必 为 实 和 矩阵 。 这 样 一 来 ， 如 果 我 们 能 找到 一 个 方法 从 4 直接 算出 
.4a, 复 运 算 就 可 避免 。 下 述 引 理 将 解决 直接 从 4 计算 4s 的 问题 ; 
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引 理 3.2， 若 4 为 任意 失 阵 , @ 为 西 失 阵 , 豆 为 上 海 森 堡 矩阵 , 并 且 五 =Q@*4@。 那 么 ; 
只 要 知道 @ 的 第 一 列 及 抢 阵 44， 并 要 求 互 的 下 次 对 角 线 元 素 必 +t,; 为 正 实数 , @ 的 其 它 各 
列 及 整个 矩阵 豆 将 唯一 确定 。 

证 明 这 个 引 理 是 容易 的 , 我 们 用 2; 来 表示 他 的 第 了 了 列 , 由 等 式 4Q= Q 互 得 知 : 


j 十 1 


天 Pa: 


或 者 jrj @5+1 一 40i 一 立 ia= [7 


若 要 求 访 +t 为 正 正 实数 , 由 上 式 即 可 定 出 旋 + 
jx+1 一 1@+zils。 
因而 ， gr=( 大 一 ) 和 rc 
即 是 说 ,从 @ 的 第 列 至 第 7 列 以 及 互 的 第 7 列 对 角 线 以 上 元 素 , 可 以 决定 力 f1 及 Girle 
而 pora(<7 二 TD) 亦 可 按 下 式 从 91，…，9Gi+1 定 出 来 : 
ji 一 GO (0 一 1，2，…， 7 十 了 
这 样 , 仅 由 05，Ga，…，9; 及 和 卸 阵 4 我 们 就 可 唯一 决定 几 H1 太 ,1 一 1 2 …， 了 十 蕊 及 
girl。 对于) 二 2 …, m% 一 1 重复 上 述 步 又 即 可 唯一 地 决定 乍 阵 互 及 9a，…，Q,， (注意 : 
Qi 应 自动 为 零 ， 因为 不 出 现 到 sa 的 有 关 项 )。 
现在 我 们 应 用 上 述 引 理 来 导出 双 步 QR 算法 的 计算 公式 。 即 是 说 我 们 要 找 出 一 个 仅 用 
实 运算 而 直接 从 4 算出 4s 的 公式 来 。 从 关系 式 : 
4 一 有 241。 
得 知 ， 若 4 的 下 次 对 角 线 元 素 为 正 实数 ， 且 瑟 s 的 第 一 列 已 知 , 根据 引 理 83.2， 4 将 唯一 
决定 4s 和 百 s。 所 以 , 我 们 只 要 找 出 任 一 正 交 和 拖 阵 @， 其 第 一 列 与 五, 之 第 一 列 相同 , 并 且 
Q@"4Q=- 召 为 上 海 森 堡 型 矩阵 , 其 下 次 对 角 线 元 亦 为 正 数 , 那么 便 有 :，@@= 五 。 如 = 4:。 
4s 的 下 次 对 角 线 元 素 为 正 实 数 这 一 事实 ， 可 以 从 正 交 分 解 定理 及 4 的 下 次 对 角 线 元 
素 为 正 得 出 。 直接 验算 可 知 ， 若 4 的 下 次 对 角 线 元 素 为 uruvi 则 4a 的 相应 元 素 为 : 


到 生 2asre 其 中 机 为 色 一 江 的 三 角形 因子 已 , 的 对 角 线 元 素 。 只 要 * 不 是 4 的 特 
征 值 , 丽 , 将 是 非 奇异 的 , 其 对 角 线 元 素 必 为 正 实数 , 所 以 ,4 之 下 次 对 角 线 元 素 大 于 零 。 同 
理 ，4s 亦 有 此 性 质 。 当 * 为 4 的 特征 值 时 , 由 于 它 是 从 Cs 算出 来 的 , 此 时 4 之 相应 行 已 
变 为 三 角 型, 我 们 将 采取 降 阶 措 施 , 并 求 得 一 个 或 两 个 特征 值 ,然后 重新 对 阶 数 较 低 的 并 进 
行 处 理 。 所 以 ,总 可 以 认为 4s 的 下 次 对 角 线 元 大 于 零 。 

的 第 一 列 也 很 易 求 得 ， 因 为 杷 是 矩阵 ，(4: 一 s7)' (4: 一 红 ) 正 交 三 角 分 解 式 的 正 
交 因子 ， 记 以 ， 其 第 一 列 就 是 (4; 一 57) ,(4: 一 57) 的 第 一 列 归 一 化 的 结果 。 简 单 计算 可 得 
石 。 之 第 一 列 为 


a34 十 Cai*Cls 一 (s 十 8)ail 十 8*S 
Gol*Q11 十 Gaae*Qsl 一 (8 十 S)asi 


Gu 区 |。 其 中 : | 0s3 "031 
1 


人 
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根据 引 理 3.2 我 们 仅 需 找 出 一 个 正 交 竹 阵 @, 其 第 一 列 为 例 / 的 |。 使 刀 =Q*4:@ 为 
有 正 下 次 对 角 线 元 素 的 上 海 森 堡 矩阵 , 则 矩阵 如 就 是 我 们 要 计算 的 4a。 

矩阵 久 可 按 如 下 方式 建立 ， 

首先 找 出 一 个 镜像 映射 矩阵 五 ， 使 其 第 一 列 为 鲍 媳 于 |。， 即 是 : 

大 .el 一 信 /G|。 

从 第 八 章 88.1 的 (8.1.28) 和 (8.1.29) 以 及 由 于 和 仿 仅 有 前 三 个 分 量 非 零 ， 可 以 得 知 本 及 
已 =4 产 必 分别 有 如 下 形式 


X X XI| \ 
X xx x| 0 
[xx xx xi 


汉 
X 
义 
又 xX， oo。 X 
然后 , 再 用 一 个 第 一 列 为 e: 的 镜像 映射 矩阵 刀 , 使 如 := 殊 : 屯 : 疡 的 第 一 列 化 为 上 海 森 
堡 型 。 从 本 章 10.3.2 节 的 (10.38.13) 得 知 这 是 可 行 的 , 并 且 , 丈 与 至 。 将 分 别 有 如 下 形式 ， 


X XXX X 
X X XXX 
X X X 

ee 


XX X X X 


且 : 一 忆 ;4; 户 = 


已 





本 0 
0 XXX xX 
0 XXX X xX 

0 

全 二 0 xx X x | 

\o 0 
流 seeeeebeesseeerseoeeeereasaeeaeseeey 
Do X X Xe 久 
0 xx xx x : 
思 , 一 大 万 有 严 -=| :关头 交 : 
: X X X x : 
人 


其 中 ?>>0。 同 样 , 可 以 再 用 前 两 列 为 eli、es 的 镜像 映射 怎 阵 瑟 ， 使 忆 , 的 第 二 列 为 上 海 森 
堡 型 , 依 此 类 推 , 一步 后 我 们 有 : 
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义 光 eeaeeawoea 色 


pas 。 X : 
0 X 


其 中 aa>0。 同时 ,和 抢 阵 @= 已 忆 …P_: 的 第 一 列 与 五 之 第 一 列 相同 , 即 为 锡 /1gils。 这 
样 , 抢 阵 至 就 是 经 两 步 移 位 QR 变换 后 的 矩阵 4a。 

很 明显 , 当 Cs 的 特征 根 为 两 个 实数 时 , 我们 也 可 按 上 述 两 步 变换 的 格式 进行 计算 。 实 
际 计算 时 正 是 这 样 ， 即 不 管 Cs 的 特征 值 是 实数 或 共 生 复 数 ， 总 是 每 次 进行 两 步 QR 变换 。 
这 就 是 所 谓 的 双 步 QR 算法 。 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 , 矩阵 瑟 的 形状 是 很 简单 的 , 除去 一 个 三 阶 对 角子 块 外 , 其 它 部 
分 均 与 单位 矩阵 相同 。 矩阵 吾 , 亦 有 类 似 特点 ， 其 与 上 海 森 堡 型 不 同 之 处 仅仅 在 于 三 个 元 
素 。 这 些 特点 可 以 用 来 简化 计算 公式 和 程序 (详细 计算 公式 请 参见 本 章 后 面 的 程序 8) 。 

Giv) 小 元 素 的 略 去 问题 

对 于 上 海 森 堡 型 矩阵 施行 QR 算法 时 ， 次 对 角 线 元 素 中 的 某 些 元 素 将 随 迭 代 过 程 的 进 
展 收敛 于 零 。 当 这 些 元 素 充 分 小 时 ,我 们 就 可 以 将 其 忽略 , 而 把 问题 化 为 低 阶 的 情形 。 例 如 





色 Xeoos io ie 又 
1 
| | 
x xX | | 
8 | X 
1 | 了 芭 勾 
XXX | 
4.= | 宅 |0 QQ xXx 
色 - 六 .1 
人 和 一 10 0 D 
8 | X 
1 
X  X 
| 久久 
慌 XXX 


由 于 4, 是 由 前 面 计 算得 来 , 其 元 素 已 有 误差 , 当 。 小 于 这 个 误差 时 ， 自 然 , 以 零 代替 它 
是 无 损 于 结果 精度 的 。 所 以 ， 一 般 取 2 1 .41 作为 控制 该 元 素 应 忽略 与 否 的 标准 是 合适 
的 。 

这 样 , 在 迭代 过 程 的 每 一 步 , 均 去 检查 一 遍 下 次 对 角 线 元 素 , 若 其 最 后 一 个 可 忽略 的 元 
素 在 位 置 (7 十 1 9) 处 , 则 可 对 右 下 角 一 7 阶 子 矩阵 先进 行 计算 ,然后 再 处 理 左上 角 的 了 阶 
子 矩 阵 。 显 然 , > 一 m% 一 时 ，q 铝 即 为 特征 值 , "一 m% 一 2 时 ，Cs 的 特征 值 即 为 矩阵 4 的 特征 
值 。 

有 时 可 能 出 现 次 对 角 线 元 素 均 不 能 忽略 ， 但 其 中 有 某 些 相 邻 两 个 元 素 之 乘积 可 以 忽略 
的 情况 。 例 如 , (十 二 门 及 (十 2,， 7 十 1 两 元 素 之 乘积 可 以 忽略 , 矩阵 4。 之 形状 如 下 : 
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X XXX | Xe 义 对 | 了 
人 | 
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可 以 证 明 其 右 下 角子 抢 阵 栈 的 特征 值 凡 也 是 某 个 矩阵 难 : 的 特征 值 , 而 矩阵 4 与 4。 
仅 在 (人 十 2 7) 位 置 上 相关 一 个 元 素 et*es/ (Grrtrri 一 凤 ) 。 显 然 ， 只 要 (era,ria 一 由 ) 不 是 很 
小 , 此 元 素 即 可 忽略 。 于 是 几 亦 为 4。 之 近似 特征 值 。 这 一 事实 之 证 明 很 简单 , 因为 ， 

27.( 琴 一 AI =0 (7F0) 
的 第 一 个 方程 式 为 
(arrurri 一 由 2 十 50o 一 0 
或 者 写 为 ， 
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Cr+l,r+l 一 凡 
这 个 方程 与 Z7( 琴 一 /DD) =0 的 wm 一 六 个 方程 一 起 ， 说 明 4 一 他 的 后 m 一 了 行 是 线性 相关 
的 , 即 凤 亦 应 为 从 的 特征 值 。 利 用 上 述 事实 , 我 们 仍 可 在 每 欠 代 一 步 之 后 去 检查 一 下 相 邻 
两 元 素 乘 积 可 忽略 之 条 件 是 否 满足 , 若 满足 条 件 , 就 把 问题 化 为 低 阶 的 情形 。 

采取 上 述 措施 , 除了 节省 工作 量 外 , 还 可 以 提高 某 些 情 况 下 的 收敛 速度 。 因 为 次 对 角 线 
元 素 很 小 , 说 明 各 子 矩 阵 间 关 联 很 弱 , 如 果 不 把 它们 分 开 来 处 理 , 则 迭代 过 程 中 各 子 乍 阵 的 
特征 值 可 能 按 统一 次 序 逐 个 求 出 。 这 样 ， 就 可 能 出 现 要 把 前 面 某 个 子 和 矩 妖 的 特征 值 移 至 右 
下 角 来 的 情况 , 这 时 收敛 会 很 慢 。 此 外 , 次 对 角 线 元 素 非 零 ， 人 
是 必要 的 , 将 可 忽略 的 元 素 除去 后 就 能 够 保证 这 一 点 。 

(V) 初始 符 阵 的 平衡 问题 

舍 入 误差 分 析 的 结果 表明 ， 在 不 变 矩 阵 的 特征 值 的 前 提 下 ， 尽 可 能 减少 其 范 数 是 有 
利 的 。 目前 ,大 都 用 对 行列 引入 比例 因子 (对 角 相 似 变 换 ) 的 办 法 来 减少 矩阵 的 欧 氏 范 数 
14ls。 为 了 不 引入 额外 的 舍 入 误差 ,比例 因子 的 数值 应 取 为 计算 机 上 用 以 表示 浮 点 数 的 基 
底 之 整 寡 次 。 这 样 引入 的 比例 因子 , 将 使 矩阵 达到 近似 地 “平衡 "其 欧 氏 范 数 也 将 有 较 大 的 
减 小 ( 详 见 [1O]pp. 315)。 

上 述 各 点 即 为 通常 使 用 QR 方法 时 所 采取 的 主要 措施 。 由 于 这 些 措施 ，QR 方法 已 成 
为 一 个 很 有 效 的 通用 算法 。 许 多 实际 计算 的 经 验 都 说 明 , 几乎 对 于 所 有 的 矩阵 ，QR 方法 均 
收敛 , 并 且 , 求 出 全 部 特征 值 的 乘法 量 大 约 仅 为 C.ws, 其 中 C 一 般 为 小 于 10 的 常数 。 司 时 ， 
计算 结果 也 有 很 高 的 精确 度 。 对 于 非 对 称 的 任意 实 和 矩阵 , 如 阶 数 不 高 , 整个 矩阵 可 以 放 在 计 
算 机 的 内 存 中 , 使 用 QR 方法 求 其 全 部 特征 值 是 很 有 将 的 。 

最 后 , 我 们 将 QR 方法 的 计算 步 又 作 一 概要 的 小 结 , 以 便 读者 了 解 整个 算法 : 

(区 用 对 角 相 似 变换 减少 原始 矩阵 的 欧 氏 范 数 , 使 矩阵 达到 近似 的 "平衡 ,并 保留 变换 
和 拖 阵 ( 若 需 求 特征 向 量 )。 
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(2) 算出 某 些 有 用 的 常数 , 例如 |41a trace(4) 24lz 等 等 。 

《38) 用 正 交 相似 变换 将 矩阵 么 化 为 上 海 森 堡 型 矩阵 4+, 并 保留 变换 矩阵 和 怎 阵 4:( 若 
需求 特征 向 量 )。 

(4) 检查 次 对 角 线 元 素 的 某 些 是 否 已 可 忽略 ,并 确定 当前 应 处 理 揭 子 和 矩阵 的 位 置 。 

(5) 计算 当前 处 理 的 子 和 矩阵 的 最 右 下 角 二 阶 子 块 Ca 的 特征 值 。 

《6) 判别 是 否 已 求 得 特征 值 。 若 已 求 得 , 则 将 其 记录 下 来 , 并 把 要 处 理 的 子 矩 阵 降 阶 ， 
然后 转 去 执行 人 4) 。 若 已 求 得 全 部 特征 值 , 则 转 去 执行 (10), 否则 , 继续 作 〈7) 。 

《7) 选择 位 移 量 sw，sez+z。 并 判别 是 否 需 作 特 殊 位 移 处 理 。 若 必要 , 则 作 特 殊 处 理 。 

《8) 执行 一 步 双 步 QR 变换 (又 称 为 和 迭 代 一 次 )。 

(9) 迭代 记 数 器 加 二 并 判别 总 迭代 次 数 是 否 超过 给 定 上 有限, 若 超过 , 则 记录 相应 信息 ， 
作 好 求 下 一 特征 值 的 准备 工作 , 并 转 ( 甸 ; 否则 , 直接 转 (4) 。 

(10) 印 出 求 得 的 结果 。 例 如 ，X，232Mk 一 tace(4)， 和 迭代 次 数 等 等 。 

(II 若 需求 特征 向 量 , 则 用 反 需 法 对 上 海 森 堡 型 矩阵 4 求 出 其 特征 向 量 , 并 用 (HH) 和 
《3) 中 保留 下 来 的 变换 矩阵 将 其 还 原 为 原始 矩阵 的 特征 向 量 。 

我 们 给 出 按 上 述 过 程 编制 的 仅 求全 部 特征 值 的 QR 方法 程序 。 由 于 只 求 特征 值 ,所 以 ， 
各 次 变换 矩阵 均 不 保留 , 只 需 史 个 单元 存放 原始 和 矩阵，3m 个 单元 分 别 存放 特征 值 的 实 部 虚 
部 及 迭代 次 数 。 程 序 的 说 明 及 程序 本 身 请 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 八 。 更 详尽 和 完整 的 程序 
请 见 [L0] pp. 372~395。 


10.3.4 旋转 法 及 其 推广 


旋转 法 是 一 种 用 平面 旋转 矩阵 所 构成 的 正 交 相 似 变换 将 对 称 矩 阵 化 为 对 角 型 的 方 法 ， 
也 叫 作 雅 可 比 (Taoobi) 法 。 由 于 其 算法 简单 , 行 之 有 效 ， 所 以 又 将 其 推广 至 一 般 矩阵 的 特征 
值 问题 , 即 有 所谓 广义 旋转 法 (或 广义 雅 可 比 法 )。 本 节 主 要 讨论 这 两 种 方法 。 

(一 ) 实 对 称 矩 阵 的 族 转 法 

(GD 我 们 知道 ,任意 实 对 称 矩阵 , 总 可 以 通过 正 交 相 似 变换 化 为 对 角 线 型 。 所 谓 旋转 法 
本 质 上 就 是 去 设法 找 出 这 样 一 个 正 交 矩 阵 以 使 得 74D=diag(h) 。 于 是 ， 对 称 短 阵 4 
的 特征 值 就 是 diag(h) 的 对 角 元 素 ,C 的 各 列 就 是 相应 的 特征 向 量 。 根 据 这 一 想法 , 雅 可 比 
(1846 年 ) 提出 用 一 系列 平面 旋转 矩阵 的 乘积 来 达到 上 述 目的 ， 下 面 ， 我 们 来 说 明 其 具体 
作法 。 

由 于 正 交 相 似 变换 下 , 从 阵 元 素 的 平方 和 不 变 , 即 是 说 , 若 召 - 了 "4T, F 为 正 交 和 矩阵 
(4) = 鸭 - 天 (4P) 一 N2(B) 一 避 的 
若 能 找 出 一 种 正 交 相 似 变换 , 使 对 称 矩 阵 4 在 变换 之 后 非 对 角 线 元 素 的 平方 和 减少 (自然 
对 角 线 元 素平 方 和 将 增加 ), 那 么 , 因为 正 交 相 似 变换 保持 矩阵 的 对 称 性 ,我们 还 可 对 变换 后 
的 矩阵 继续 施行 上 述 变换 , 以 进一步 减 小 其 非 对 角 线 元 素 的 平方 和 。 如 此 继续 进行 下 去 ,最 
终 将 使 非 对 角 线 元 的 平方 和 任意 接近 于 零 ( 对 角 线 元 平方 和 接近 极 大 值 )， 夭 阵 即 变 为 近似 
的 对 角 线 型 ,这 就 是 旋转 法 的 基本 思想 。 从 (10.3.12) 式 可 以 看 出 ， 平面 旋转 抵 阵 能 够 达到 
这 一 目的 。 只 要 我 们 选择 角度 p， 使 得 

(ai 一 aujsin 2p 十 2ci oog2p=0 《10.3.33) 
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变换 后 矩阵 非 对 角 线 元 素平 方 和 就 将 减少 2ay 。 所 以 ,我 们 只 需 找 出 一 个 非 零 的 5( 自 然 ， 
可 以 取 ss 为 非 对 角 线 元 中 按 模 最 大 者 , 这 样 , 非 对 角 线 元 平方 和 减少 最 快 )， 并 按 如 下 公式 
确定 角度 9: 


过 2 一 二 攻 (0.3.3 委 


然后 ,用 形 如 (10.3.7) 的 平面 旋转 矩阵 (po) 作 如 下 正 交 相 似 变 换 ， 
= 4p) 
则 49 的 非 对 角 线 元 平方 和 S(4G) 将 为 : 
S(4o)= 避 cs- 8(C4) -20 
再 对 4 重复 上 述 变换 , 得 到 对 称 和 矩阵 42， 其 非 对 角 线 元 平方 和 将 比 如 9 的 更 小 , 等 等 。 
如 此 不 断 重复 下 去 , 我 们 就 得 到 一 个 矩阵 序列 {4e}。 只 要 适当 地 限制 " 妹 2 的 取 法 , 例如 ， 
取 其 为 非 对 角 线 元 中 按 模 最 大 者 , 此 时 , 由 于 : 


且 -0 _ont-D2< 门 了 2 xz- <。 
8(4D) = Su-D) 一 2085 <(1 CT )S(4: 2 苹 


入 ( 一 二 7) SG) 


当天 充分 大 时 ,3S(4G) 之 值 便 可 以 任意 小 。 因 而 , 上 述 过 程 重 复 足 够 多 次 后 , 抢 阵 4m) 就 将 
近似 于 对 角 型 。 
由 上 述 讨论 得 知 , 旋转 法 的 计算 步骤 可 以 归结 为 ， | 
G) 在 挎 阵 4 中 找 出 一 个 非 零 的 非 对 角 线 元 素 cu 例如 , 取 au 为 按 模 最 大 的 非 对 角 线 
元 素 (并 由 其 所 在 行 、 列 定 出 下 标 忆 力 。 
(二 由 条 件 ; 
(ai 一 aa) sin20D 十 20jc082p 一 0 
定 出 sin pg 与 cosp。 
(iii) 按 如 下 公式 计算 矩阵 4 的 元 素 c 候 ;， 
49=wJ7(p 4 
< 中 =om (6 7 用 
4 和 一 0izc0SO 十 Cj1Sin pg 
(LI) 


CC 


C 人 一 acC030 十 0z Sing 


一 CSinp 十 Cizc0S0 CA 六 


10.3.35 
C 作 一 一 CT SinD 十 0z 008 0 ( ) 


C 旬 一 ou c0s20 十 20j sinpcosp 十 aijsin2g 
C 信 一 atisin20 一 20u sino cog0 十 0jj 00S20 
tag 一 oa 各 一 0 
(iv) 以 4 代替 4 重复 人 (二 (Gi) 求 出 生 阵 42， 如 此 等 等 。 直 到 maxla2i<e 时 
停止 计算 , 此 时 , 对 角 线 元 素 即 为 要 求 的 特征 值 。 逐 次 变换 矩阵 Joo 之 乘积 : 
IT= JJ 7CV) 
即 为 要 求 的 特征 向 量 。 
可 以 看 出 ,旋转 法 的 计算 步骤 是 很 简单 的 。 此 外 ,经 典 的 雅 可 比 法 ( 即 取 按 模 最 大 的 非 
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对 角 线 元 素 为 ov 者), 不 论 矩 阵 4 的 特征 值 分布 姐 何 ,总 是 收 伍 的 。 不 仅 如 此 , 还 可 纳 证 中 
其 共有 所谓 " 渐 近 平方 收敛 速度 "。 即 是 说 , 进行 足够 多 次 变换 后 , 若非 对 角 线 元 素 与 
p 一 Pin ii 一 和 | 

相 较 已 为 小 量 s， 则 最 多 再 进行 w(n--1/2 次 变换 ， 非 对 角 线 元 素 均 应 变 为 持 级 小 量 。 因 
此 ， 旋 转 法 的 收敛 速度 还 是 比较 快 的 。 更 重要 的 是 旋转 法 对 舍 入 误差 的 影响 有 较 强 的 稳定 
性 , 求 得 的 结果 精度 一 般 都 很 高 。 特 别 是 求 得 的 特征 向 量 正 交 性 很 好 , 这 是 其 他 方法 所 不 及 
的 。 所 以 ,旋转 法 是 求 对 称 乍 阵 全 部 特征 值 及 特征 向 量 的 一 个 较 好 方法 。 旋 转 法 也 有 其 不 
足 之 处 , 首先 是 它 不 能 有 效 利用 矩阵 的 各 种 特殊 形状 ， 例 如 带 状 或 稀 下 性 等 ， 以 节省 工作 量 
及 提高 能 够 处 理 的 问题 的 阶 数 , 因为 在 旋转 法 的 计算 过 程 中 一 般 将 破坏 这 些 特 性 。 所 以 , 旋 
转 法 只 能 用 于 阶 数 不 高 的 “ 满 矩 阵 "。 其 次 ,是 其 计算 工作 量 仍 较 大 。 它 一 般 不 如 后 面 所 述 
的 化 为 三 对 角 型 的 方法 节省 时 间 ， 特 别 是 只 需求 特征 值 或 只 需求 少量 特征 值 和 相应 特征 向 
量 时 更 是 如 此 。 最 后 , 绝对 值 较 小 的 特征 值 精度 差 一 些 , 虽然 实际 计算 中 采 了 了 一 些 措施 来 
提高 精度 , 但 很 多 情况 下 仍 不 理想 。 由 于 旋转 法 有 上 述 的 优 缺 点 ,我 们 在 使 用 它 时 ， 就 应 根 
据 问题 的 特点 进行 具体 分 析 , 以 发 挥 其 优点 , 克服 其 缺点 。 

(2) 实际 计算 中 常常 采用 一 些 办 法 来 节省 工作 量 和 提高 精确 度 。 常 用 的 大 致 有 下 列 两 
方面 : 

人) 减少 选取 max| ou| 的 机 器 时 间 。 

由 于 每 次 变换 前 要 找 出 mnax| ou| 的 所 在 位 置 疙 少 需要 完成 许多 运算 , 这 是 很 耗费 机 器 


时 间 的 。 有 几 种 办 法 可 以 克服 这 个 缺点 。 一 种 是 增加 寄存 单元 的 办 法 , 即 用 2n 个 单元 来 保 
存 各 列 的 按 模 最 大 元 素 及 其 所 在 行 数 。 经 过 一 次 变换 后 仅 有 两 列 元 素 改变 , 故 只 需 找 出 这 
两 列 的 按 模 最 大 元 素 即 可 从 个 单元 中 找到 max|oa| 。 这 样 做 可 以 节省 一 些 机 器 时 间 , 但 


程序 将 要 复杂 化 。 另 一 种 办 法 是 不 去 找 max|qu|， 而 是 按 行 (或 列 ) 的 顺序 依次 取出 非 零 的 
非 对 角 线 元 素 作为 os 去 进行 相应 的 变换 。 这 时 足 标 对 (全 力 将 为 ( 按 行 次 序 ); (1 2)， 
(二 ， 3)， 2 ( 多 )， (2， 3)， (2， 4)， … (2， 1) (多 一 二 W) o 这 种 办 法 通常 称 之 为 循环 的 雅 
可 比 法 。 其 优点 自然 在 于 完全 省 去 了 寻找 ma qi 的 运算 , 但 由 此 带 来 的 缺点 是 不 论 cs 的 


大 小 如 何 , 均 要 进行 相应 的 变换 。 特 别 在 计算 的 开始 阶段 , 当 |osv| 很 小 时 , 变换 收益 甚 少 , 浪 
费 了 计算 时 间 , 增加 了 舍 入 误差 , 所 以 , 是 不 可 取 的 。 为 了 克服 这 一 缺点 , 提出 了 所 谓 * 过 关 
雅 可 比 法 ”。 即 在 顺 次 地 取出 非 零 的 ou 时 , 凡是 |cy| 小 于 某 个 “ 关 值 "wa 时, 就 不 去 进行 变换 
而 继续 找 下 一 个 ou。 同时 ， 随 着 迁 代 过 程 的 进展 ,wa 也 按 一 定 规律 减少 ， 直 到 求 得 结果 为 
止 。 这 一 方法 的 主要 缺点 在 于 “ 关 值 > 不易 选 取 。 不 过 , 由 于 一 般 情 况 下 经 过 几 次 循环 (我 
们 称 非 对 角 线 元 素 依次 取 完 一 遍 为 一 个 循环 ) , 非 对 角 线 元 素 的 数量 级 已 比较 接近 。 我 们 只 
需 在 前 几 个 循环 内 采取 过 关 的 办 法 , 以 后 即 按 循 环 方式 处 理 。 这 样 ,“ 关 值 " a 的 选取 就 绞 简 
单 。 最 后 这 种 方法 是 最 常用 的 。 

人 i) 减少 含 入 误差 的 影响 

旋转 法 计算 过 程 中 的 关键 步骤 是 计算 snp 与 cosp 的 值 。 这 对 于 计算 结果 的 精确 度 有 
很 大 的 影响 。 因而 ,必须 尽 可 能 准确 地 算出 它们 。 考 虑 到 矩阵 元 素 各 种 可 能 的 变化 范围 以 
及 有 效 位 消失 等 因素 ,采用 如 下 公式 较 好 ; 








2cr _ CH 一 4 
0 0 
cos2p-| 若 | 引 < 

|z| GTL+2)-” 车 | 引产 于 
轩 。 ( 工 十 妇 ) -3 若 j 引 < (10.3.36) 
sn 2 一 | 


sign2。 (1 十 2) -2 车 | 所 疡 工 
C0S 0 一 [ (1 十 cos 20) 几 
LSin op= 一 Simn2p/2cos0 
另外 , 在 进行 变换 时 也 常常 采用 一 些 措施 来 提高 精度 。 例 如 , 将 计算 对 角 线 元 素 的 公式 
换 为 如 下 等 价 形式 : 
4 入 一 af 十 始 90 04 
4 入 一 91 一 始 ov 
每 次 变换 时 , 相应 对 角 线 元 的 修正 量 好 w"av 分 别 用 m 个 单元 累加 起 来 ， 完 成 一 定 次 数 变换 
《通常 是 非 对 角 线 元 素 跑 完 一 遍 , 即 一 个 循环 ) 之 后 , 再 将 其 加 到 对 角 线 元 素 上 去 。 这 样 可 以 
减少 逐次 变换 的 误差 积累 , 有 时 , 对 提高 小 特征 值 的 精度 也 有 一 定好 处 。 非 对 角 线 元 及 特征 
向 量 的 计算 公式 也 可 相应 地 换 为 如 下 等 价 形式 ; 


Sin 0 
4 人 一 al 十 Sin g(wz 一 mu 


(10.3.37) 





(Cr 尖 放 (10.3.38) 





5 Sin 
4 多 一 0 一 Sin gl(au 秆 To067 mn 


采取 上 述 这 些 措 施 后 , 计算 结果 的 精度 将 有 所 提高 ,计算 时 间 也 有 所 节省 。 许 多 计算 表 
明 , 对 于 一 般 的 实 对 称 和 矩阵, 求 得 最 终结 果 所 需 总 的 旋转 次 数 大 约 为 3w ~5m 的 数量 级 。 结 
果 精 度 差不多 可 让 到 所 用 的 工作 精度 ， 只 是 很 接近 的 特征 值 或 绝对 值 较 小 的 特征 值 有 些 误 
差 。 特 征 向 量 的 精度 可 能 不 如 特征 值 好 , 但 其 正 交 性 总 是 较 好 的 。 

根据 上 述 措 施 编制 的 一 个 旋转 法 计算 程序 , 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 一 。 

《二 ) 旋 转 法 的 推广 

旋转 法 对 于 对 称 和 矩阵 特 征 值 问题 的 有 效 性 是 显著 的 , 方法 简单 紧 球 , 精度 高 , 收敛 也 较 
快 。 因 此 , 自然 联想 到 能 否 把 它 推广 至 其 它 类 型 怎 阵 的 特征 值 问题 。 目 前 , 这 方面 已 经 取得 
了 一 些 结果 , 例如 , 对 于 正规 矩阵 ( 即 满足 条 件 ，4 4 = .44 的 皇 阵 ), 旋转 法 稍 加 变形 就 可 
以 直接 应 用 , 其 效果 也 较 好 。 但 是 , 对 于 一 般 先 阵 , 直接 应 用 旋转 法 求解 却 遇 到 了 一 定 困 难 ， 
长 期 没有 取得 重大 进展 。 后 来 , 人 们 从 如 下 事实 中 得 到 启发 , 即 对 一 般 抢 阵 妈 而 言 , 与 其 相 
似 的 所 有 和 矩阵 天 4 天 中, 使 天 (全 4) 最 小 者 , 必 为 正规 的 (Na(4) 表 示 抢 阵 4 所 有 元 
素 的 平方 和 )。 从 这 一 事实 出 发 , 人 们 想到 是 否 可 能 先 用 一 系列 相似 变换 来 减少 元 素平 方 和 
并 将 矩阵 征 化 为 近似 正规 矩阵 ， 然 后 用 旋转 法 求 这 -一 近似 正规 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 。 
这 个 想法 目前 已 从 不 同 途 径 得 到 实现 ， 它 们 的 基本 思想 都 是 把 抢 阵 正规 化 和 正规 矩阵 对 角 
化 这 两 个 过 程 结 合 起 来 进行 ， 所 用 的 逐次 变换 符 阵 则 是 旋转 矩阵 与 某 种 初等 矩阵 的 乘积。 
实践 证 明 这 些 方法 有 一 定 效果 , 特别 是 对 于 单 构 抢 阵 ( 初 等 因子 为 线性 的 矩阵 ), 它们 是 很 有 
效 的 。 下 面 简单 介绍 一 下 这 些 方法 。 我 们 主要 以 实 和 矩阵 为 例 讨论 其 中 的 一 种 方法 ( 见 [HI]) 
来 说 明 这 类 方法 的 基本 特点 。 其 他 方法 只 简单 地 列举 一 下 计算 公式 。 


men -esafnrcaneggsgggesgggggagiaagjdaiietyqaer 3 和。 gt apaggpyget tse 和 :yipyreoraesr scr dr 人 ay 和 人 GAN440 了 人 YI op me Ti 
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在 810.3.2 中 ,我 们 已 经 讨论 过 初等 变换 矩阵 8 (oa) 的 一 些 性 质 . 从 (10.3.6) 式 可 以 看 
出 , 适当 选择 参数 cx， 可 使 变换 后 矩阵 元 素平 方 和 减 小 (这 是 显然 的 ,因为 w 充分 小 时 ,第 一 
项 占 主 导 地 位 , 只 需 令 a 与 Ci 相同 , (10.3.6) 右 端 总 是 正 数 )。 即 是 说 ， 此 时 初等 相似 变换 
(10.3.4) 将 减少 矩阵 元 素平 方 和 。 同时 ,我 们 又 知道 相似 变换 下 矩阵 元 素平 方 和 减 至 最 小 
时 , 就 得 出 正规 抢 阵 。 所 以 , 我 们 可 以 期 望 , 用 变换 (10.3.4) 不 断 对 符 阵 4 妈 进行 变换 , 减 小 
其 元 素平 方 和 , 直到 其 元 素平 方 和 减 至 最 小 , 就 得 出 与 矩 阵 4 相似 的 正规 矩阵 , 这 样 就 可 以 
完成 称 阵 4 的 正规 化 过 程 。 然后 ， 再 用 旋转 变换 将 这 一 正规 矩阵 对 角 化 , 就 可 以 得 出 矩阵 
4 的 特征 值 和 特征 向 量 。 通 常 ,为 了 计算 方便 起 见 ， 可 将 上 述 两 个 过 程 结合 进行 , 即 作 一 次 
初等 变换 (10.3.4), 然后 作 一 次 旋转 变换 ， 如 此 交替 进行 ,直至 怎 阵 变 为 对 角 型 为 止 。 综 上 
所 述 , 我们 可 得 如 下 计算 格式 ; 
轩 各 -8i(o 4.8S6(o)- 
四 4- 万 (D)7 hg) (10.3.39) 
轿 以 4: 代替 4 重复 上 式 ,直至 4 收敛 为 目 。 
逐次 变换 矩阵 中 的 参数 (和 力 ,%, 9 可 按 下 述 办 法 选取 ; 
足 标 [, 太 (4 一 力 按 行 的 顺序 取 值 ， 即 依次 取 [ 人 ， 纠 引 ，…，[ 叶 由，[2，3]，…， 
[2, m]，…，[m 一 二 中。 并 如 此 循环 。 
xa 取 为 : 
a=Oi/max(1CN|，7ayt) (10.3.40) 
其 中 
0 一 总 % 村 记 0 有 十 (oj 一 0i)2 十 9(@ 名 十 gj 
Cr 见 (10.3.6) 式 。 
2 值 由 下 式 决 定 ; 
妃 29 一 -0 十 于 lg|< 世 (10.3.40) 
Ca 一 05f 


已 经 证 明 ， 上 述 过程 中 4 将 收银 于 块 对 角 型 矩阵 。 特别 是 当 拖 阵 舟 是 单 构 的 且 仅 有 
实 特征 值 时 ，41 将 收敛 于 对 角 型 答 阵 ， 其 渐 近 收敛 速 度 是 平方 收 敛 的 ( 即 多 轨 取 值 一 个 特 
环 后 , 非 对 角 线 元 将 由 。 量 级 变 为 量 级 )。 

实际 计算 中 , 逐次 的 K 值 会 愈 来 愈 小 。 若 矩阵 有 重 特征 值 则 可 能 出 现 “ 值 较 大 的 情况 ， 
此 时 , 相应 的 变换 应 该 略 去 , 否则 会 影响 特征 向 量 的 精度 。 所 以 ,通常 按 过 关 的 办 法 来 次 
定 变换 的 取舍 , a 大 于 “ 关 值 ， 相 应 变换 就 略 去 。 

上 面 , 我们 简单 地 介绍 了 一 种 广义 的 旋转 法 。 类 似 方法 还 有 几 种 , 其 基本 思想 均 是 相同 
的 , 仅 是 计算 公式 有 所 不 同 。 例 如 , 对 于 一 般 复 和 矩阵 适用 的 , 使 用 所 谓 “ 剪 切 "变换 的 方法 ( 见 
[3]), 其 计算 公式 为 ; 


0 一 和 
让 om- Sa.4D.Smw 
ct 一 Z7oo*。 亲 加 。 Treo) 
其 中 So，7U7 9 除 下 列 四 个 元 素 外 , 与 单位 矩阵 相同 。 
( 从 和 入 ( cosh 1， 一 ieixx sinh gx ) 
和 SSy Nierisinhoh， cosh 凡 


(一 0， 了 2， …) 
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人 
又 如 ， 还 有 使 用 另 一 人 其 计算 格式 与 前 者 相 
同 ,只 是 其 中 S% 为 如 下 矩阵 
8 如 8 外 工 一 Sin px* 如 ) elmr (cos 0z 十 工 ) 帮 
0 so 六 Ce 人 T 十 Sin px* 析 
上 述 这 些 方法 的 效果 是 相差 不 大 的 ,它们 对 于 单 构 怎 阵 都 比较 有 效 。 但 是 对 于 具有 非 
线性 初等 因子 的 矩阵 , 效果 还 不 够 理想 。 因 而 , 它们 还 不 能 很 有 效 地 解决 一 般 和 矩 阵 的 特征 值 
问题 。 目 前 , 这 方面 的 情况 还 在 发 展 中 。 
为 了 使 用 方便 , 我 们 把 [10] 中 采用 剪 切 变换 的 计算 程序 附 于 本 章 后 面 ( 见 程序 2， 有 
兴趣 于 使 用 的 读者 可 以 直接 按 程序 说 明 使 用 , 不 必 去 细 读 程序 。 


10.3.5 化 对 称 矩 阵 为 三 对 角 线 型 的 方法 


这 个 方法 的 基本 思想 是 首先 用 正 交 相似 变换 把 给 定 对 称 和 矩阵 4 化 为 对 称 的 三 对 角 线 
型 矩阵 , 然后 求解 三 对 角 线 型 矩阵 的 特征 值 问题 。 后 一 问题 的 求解 较为 简单 , 正 交 相似 变换 
的 三 对 角 化 过 程 也 有 较 高 的 数值 稳定 性 , 所 以 , 这 一 方法 是 有 很 多 优点 的 。 同时 , 它 在 仅 需 
求 特征 值 或 少量 特征 向 量 时 比 旋转 法 更 节省 工作 量 ， 精 确 度 也 较 高 ， 是 求解 对 称 和 矩阵 特征 
值 问题 的 一 个 好 方法 。 其 主要 缺点 是 算法 和 程序 比较 复杂 , 不 如 旋转 法 那样 简单 、. 紧 次 。 此 
外 , 由 于 必须 先 求 出 特征 值 , 再 用 反 寡 法 求 相应 特征 向 量 。 因而 ， 需 求全 部 或 大 部 特征 向 量 
时 ,不 如 旋转 法 有 利 。 

(一 ) 化 为 三 对 角 型 

我 们 先 讨论 将 对 称 阵 4 化 为 三 对 角 型 的 问题 。 en 3， 邓 最 后 的 讨论 知道 ， 适当 选 
择 矩 阵 五 ， 可 以 得 到 | 


Cn 人 。…。.， 亿 

9 人 作 

三 '4. 古 = 0 To 化 
0， 人 化。 化 


中 
其 石 ,= 瓦 f = 了 7 一 220287 02 2 共 


> 
弛 一 (0，aai 一 oa，Casl，…，Gnl) 
(一 0 


土 (六 0 计 
由 于 符 阵 4 是 对 称 乍 阵 ， 五 ;4 再 也 应 是 对 称 的 。 所 以 ， 其 第 一 行 元 素 也 只 有 前 两 个 元 素 
不 为 零 。 这 样 一 来 矩阵 4 一 本 .4. 瑞 :将 有 下 列 形式 

CO，D2， 0 0 


2 (2 
D3， 0 和 0 知 


4:= 


= 本 和 
per Cosaetpiggs ie 3 ap :二 peng 定 MI 





426 


我 们 进一步 考虑 除去 第 一 行 和 第 一 列 的 ”一 工 阶 对 称 矩 阵 , 按 完全 相同 的 办 法 可 以 用 变换 夭 
阵 如 sz 将 其 第 一 行 和 第 一 列 化 为 类 似 形状 。 这 相当 于 对 4 进行 变换 时 ， 令 变换 矩阵 好 的 
第 一 行 和 第 一 列 与 单位 矩阵 相同 , 其 它 元 素 与 屯 相同 而 得 的 结果 。 因而 , 我 们 有 : 


| Cn 0 0 0 eeeev 0 
bs Oo9 p3 0 二 和 庆 本 训 汪 0 
4 一 刀 4. 刀 一 0 Das 0 总 eeevwesseses 0 人 2) 
的 
症 0 0 : 电 is acG) 
其 中 胞 = 了 一 2005202 /1 (2 la) 
弛 一 (0，0，5 包 一 as，0 轧 ，… 0 多 


Oos 一 CQ 好 
bs 一 土 (> o) 
如 此 继续 下 去 , mn 一 2 步 变 换 以 后 我 们 将 得 出 一 个 三 对 角 型 矩阵 
4 = 兢 _… 厅 :， 4 万 … 
民 人 和 二 
D09 CO% 03 0 
0a. Ca 2 


人 也 
这 样 就 完成 了 矩阵 4 的 三 对 角 化 过 程 。 不 难看 出 所 有 的 抢 阵 4 和 了 都 是 对 称 和 撼 阵 。 
综 上 所 述 , 我 们 可 以 得 出 如 下 计算 公式 





4:=4 
41= 五 .4:… 厂 号 时 
于 = 一 20c0 2 (10.3.42) 
2 一 (0,0,…',， 0， CH1 一 ou 0 人 :9 办 cd 他) 
一 一 一 一 
1 个 零 





(au 一 一 Sign(c 全 Vagaa 十 ao 十 二 
为 了 节省 计算 工作 量 和 编制 程序 方便 ， 我 们 可 以 把 4,: 的 表达 式 展开 ， 并 按 计 算 的 实 
际 顺 序 将 计算 公式 改写 为 : 
(GD) 8= (g 人 8 十 ae 十 和 十 Go 
(2) w= 一 Sigmn (从 8， 
G) 入 =- 吧 一 act 《 即 于 w8u) 
(4 r 一 tv/ 
(5) 为 = 弛 2 21 
(6) @ 一 一 Bt 
(7) 4 一 4 一 0 一 0 
实际 计算 时 , 我 们 可 将 对 称 和 矩阵 4 上 三 角 部 分 的 元 素 按 行 排列 地 顺序 存放 ， 以 作为 原始 数 


G=1 2 ,mn 一 人 (10.3.43) 
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据 ( 即 后 面 程序 中 的 场 4[1:m(m 十 芒 /3]) 。 逐次 的 变换 抢 阵 斑 需要 保留 , 因为 求 得 三 对 角 
抢 阵 的 某 个 特征 向 量 z 后 ,矩阵 4 的 相应 特征 向 量 ， 由 下 式 计 算 ; 

少 一 五 | ,万 :万 :万 :.z 
为 此 ， 我 们 只 需 将 逐次 的 向 量 刀 保留 在 矩阵 4 中 第 守 列 的 零 元 素 位 置 上 ， 这 样 互 , 的 存 
放 并 不 占用 额外 的 存储 单元 。 求 得 的 三 对 角 型 矩阵 为 


的 7 
ba3， CO， 03 0 

0 (10.3.44) 
0 2 


0， CO， 
我 们 将 对 角 线 元 素 C, 保存 在 场 CIL: 由 中 ， 将 次 对 角 线 元 六 保留 在 场 BL1: 由 中 (BDI] 为 任 
意 数 )， 这 些 数据 可 直接 作为 求解 三 对 角 型 特征 值 问题 的 初始 数据 。 变换 过 程 的 某 一 步 可 
能 出 现 值 8# 小 于 某 个 小 量 瑟 PS 的 情况 ， 此 时 ， 和 拢 阵 屯 的 正 交 性 将 较 差 。 我 们 可 将 变换 
也 4, 克 略 去 ,这样 对 特征 值 的 精度 影响 不 大 。 一 PS 的 大 小 需 视 所 用 计算 机 而 定 。 一 般 来 
说 , 如 果 机 器 字 长 为 占 其 阶 码 允许 变化 范围 为 一 ~ 十 9%,， 且 9 比 二 大 得 多 , 则 可 令 ; 
五 PS 一 2 -9 ， 

对 求 得 的 4,-: 的 特征 向 量 进行 变换 时 ， 我 们 假设 其 由 至 m 个 特征 向 量 存 于 场 Z[1:w， 
ni:gaj 中 (2 之 每 一 列 为 一 个 特征 向 量 ), 回 代 程序 对 其 进行 变换 , 将 求 得 的 4 的 相应 特征 向 
量 仍然 存 于 场 和 之 内 。 

按 上 述 方案 编制 的 算法 语言 程序 及 程序 的 形式 参数 表 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 三 。 

二) 对称 三 对 角 型 矩阵 的 特征 值 问题 

我 们 现在 来 讨论 如 何 求 得 对 称 三 对 角 型 矩阵 4,-: 的 特征 值 和 特征 向 量 的 问题 。 这 一 
节 中 , 施 斗 姆 序列 的 性 质 将 起 重要 作用 , 我 们 首先 讨论 它 。 然 后 再 讨论 如 何 计 算 特 征 值 问题 。 

定义 ， 闭 区 间 [c, 人 上 定义 的 实 函 数 序列 ; jz)， 广 (加 户 -(2)， 六 (2 车 满 足 和 如 
下 条 件 , 就 称 之 为 一 个 施 斗 姆 (Sturm) 序 列 ， 2 

( 山 函数 六 (2) 4 一 0 1 2 …， 包 均 是 连续 函数 。 

(2) 天 数 九 ( 人 在 区 间 [c,， 妇 上 不 变 号 。 

《38) 序列 中 任何 两 个 相 邻 的 函数 在 区 间 [&, 幻 内 没有 公共 零点 。 

(和 若 函 数 六 (2) 4=T 2， …,m 一 了 在 区 间 [c， 纪 内 某 点 处 为 零 ， 则 相 邻 的 两 个 函数 
Ji (oC)， Ja (oO) 在 该 点 处 应 有 相反 符号 。 

《5) 在 函数 户 (z) 的 任 一 零点 & 处 (属于 区 间 [c， 幻 的), Ai(z) 记 (z) 为 降 函 数 , 即 是 

Sign [jz 一 尖 .太一 估 ] 一 十 上 

和 sign[j-:(Z 士 思 户 (z 二 内] 一 一 
其 中 履 为 充分 小 的 正 数 。 

施 斗 姆 序列 有 如 下 重要 性 质 ; 

定理 3.3: 若 jp) 方 (总 ，…， 访 -2)， 亡 (人 z) 为 一 个 施 斗 姆 序列 , F 人) 为 区 间 [c, 万 
上 某 点 & 处 ， 函 数值 序列 fo ， 广 人 万 -0)， 思 (的 同 号 数 (或 称 为 该 函数 序列 在 
2=“ 处 的 同 号 数 ), 则 区 间 [o, 避 内 函数 户 ( 四 的 零点 数 等 于 下 (do) 一 CO)。 
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证 明 ， 我 们 考虑 当 由 4 连续 地 变化 至 上 时 ， 函 数值 序列 产 ()， 户 (六 -(5) ， 
记 (6) 的 同 号 数 变化 的 情况 。 由 于 . 户 (c) 为 连续 函数 , 所 以 ， 同 号 数 仅 当 《 通过 广 (o) 的 零点 
时 才 可 能 变化 。 由 于 j 户 (o) 不 变 号 , 故 可 分 为 下 列 两 种 情况 来 讨论 ， 

GD “通过 序列 内 部 某 个 函数 六 (c) (6=1 2 …,， % 一 了 的 零点 2 的 情况 。 

此 时 ， 由 施 斗 姆 序列 的 性 质 人 一 ( 爷 得 知 , 天 充分 小 时 ， 只 可 能 出 现 表 10.1 中 的 两 种 
情况 。 





























表 10.1 
记 -G) ea | 5 ja | AGO | ja 
一 + = | 5 一 。 二 
2 1 到 5 | 芋 0 时 
二 7 十 王 一 | 二 | 于 十 


显然 , 无 论 那 种 情况 下 序列 的 同 号 数 均 不 变 。 此 外 , 若 邢 为 户 (z) 的 重 零点 ,上 述 结论 显然 也 
是 正确 的 。 
人 ii) 上 通过 函数 户 (c) 的 零点 Z 的 情况 
此 时 ,由 施 斗 姆 序列 的 性 质 (1 上、(3) 、(5) 得 知 , 疡 充分 小 时 ， 只 可 能 出 现 表 10.2 中 的 两 
种 情况 。 
表 10.2 


思 -6) je | | 7 














显然 ， 无 论 那 种 情况 ， 当 《从 Z 一 六 增加 至 2 十 大 时 序列 均 损 失 一 个 同 号 数 。 此 外 , 车 2 为 
户 (z) 的 奇 重 零点 , 上述 结 论 显 然 也 是 正确 的 。 但 应 注意 不 可 能 为 刀 (2) 的 偶 重 零点 , 因为 
这 与 施 斗 姆 序列 的 性 质 (1)，(3)，( 细 是 矛盾 的 。 

综 上 所 述 , 当 二 由 v 连续 地 增加 至 六 时 9， 序 列 右 ()， 方 ()，…， 万-:(， 户 (的 的 同 
号 数 减少 的 数目 , 应 等 于 区 间 [c， 纪 内 部 函数 六 (2) 的 零点 数 ( 奇 重 零点 按 单 零点 计算 )。 定 


理 证 完 。 

施 斗 姆 序列 的 上 述 性 质 ,在 求解 对 称 三 对 角 型 矩阵 的 特征 值 问题 中 有 重要 作用 。 因为 对 
于 对 称 三 对 角 型 矩阵 , 其 速 次 左上 和 角 主 子 抢 阵 的 特征 多 项 式 将 构成 一 En 现在 ， 
我 们 就 来 证 明 这 一 事实 。 

考虑 前 面 由 正 交 相似 变换 所 求 得 的 对 称 三 对 角 型 符 阵 4,-:。 从 计算 的 方便 和 有 效 考 
虑 ,我 们 可 以 根 定 矩 阵 44,，-: 是 不 可 约 的 , 即 六 关 0(i 一 2，3,…,， mw) 。 因 为 若 某 个 %= 0 则 可 
将 4 分 为 两 个 三 对 角 型 矩阵 的 直接 和 , 问题 就 化 为 两 个 低 阶 的 特征 值 问题 , 并 且 , 其 中 每 
一 个 都 满足 条 件 ，20。 


四 如 果 a 恰 为 户 () 的 零点 , 则 应 取 户 (a) 之 符号 与 加-:() 相反 ， 以 保证 区 间 [w, 妇 欣 部 的 零点 个 数 得 以 正确 计 
数 。 同 样 , 当 b 为 刀 (A) 之 零点 ,应 使 尹 () 与 户 -:(2) 同 号 。 





和 抢 阵 4,-: 的 特征 多 项 式 为 ; 


2 
0 
det(4，, 一 XI) = Ne (10.3.45) 
…， 。 D。 
0 2 
0 








若 以 九 () 表 示 上 面 行列 式 左上 角 的 “ 阶 主子 式 ， 用 行列 式 展开 的 办 法 ， 即 可 得 出 下 列 递 推 
关系 式 : 
(和 一 二 | 
廊 ( 人 ) 一 Ca 一 入 (10.3.46) 
0 一 (Ci 一 人 Fi(ON 一 咕 js() (一 2 3 …， 侣 
其 中 户 ()) 就 是 4。: 的 特征 多 项 式 。 多 项 式 序列 ， 
ja 万 ( 人 ，p 六 - 广 (人 
显然 满足 施 斗 姆 序列 的 条 件 (也 ，(2) 。 同时 ,由 于 对 称 抢 阵 的 性 质 ，j-:( 和 的 零点 从 必 . 
定 与 户 () 的 零点 黎 " 互相 分 隔 地 排列 如 下 (人 参见 [9]): 
多 入 和 入 和 人 入 各 入， 委 ) 多 和 MD<) (=2 3 9) (10.3.47) 
如 果 户 () 有 重 零点 妨 则 区 亦 必 为 -+() 的 零点 ， 从 递 推 关 系 式 (10.3.46) 得 知 % 必 
为 js() 的 零点 ( 因 2% 关 0) 。 如 此 递 推 下 去 , 将 得 出 X 为 如 (的 零点 的 结论 , 显然 这 是 不 
可 能 的 。 所 以 ,序列 中 任 一 多 项 式 均 不 可 能 有 重 零点 。 同 样 推理 ,车 产 (%) 与 户 -:() 有 公共 
零点 ,也 发 生 矛 盾 。 即 是 说 序列 中 任何 两 个 多 项 式 均 无 公共 零点 ， 从 而 , 性 质 (3) 得 以 满足 。 
亦 即 分 隔 关系 (10.3.47) 中 只 可 能 出 现 不 等 号 。 
从 关系 式 (10.3.46) 得 知 , 若 户 (%) =0， 则 有 : 
Ja (7 = 一 如 Fi- ( 
因而 ,ja(N) 与 A-: (2) 反 号 , 这 就 是 性 质 由 。 
当 入 充分 大 时 ， 访 (人 一 (一 了 ji 一 (一 。 所 以 ,， 户 -六 (和 ) 小 于 
零 。 当 和 逐渐 减 小 且 通过 户 (A) 的 最 大 零点 MX 时 ， 由 于 前 面 的 分 隔 关 系 (10.3.47)， 我 们 
知道 PN) 不 变 号 而 户 () 将 改变 符号 ， 即 是 说 思 -0i 一 太一 凡 >0。 这 衬 ， 
jj 在 Mo 处 为 降 函 数 。 此 外 ， 通 过 和) 7 后 户 -: 变 号 而 户 不 变 号 ， 故 有 
万 0 人 十 内 访 (0 吕 十 办 小 于 零 。 仿 照 前 面 的 讨论 , 同样 可 以 推 知 在 和 名 处 户 -( 六 ( 人 ) 亦 
为 降 函 数 。 这 样 ， 利 用 连续 性 及 分 隔 关系 ,很 容易 由 大 至 小 地 逐个 说 明 在 户 ( 人 的 零点 X” 
处 ， 户 -0 . 户 () 均 为 降 函 数 。 性 质 ( 引 也 得 以 满足 。 所 以 , 我 们 有 如 下 定理: 
定理 3.4， 对 于 不 可 约 的 对 称 三 对 角 型 矩阵 ( 即 所 有 zx 均 不 为 零 者 )， 其 逐次 左上 角 主 
子 矩 阵 的 特征 多 项 式 ; 六 (人 ) = 了 户 0， 户 沁 ，…， 记 人 ) 构 成 一 个 施 斗 姆 序列 。 
根据 上 述 定 理 和 前 面 已 证 明 过 的 施 斗 姆 序列 的 特性 , 很 容易 证 明 如 下 结果 。 
定理 3.5， 符 阵 4,-: 的 大 于 某 个 实数 人 的 特征 值 个 数 等 于 由 递 推 关系 式 (10.3.46) 记 
确定 的 多 项 式 序列 {jo()， 广 (0 人，…， 廊下， 亡 ()} 在 和 一 人 处 的 同 号 数 亚 (A) 。 
证 明 ， 考 虑 区 间 [A， 们 ,其 中 8 > 和 是 一 个 充分 大 的 正 数 。 由 于 多 项 式 序列 中 相 邻 两 
者 在 入 = 不 总 是 反 号 , 故 亚 (人 =0。 这 样 ， 从 定理 3.3 得 知 ,区 间 [LA 丸 内 部 刀 () 的 零点 数 
就 应 等 于 下 (Wu)。 
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利用 这 个 定理 , 我 们 很 容易 设计 一 个 计算 矩阵 4,-: 的 特征 值 的 方法 。 例如 ,我 们 来 求 
4,_: 的 由 大 到 小 顺序 排列 的 第 弃 个 特征 值 xvw。 

首先 , 我 们 找 出 一 个 区 间 [c,， 刀 ,使 其 包含 Xw( 这 一 点 很 容易 办 到 , 因为 4_i 的 全 部 特 
征 值 都 包含 在 区 间 [ 一 max(|o-i| 十 |al 十 12)， maxt| bi| 十 |oj 十 | 则 让 之 内 )。 然后 ， 


计算 区 间 中 点 4 二 ”处 多 顶 式 序列 {fo(D，…， 户 0D} 的 同 号 数 太 (4 本)。 如 果 

















太 ( 于 )<m 则 表明 xm 属于 区 间 [o， 2 二 ”| 否则, ) 将 属于 区 间 | 2 二 5。 这 样 ,我 


们 就 可 以 把 包含 Xw 的 区 间 缩短 一半。 重复 这 个 过 程 , 直到 区 间 长 度 小 于 某 个 指定 误差 时 ， 
便 得 到 )。 的 近似 值 (通常 取 最 后 -- 个 区 间 的 中 点 作为 Mn) 。 这 一 过 程 就 是 所 谓 的 区 间 分 半 
法 (bisection), 其 收敛 速度 和 数值 稳定 性 均 较 高 ， 对 于 求 少量 几 个 特征 值 是 特别 适宜 的 。 此 
外 , 还 可 利用 计算 过 程 中 的 信息 来 缩短 求 后 面 特征 值 的 初始 区 间 之 长 度 , 使 整个 计算 过 程 得 
到 加 速 。 因 而 ,用 这 一 方法 来 求 天 部 或 全 部 特征 值 , 也 是 很 有 效 的 。 
实际 计算 时 , 由 于 多 项 式 产 0 的 值 变化 较 大 ,往往 产生 上 汶 或 下 溢 的 现象 ,使 计算 难以 
进行 下 去 。 为 解决 这 一 问题， 最 好 是 引入 新 的 函数 00) = 亡 (OA7 :CD G= 2 由。 
此 时 , 递 推 公式 (10.3.46) 变 为 ， 
foa( 入 ) 一 ci 一 入 
1 
显然 ,及 (W) 应 等 于 %(o) G= 工 3，…。 由 中 大 于 堆 的 个 数 。 因而 ， 我 们 只 需 每 次 按 叫 
推 公式 (10.3.48) 计 算 一 下 gz) 的 数 秆 即 可 浏 断 要 求 的 特征 值 局 于 哪 一 个 区 间 ， 整 个 计算 
过 程 便 可 进行 下 去 。4%()) 的 数值 通常 不 太 大 ， 所 以 不 会 产生 上 溢 的 问题 。 但 是 ， 在 计算 过 
程 中 可 能 出 现 某 个 &%O) 为 堆 的 情况 ， 此 时 ， 我 们 可 用 一 个 正 的 小 量 min s2-(t 为 计算 机 
的 字 长 ) 去 代替 它 ， 使 计算 继续 下 去 。 这 样 作 将 保证 wii(A) <0, gus(h) ~cus 一 X。 这 与 实 
际 情况 是 符合 的 ,因而 ,不 会 影响 求 得 结果 的 精度 。 
此外, 如 果 总 共 要 求 计算 8 个 相 邻 特征 值 ,最 好 是 由 大 至 小 顺序 地 求 出 , 并 用 28 个 单元 
记录 计算 中 间 过 程 所 得 到 的 这 些 特征 值 上 下 界 的 信息 , 以 缩短 整个 计算 过 程 。 
对 于 前 节 的 三 对 角 化 方法 所 作 的 严格 误差 分 析 表 明 ( 见 [9] 及 [6] 卷 ID)， 若 采用 标准 浮 
点 运算 ， 三 对 角 化 所 求 得 的 失 阵 4。; 的 准确 特征 值 与 原来 矩阵 4 的 特征 值 则 的 最 大 误 关 
s; 将 满足 如 下 不 等 式 


(10.3.48) 


alsz@: 1 


其 中 jw 一 3.2n50。 

然而 , 应 该 指出 , 某 些 实际 计算 的 结果 表明 误差 并 没有 那样 大 , 一 般 说 来 最 大 误差 si 仅 
为 2 中 4 -i。 即 是 说 绝对 值 较 大 的 特征 值 只 有 最 后 少数 几 个 二 进 制 位 上 有 误差 。 

对 于 区 间 分 半 法 所 作 的 严格 误差 分 析 ( 见 [9]) 表 明 ,， 若 采用 标准 浮 点 运算 ， 则 按 区 间 分 
半 法 进行 足够 多 次 分 半 后 ， 求 得 的 特征 值 与 4,-:+ 的 准确 特征 值 间 的 最 大 误差 ss 满足 如 下 
不 等 式 ， 

|ss| 入 0.2 4 

其 中 p 为 常数 ,大 小 是 10 左右 。 

比较 s: 与 ss 的 上 界 可 以 看 出 , 一般 来 说 , 三 对 角 化 过 程 的 误差 是 主要 的 , 区 间 分 半 过 程 
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的 误差 仅 占 次 要 地 位 。 当 多 很 大 时 , 更 是 如 此 。 

区 间 分 半 法 的 计算 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 四 。 

求 得 4,-: 的 特征 值 后 , 可 以 采用 反 寡 法 来 求 相应 的 特征 向 量 。 反 医 法 的 计算 过 程 已 在 
10.3.83 节 中 讨论 过 。 这 里 不 同 的 是 矩阵 是 对 称 三 对 角 型 , 计算 过 程 相应 地 比较 简单 。 因 而 ， 
直接 给 出 算法 语言 程序 ( 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 五 )。 

(三 ) 化 对 称 带 状 算 阵 为 三 对 角 弄 

实践 中 经 常 遇 到 对 称 带 状 抢 阵 的 特征 值 问题 。 如 果 使 用 前 两 节 的 方法 求解 它们 ， 由 于 
不 能 利用 带 型 这 一 特点 , 将 浪费 很 多 运算 量 及 存储 量 ， 因 而 ， 有 必要 提出 特殊 的 方法 。 这 里 
采用 的 方法 是 先 用 一 系列 平面 旋转 抢 阵 构成 的 正 交 相似 变换 , 在 保持 其 带 状 特点 的 前 提 下 ， 
将 矩阵 化 为 三 对 角 型 。 然 后 用 前 面 的 区 闻 分 半 法 和 反 宕 法 来 求 其 特征 值 和 特征 向 量 。 

现在 来 具体 说 明 如 何 用 一 系列 形 如 (10.3.10) ( 令 9= 归 的 特殊 旋转 变换 将 带 型 对 称 算 
阵 44 化 为 三 对 角 型 。 为 了 理解 方便 , 首先 以 如 下 10 阶 7 对 角 线 矩阵 为 例 ( 由 于 对 称 , 只 列 出 
其 上 三 角 部 分 ) 


(10.3.49) 





- 第 一 步 ,用 旋转 矩阵 Jss(p) 按 (10.3.10) 式 ( 令 9= 峭 =9) 进 行 变 换 ， 并 选择 因 使 变换 
后 的 元 素 和 @ 为 零 ( 由 于 他 = 一 aissin 1 十 01400891， 故 只 需 令 o 格 由 一 gila/ aa 即 可 )。 变 换 
后 第 3 行 第 7 列 处 将 出 现 一 个 非 零 元 素 ga( 见 (10.3.49)), 其 他 元 素 仍 保持 在 原来 的 “ 非 零 ” 
带 内 。 为 了 保持 矩阵 的 带 型 特点 ， 百 用 平面 旋转 矩阵 (9a) 进行 一 次 变换 , 并 按 同 样 办 法 
选择 wa， 使 元 素 gxi 化 为 零 。 这 时 ， 又 将 在 第 6 行 第 10 列 处 产生 一 个 非 零 元 素 ga。 再 用 平 
面 旋转 矩阵 Jio(ys) 进行 变换 ， 便 可 将 此 元 素 消 去 。 这 样 就 完成 了 把 元 素 aa4 化 为 零 的 变 
换 过 程 。 类 似 地 , 再 用 乍 阵 Jss(g4)， 将 元 素 aas 化 为 零 并 将 出 现在 第 2 行 第 6 列 , 第 5 行 第 
9 列 处 的 元 素 顺 次 消去 , 就 完成 了 化 aas 为 零 的 变换 过 程 。 此 时 , 怎 阵 的 第 工行 已 成 为 要 求 
的 三 对 角形 状 。 同 样 对 第 2 行进 行 变 换 ( 此 时 第 工行 的 形状 将 保持 不 变 ), 如 此 继续 下 去 , 最 
终 得 出 要 求 的 三 对 角 型 矩阵 。 这 就 是 所 采用 的 特殊 旋转 变换 过 程 。 
如 果 和 矩阵 入 是 2m 二 对 角 型 矩阵 (2m 十 1<@， 即 其 元 素 or 满足 下 列 关系 : 
oj=0， 当 1 一 让 > 和 
假定 其 前 了 一 工行 已 变换 为 三 对 角 型 ， 那么 , 变换 第 9 行为 要 求 形式 的 运算 过 程 将 如 表 10.3 
所 示 。 
从 表 10.3 可 以 看 出 ， 每 次 变换 仅 有 相 邻 两 行 和 两 列 发 生变 化 ,并 且 消 除非 零 带 内 每 
一 个 元 素 的 第 一 次 变换 与 其 后 附加 的 变换 在 格式 上 是 完全 统一 的 。 仅 是 决定 旋转 角 的 关系 
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表 10.3 





7 行 需 消去 的 元 素 第 一 次 变换 矩阵 全 人 人 几 关 
CE1J) 7 。 Jirz+um_t rtktam(D) 
X 一 1， 天 相 二 大 十 由 7 一 1， 了 十 天才 县 
其 中 一 mo 和 0 一 D 2 Jark-bytt(9) ， ee 1 [2 
且 放 sn ee 0 


式 稍 有 差别 。 对 于 第 一 次 变换 , 旋转 角 9 由 下 式 确定 : 
af,j45c030 一 0jH-1Sing 一 0 (10.3.50) 
对 于 其 后 的 附加 变换 , 2 角 由 下 式 决 定 ; 


9 08 1 一 0J+ 有 (AN 一 了 1) 各 一 ， 了 二 无 十 K 妇 一 sin 9 一 0 他 四 二 汪汪 有 


考虑 到 这 一 差别 后 , 很 容易 把 各 次 变换 在 程序 中 综 一 起 来 。 
上 述 过 程 相当 于 求 得 一 个 正 交 和 矩阵 了， 使 得 : 
”OO: Da 

5 CO。 pb 0 

刀 -=yr47- 


上 2 
5 | 
其 中 符 阵 下 就 是 逐次 变换 矩阵 风 , (op) 的 乘积 。 我 们 可 以 用 前 面 讨论 过 的 区 间 分 半 法 和 反 
宕 法 求 出 矩阵 九 的 特征 值 x 及 相应 特征 向 量 zx 。 那 么 ,zwi= 了 .2 就 是 原来 怎 阵 妈 相应 于 
特征 值 kk 的 特征 向 量 。 
这 里 讨论 的 将 带 状 对 称 矩 阵 化 为 三 对 角 型 的 方法 ， 用 来 求 带 状 对 称 抢 阵 的 特征 值 和 特 
征 向 量 是 非常 有 效 的 。 如 果 我 们 把 每 一 行 需 要 化 为 零 的 元 素 ay 的 个 数 近 似 地 认为 是 
(mm 一 1)， 每 一 个 元 素 所 需 的 附加 变换 数目 大 约 是 (一切 /m， 因 而 ， 化 为 三 对 角 型 所 需 完成 
的 总 的 变换 数 W 将 满足 如 下 不 等 式 ; 
太 委 02 (和 一 于/ 2 
每 次 变换 所 需 完成 的 乘法 运算 量 大 约 是 8m 十 13 次 。 因而 , 总 的 乘法 量 Wu 应 满足 不 等 式 : 
an<n2. (一 T)。(4 十 6.5/m) 
当 m<m 时，Ww 仅 是 如 的 数量 级 , 故 方法 所 需 的 运算 量 是 很 少 的 。 
此 外 , 误差 分 析 的 结果 表明 , 通过 计算 所 得 的 矩阵 必 的 准确 特征 值 凡 与 原来 矩阵 4 的 
准确 特征 值 Mt 满足 如 下 关系 ( 见 [10]pp. 279): 
(二 二 一 <12.25ms (十 6X2-9 如 -7。 
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自然 ,实际 计算 的 误差 远 比 上 式 中 的 小 。 所 以 ， 可 以 认为 内 与 xs 一 般 来 说 是 非常 接近 的 。 
总 之 ,上 面 介绍 的 方法 无 论 其 在 运算 量 和 精确 度 方面 都 是 较 好 的 。 对 于 带 状 对 称 和 矩阵 , 这 是 
目前 较 好 的 方法 之 一 。 

这 个 方法 的 算法 语言 程序 见 本 章 最 后 所 附 的 程序 六 。 





10.8.6 广义 代数 特征 值 问题 4z 一 XBz 的 解法 


我 们 现在 讨论 无 阻尼 自 下 振动 问题 以 及 其 它 有 关 问 题 中 所 提出 的 广义 代数 特征 值 问 
题 ， 4z= 和 Br。 通 常 , 矩阵 4, 如 均 为 对 称 和 矩阵 , 并 且 , 召 是 正定 矩阵 。 我 们 分 为 两 种 情 
形 来 进行 讨论 ,一 种 情况 是 妈 , 如 均 为 阶 数 不 很 高 的 所 谓 * 满 矩阵 "的 情况 , 此 时 , 矩阵 4 和 
妃 的 元 素 通常 是 逐个 地 存储 在 计算 机 的 内 存 中 的 。 另 一 种 情况 是 4, 如 均 为 阶 数 很 高 的 
所 谓 “ 稀 琉 符 阵 ”， 其 元 素 一 般 可 以 用 简单 的 运算 来 产生 ， 因 而 无 须 将 它们 存 起 来 , 在 不 能 用 
简单 运算 产生 时 , 通常 也 只 能 将 矩阵 的 非 零 元 素 存 放 于 内 存 。 两 种 情况 下 所 使 用 的 方法 是 
不 同 的 。 

(一 ) 满 矩阵 的 情形 

由 于 此 时 和 天 阵 4, 如 的 元 素 ( 无 论 它 是 否 为 零 ) 是 逐个 地 存在 内 存 中 的 ,所 以 ,可 使 用 对 
符 阵 各, 如 本 身 进 行 变换 的 方法 。 例 如 , 由 于 号 是 正定 矩阵 ， 人 
为 下 三 角 型 卸 阵 卫 与 其 转 置 怎 阵 五? 的 乘积 (人 参见 88.1)。 

尼 = 隐 .87 (为 非 奇 下 三 角 型 矩阵 ) 
因而 有 : 
4z 一 和 77 
或 者 ; 
(Z-47-9 (Prz) =X(Erz)， Zrz=(L-or (10.3. 画 ) 

由 上 式 可 知 , 广义 代数 特征 值 问题 4z=XBu 的 求解 可 以 化 为 对 称 矩 阵 了 = 7 4 了 的 
特征 值 问题 。 竺 阵 开 的 特征 值 X 就 是 要 求 的 特征 值 , 矩阵 工 的 特征 向 量 %% 左 乘 以 矩阵 
卫 就 是 要 求 的 特征 向 量 w 一 友 72z,。 

实际 计算 时 ， 我 们 通常 将 抢 阵 4 和 召 的 上 三 角 部 分 以 按 行 排列 顺序 存放 于 场 4, 妃 
UL:w(m 十 了 /2 。 计 算 的 第 一 步 是 分 解 和 矩阵 吾 ， 将 求 得 的 了 按 同 样 方式 存 于 场 了 3。 第 二 步 
是 解 方程 式 ， 瓦 ,三 = 44, 求 得 的 解答 下 =4d。 [ 的 下 三 角 部 分 (注意 :， 以 后 的 计算 只 需 用 
到 在 的 下 三 角 部 分 ) 按 列 排列 存放 于 场 4。 第 三 步 是 解 方程 式 : 到了 = 屋 ， 求 出 的 解答 : 
7=- 克 -4. 隐 的 上 三 角 部 分 按 行 排列 存放 于 场 4。 第 四 步 就 是 引用 前 述 的 任 一 种 解 对 
称 和 矩阵 特征 值 问题 的 程序 , 求 出 抢 阵 工 的 特征 值 x 及 特征 向 量 zi。 最 后 , 解 方程 式 Ze= 
和 # 即 得 出 要 求 的 结果 zi。 

上 述 方法 一 遇 说 来 精度 是 很 高 的 ; 与 其 它 方法 比较 ,工作 量 也 较 小 。 但 是 ,应 该 指出 , 当 
气 阵 如 对 求 首 来 说 是 “病态 " 答 阵 时 ， 此 法 精度 差 一 些 (这 种 情况 在 矩阵 阶 数 不 高 时 较 少 遇 
到 )。 

按照 这 个 方法 把 广义 特征 值 问题 4w=XBv 化 为 普通 的 特征 值 问题 的 算法 语言 程序 见 
本 章 最 后 所 附 的 程序 七 。 

还 有 一 种 较为 简单 的 办 法 也 可 用 来 解 广义 代数 特征 值 问题 4z = 入 Bw。 其 过 程 归 结 为 
两 次 使 用 旋转 法 。 

首先 用 旋转 法 求 得 矩阵 如 的 全 部 特征 值 凡 和 特征 向 量 六。 于 是 我 们 有 : 

男 =TDT 


其 中 下 为 特征 向 量 列 六 所 构成 的 正 交 抢 阵 ， 为 对 角 型 矩阵 ，diag(Ua， Ha …， Au) 。 
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然后 , 按 上 式 代 替 召 ， 我 们 有 : 
4z=)FDrz 
因为 >0 所 以 ; 万 = V/ 万 .万 。V 万 = diag (VA …，wVh)。 于 是 ,上 式 可 写 为 : 
/万 -rz4T 万 -(V 万 rz)=XV 万 rm) 
再 对 和 抢 阵 了 = /万 -TYz?47w 万 于 使 用 一 次 旋转 法 ， 求 出 其 金 部 特征 值 xX 和 特征 向 量 
2 那么, X 和 ov -2z: 就 是 要 求 的 结果 。 

这 一 方法 的 工作 量 较 前 面 讨论 过 的 方法 大 一 些 , 所 需 存储 量 也 较 大 , 但 程序 简单 , 数值 
稳定 性 较 好 (精度 较 高 ), 也 是 一 种 可 取 的 方法 。 特别 是 当 拢 阵 召 对 求 逆 是 “病态 ”的 情况 
(此 时 矩阵 了 的 某 些 对 角 线 元 很 小 ), 特征 值 x 中 的 某 些 (例如 , 中 等 大 小 者 ), 仍 能 较 准 确 地 
求 得 。 这 是 前 一 方法 所 不 及 之 处 。 

最 后 , 还 应 指出 , 车 矩阵 召 是 正 半 定 的 , 前 面 两 种 方法 将 失效 。 这 种 情况 也 有 专门 的 处 
理 方法 ,不 过 , 由 于 它 在 实践 中 出 现 的 机 会 少 一 些 , 我 们 不 再 涉及 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 
[15,，16] 。 

(二 ) 高 阶 稀 芍 矩阵 的 情形 

这 是 实 获 中 最 常 遇 到 的 情况 。 例如 ,用 有 限 元 法 或 有 限 差 分 法 求解 弹性 结构 的 振动 问 
题 时 , 矩阵 4 和 允 的 阶 数 可 以 高 达 几 千 阶 , 而 其 非 零 元 素 往往 只 有 1% 左右 。 这 类 问题 的 
主要 困难 在 于 阶 数 太 高 ， 目 前 的 计算 机 无 论 从 速度 与 存储 容量 方面 都 不 能 满足 使 用 适合 于 
低 阶 情况 的 方法 来 直接 求解 它们 的 要 求 。 因 而 必须 采取 特殊 的 方法 。 这 里 选 出 少量 方法 来 
作 一 些 简单 介绍 , 详细 情况 读者 可 以 参阅 [17, 18, 19] 。 

(也 区 间 分 半 法 

这 一 方法 适用 于 和 矩阵 4 和 罗 均 为 带 型 且 召 为 正定 矩阵 的 情况 。 其 基本 思想 与 前 面 讨 
论 过 的 求 对 称 三 对 角 型 矩阵 特征 值 的 区 间 分 半 法 类 似 。 

我 们 知道 ， 若 王 为 任意 实 对 称 和 矩阵 ， 则 其 逐次 左上 和 角 主 子 抢 阵 的 特征 值 之 间 有 形 如 
(10.3.47) 的 分 隔 关系 。 如 果 这 一 分 隔 关系 中 只 有 不 等 号 出 现 ， 那 么 ,对 称 三 对 角 型 气 阵 的 
结论 ( 见 10.3.5 节 的 定理 3.4 定理 3.5)， 对 于 和 抢 阵 到 仍然 是 成 立 的 。 即 是 说 ， 此 时 和 托 阵 
尸 大 于 某 个 实数 多 的 特征 值 个 数 应 等 于 序列 : po(u) =1 mma(A) 一 pa 一 岂 …，Po-i(A)， 
Wo (1 = det( 己 一 人 站 的 同 号 数 。 其 中 mi(A) 为 det( 忆 一 站 的 左上 角 守 阶 主子 式 。 

此 外 ， 前 面 已 经 证 明 当 允 为 正定 失 阵 时 ，det(4 一 人 召 ) =0 的 根 与 对 称 矩 阵 书 = 厂 -。 
4.7-? 的 特征 值 是 相同 的 。 所 以 , 求 出 对 称 符 阵 书 的 特征 值 便 得 到 所 要 求 的 结果 。 这 样 ， 
就 完全 可 以 按照 三 对 角 型 矩阵 的 区 间 分 半 法 来 计算 广义 特征 值 问 题 4m= 和 XBzu 的 特征 值 
入 。 自然 ,如果 直接 算出 矩阵 已 然后 计算 序列 po( 由 ,mm (0)，…， mw 人 (的 同 号 数 , 进而 确 
定 特征 值 所 在 区 间 等 等 , 是 会 遇 到 很 大 困难 的 。 因为 抢 阵 已 = 厂 -+.4. 忆 一 般 来 说 是 满 矩 
阵 ,计算 机 的 内 存 将 容纳 不 下 。 利 用 如 下 结果 , 可 以 顺利 地 解决 这 一 问题 。 

定理 3.6， 如 果 加 为 正定 怎 阵 , 则 det(44 一 和 如 ) 的 逐次 左上 角 主 子 式 det(4 一 人 的 
符号 , 与 det( 书 -和 7) 的 逐次 左上 角 主 子 式 mw(X) 的 符号 相同 。 

证 明 ， 因 为 矩阵 至 是 正定 矩阵 , 故 有 如 下 分 解 式 : 

逆 = 厂 Fr 


可 将 卫 按 下 列 形式 分 专 ， 
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一 一 人 一 一 | 
| 了 0 
了 一 
hM | N 


直接 验证 容易 得 知 : 
且 ,= 厂 7 (五 ,为 吾 的 左上 角 ” 阶 主子 块 ) 


Zr 0 
一 者 
| 


已 =75F14.177 ( 玉 ，4, 分 别 为 矩阵 到 及 4 的 左上 角 7 阶 主子 块 ) 
于 是 , 我 们 有 : 
det( 4 一 人 吾 .) = det( [了 14.277 一 人 门 Z7 ) = (det 克 )2det( 刁 一 人 站 

由于 第 一 项 恒 正 ,所 以 ,det(4, 一 人 至 ,) 与 det( 忆 一 了 ) 同 号 。 

根据 这 一 结果 , 我 们 只 需求 出 序列 {det(4. 一 4B.)j-: 的 符号 , 即 可 判定 对 称 和 矩阵 王 因 
而 问题 4 = 和 Bu 的 大 于 玉 的 特征 值 个 数 ， 区 间 分 半 法 就 可 以 进行 下 去 。 由 于 人, 召 均 为 
带 型 , 求 出 det(4,. 一 / 怪 .) 的 符号 比较 容易 ,而且 , 仅 用 内 存 也 可 处 理 很 高 阶 的 情况 。 这 就 使 
得 区 闻 分 半 法 能 够 有 效 地 解决 高 阶 问 题 。 

一 般 采 用 局 部 列 主 元 素 消去 法 来 求 出 序列 {fdet( 4. 一 /至 .) }-: 的 符号 。 为 叙述 方便 走 
见 , 我 们 假定 矩阵 4, 至 的 带宽 均 为 2m 十 1， 并 认为 其 元 素 可 以 用 简单 公式 产生 或 已 存放 
至 外 存 可 以 随时 按 行 取 入 内 存 ， 且 内 存 可 以 存放 汉 十 1 行 以 上 的 非 零 元 素 ， 即 其 容量 大 于 
(mm 十 1) x (2m 十 T) 。 此 外 , 用 ( 纪 力 表示 处 于 内 存 第 《 行 第 7 列 处 的 元 素 。 

首先 ， 把 4 一 /号 的 前 弃 十 1 行 调 入 内 存 ， 并 用 局 部 列 主 元 素 消 去 法 将 其 消 为 上 三 角 
型 。 具体 来 说 ， 先 考察 | (2， 轧 | 即 1csz 一 凡 ba 是否 大 于 | (1， 1 即 1aat 一 Abai | ， 若 大 于 , 几 
交换 一 、 二 两 行 ,然后 将 元 素 (2, 消 去。 这样 ， 二 阶 主 子 式 的 符号 即 可 得 出 (应 考虑 进行 交 
换 后 行列 式 改变 符号 ) ， 第 二 行 就 消去 了 。 对 于 第 三 行 消 去 时 ， 先 比较 as: 一 Abai| ( 即 
| (3, 芒 ]) 与 |ca 一 Ab | 的 大 小 并 作 必 要 的 行 交换 和 消去 元 素 (3, 芒 ; 然后 再 比较 元 喜 
(2，2) 与 元 素 (3, 2) 之 大 小 决定 是 否 要 交换 二 、 三 两 行 , 并 消去 (3, 多 元素 。 这 时 三 阶 主 子 
式 之 符号 也 已 求 得 , 第 三 行 也 就 消去 了 。 如 此 继续 对 每 一 行进 行 消去 , 直至 轻 十 1 行 消去 完 
毕 ， 叹 十 工 阶 主 子 式 的 符号 就 算 求 得 。 

从 涌 十 2 行 起 , 每 行 的 消去 按 如 下 步骤 进行 : 

人 将 内 存 中 的 全 部 只 十 工行 元 素 向 上 移 一 行 ， 向 左 移 一 列 (即使 得 (2 纪元 素 处 于 
(人 蕊 元 素 的 位 置 )。 

位 ) 调 入 轻 十 2 行 (或 紧 接 于 内 存 最 末 行 之 后 的 行 ) 至 内 在 勾 十 工行 位 置 上 。 

(这 ) 车 元 素 (mm 十 二 作 按 模 大 于 元 素 1{ 包 分 , 则 交换 双 十 工行 与 第 4 行 。 

(iv) 用 第 “ 行 消去 径 二 上行 的 第 了 列 元 素 , 即 消去 元 素 (m 十 二 轨 。 

对 于 4=1 2 …， 么 重复 (ii 、(Giv)， 即 将 调 入 的 弃 十 2 行 (或 紧 接 于 最 后 的 行 ) 消 去 完 
毕 。 此 时 有 : 

sign Domrs(1) 一 (一 功 Y.9 vsign (am mi 

其 中 太 为 消去 双 十 2 行 中 的 交换 次 数 , 有 3 为 前 一 子 式 的 符号 , am+tum+4l 为 消去 完毕 后 (mm 十 
叹 十 二 位 置 上 的 元 素 。 


人 
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显然 , 按 上 述 格式 进行 消去 , 无 论 阶 数 汪 有 多 大 ,内 存 中 一 般 只 需 (m 十 1 (mm 十 轨 个 工 
作 单元 。 因 而 , 其 节省 存储 量 的 优点 是 十 分 显著 的 。 此 外 , 所 需 运 算 量 也 较 少 , 大约 仅 需 完 成 
2m 和 mx 和 NRRx 环 次 乘法 ，WR 为 要 求 的 根 的 个 数 ， 石 为 每 根 的 迭代 次 数 。 当 吧 远 小 球 时 ， 
其 运算 量 也 较 节 省 。 这 个 方法 的 精确 度 一 般 也 较 高 ， 并 且 不 受 矩 阵 召 对 求 逆 病态 的 影响 。 
其 使 用 上 也 较 灵 活 , 求 各 特征 值 时 互 不 依赖 等 等 。 因 而 , 是 一 个 可 行 的 方法 。 

然而 , 使 用 上 述 方法 不 能 同时 求 得 特征 向 量 ， 必须 在 求 得 特征 值 后 , 再 用 反 宕 法 ( 详 见 后 
面 ) 求 其 相应 特征 向 量 。 这 是 这 个 方法 的 缺点 之 一 。 另 外 , 如 果 逐 次 左上 角 主 子 式 中 有 一 些 
为 零 , 特别 是 相 邻 几 个 主子 式 同时 为 零 时 , 计算 会 发 生 困难 。 不 过 , 由 于 抢 阵 元 素 本 身 及 计 
算 过 程 中 舍 入 误差 的 存在 , 通常 很 少 遇 到 这 种 情况 。 

〈2) 反攻 法 

我 们 知道 ,广义 特征 值 问题 4 = 入 Baz 可 以 写 为 等 价 形式 

PVy= 了 -147-7CTz) 一 CI) 一 MX 
如 果 知 道 某 个 特征 值 的 近似 值 凡 ， 则 用 反 和 守法 求 其 相应 特征 向 量 的 迭代 公式 可 写 为 ， 
(PP 一 DaurD 一 ogg (6 一 0, 1 2，.…) 
其 中 gxai 为 某 个 比例 因子 , 将 其 引入 的 且 的 在 于 使 1ysszi[ 不 致 过 大 。 
将 上 式 中 的 书 及 2 还 原 为 4, 妃 及 和 ， 我 们 就 得 出 如 下 反 宕 法 的 迭代 公式 : 
(4 一 /到 ) .ze 一 gt (一 0, 2，…) 

用 反 震 法 求 特 征 向 量 需 要 每 步 解 一 个 代数 方程 组 ， 由 于 和 抢 阵 4 和 殖 都 是 高 阶 的 稀 朴 
矩阵 , 我 们 可 以 使 用 本 书 第 一 章 中 所 讨论 的 一 些 方法 求解 , 以 节省 运算 量 和 提高 能 够 处 理 的 
阶 数 。 如 果 近 似 值 凡 的 误差 不 大 ,一般 选 代 少 数 几 次 就 能 获得 结果 , 这 一 点 与 前 人 
反 千 法 是 相同 的 。 

如 果 不 知道 特征 值 的 近似 值 ,我 们 也 可 以 用 逐次 的 迭代 向 量 去 估计 一 个 近似 值 , 而 将 选 
代 过 程 改 为 如 下 形式 : 

(i ) 任 选 一 个 初始 向 量 

( 主 ) 将 0 归 一 化 , 即使 得 "满足 ; 

07BwD 一 1 
(ii) 计算 ro 4Z05 
(Gyv) 解 下 列 方程 组 求 出 Ze 
(4 一 由 刀 )zurD 一 or 有 oo; 

(v) 进行 收敛 条 件 检 验 。 若 未 收敛 , 则 以 w+0 代替 Z4 重复 ( 动 ，( 刘 )，(iv)。 

可 以 证 明 上 述 方程 中 im 收敛 于 某 个 特征 值 ， 2 收敛 于 相应 特征 向 量 。 这 一 方法 又 称 
为 瑞 利 (Rayleigh) 商 迁 代 法 。 其 收敛 速度 较 快 ， 一 般 来 说 , 它 是 立方 收敛 的 。 即 如 果 Az 与 
某 个 特征 值 x 之 关 为 0(s) 级 小 量 , 则 Usi 与 和 之 善 为 0463 级 的 小 量 。 但 是 , 这 一 方法 的 
计算 量 还 是 较 大 的 , 并 且 比 较 难 于 控制 wx 收敛 于 某 个 需要 求 出 的 特征 值 ， 因 为 预先 无 法 知 
道 初始 向 量 应 该 怎样 选取 。 此 外 , 若 已 求 得 一 个 特征 向 量 , 以 后 的 初始 向 量 及 逐次 欠 代 向 量 
必须 与 其 召 - 正 交 才 能 保证 求 得 新 的 特征 向 量 ， 这样 也 会 增加 许多 运算 量 和 存储 量 。 因而 ， 
这 一 方法 的 实际 使 用 效果 将 受到 较 大 限制 。 

目前 , 反 宕 法 使 用 于 广义 特征 值 问 题 上 最 成 功 的 形式 是 所 谓 同 时 反 ( 舌 ) 选 代 法 、 即 对 适 
阵 怪 -4 进行 同时 反 迭 代 ( 参 见 10.3.3 节 第 3 段 )， 每 步 保持 迭 代 向 量 的 屯 - 正 交 人 性 , 其 具 





体 计算 步骤 如 下 ， 
(a) 任 取 9x2 抢 阵 下 o( 其 列 为 如 - 正 交 归 一 向 量 ) 为 初始 矩阵 。 
(pb) 解 方程 组 : 
4 有 1 一 五 . 么 x 
求 出 抢 阵 了 :sxe 


(ec) 计算 Cx+i 一 了 1 五. 也 及 一 了 4 
(d) 解 阶 广义 特征 值 问题 : 
瑟 Gai=Grte Gil 
求 出 用 义 人 抢 阵 人 及 对 角 线 矩阵 加 fl。 
(e) 计算 +I 次 近似 解 四 ps: 
在 z+1 一 国 Co 
对 于 8= 0, 1 2 …,， 重复 (b)~(e), 直至 不 xs 收敛 为 止 。 于 :之 各 列 即 为 要 求 的 特征 向 
量 ,zxz 之 对 角 线 元 即 为 相应 的 特征 值 。 一 般 来 说 ,可 用 (10.3.5) 式 的 方法 或 用 两 次 雅 可 比 法 
求解 (d) , 若 求 7 个 最 小 的 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 , 可 令 2= min(21，! 十 8) 。 通 常 此 法 效果 
均 较 好 。 
《3) 极 小 化 法 
广义 代数 特征 值 问题 4 = 和 Bu 的 求解 与 求 其 相应 身 利 (Rayleigh) 商 函数 
太 = (hz o)/(Ba， 2z) 
的 极 小 值 和 家 小 化 向 量 问题 是 等 价 的 ( 见 [ 轨 第 十 章 $7) 。 因而 ,可 以 使 用 求 函数 极 小 信 的 
方法 来 计算 要 求 的 特征 值 和 特征 向 量 , 基于 这 种 思想 的 方法 , 统称 为 极 小 化 方法 。 目 前 已 经 
提出 了 一 些 这 一 类 的 计算 方法 ， 这 里 仅 举 出 其 中 一 种 来 说 明 这 些 方法 的 特点 ,详细 的 讨论 ， 
读者 可 以 人 参阅 [19] 。 
我 们 知道 ， 对 于 求解 对 称 正 定 和 矩阵 的 线性 代数 方程 组 4z=&， 共 酸 斜 量 法 是 一 个 有 效 
的 方法 。 在 那里 , 要 求 极 小 化 的 二 次 函数 是 
7 了 arh4z 一 zx 
其 计算 步骤 为 (参阅 本 书 88.2: 
(i) 任 选 一 个 初始 向 量 wo 计算 出 函数 了 在 ze 处 的 梯度 go， 并 令 2o 一 foe 
(ii) 按 如 下 的 公式 从 纪 次 近似 向 量 ws 计算 出 4 十 次 近似 向 量 Zn 
Xi 一 和 十 2 
Yt+1 一 一 gradj | 一 六 一 4Vita 
2 一 fi 十 Bo1 
其 中 at 6 由 分 别 使 了 在 ws 达 极 小 值 以 及 所 谓 苍 关系 来 确定 。 
(过 ) 对 于 4 一 二 2 …。 重 复 ,直至 mm 二 0 则 w: 为 所 求 的 解 向 量 。 
上 述 共 生 斜 量 法 的 计算 格式 已 被 推广 至 非 二 次 函数 的 情况 ,并 取得 很 好 效果 . 当 
J =274z/wTBou 时 ， ee 由 于 此 时 ; 


gradj 一 二 (4x 一 /Baz) 
其 中 风 为 函数 了 在 点 2 的 值 。 故 梯度 方向 与 如 下 剩余 向 量 一 致 : 





rr 2 0， 二 chTgerigpg / 刘 gr 人 .gps 下 < 仙人 再 pa PN yatrppgh mm maarorvedis -eurep rpmgrrmereeernrpereovgmriryoeorrce 一 
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Y 一 4 一 /Prz 
如 果 我 们 采取 简化 办 法 计算 m，B:( 即 不 去 求 使 /在 wsi 上 达 极 小 的 准确 mw， 及 精确 满 
足 共 虑 关系 式 的 B: 值 , 而 用 一 种 简化 公式 代替 之 ), 我 们 就 可 以 把 计算 公式 写 为 
(i ) 选取 一 个 初始 向 量 zo， 并 令 ; 
Lo 一 1 4zo/X0 vo 
Yo 一 dzo 一 HoBoxo 











2o 一 Yo 
RE -2 
这 加 三 一 一 二 
( ) 计算 4 十 \/ 下 
21BP -2IBo ZI DZ 
人 0 
7 47 四 
ui 一， 4 一 0 


(证 ) Za 一 和 ie 十 os2z 

人 ir) pa 一 BUYVOHIEwia 

(7) 1 一 4 一 HaiEBasa 

《vi) Bi 一 7 2 一 7 十 Bi 

(Vii) 对 于 4 一 0 1 2 …。 重 复 (~ vi) ,直至 收敛 为 止 。 些 时， 及 到 即 要 求 的 相应 
荨 果 。 

上 述 的 极 小 化 方法 一 定 条 件 下 将 收敛 至 最 小 特征 值 和 及 相应 特征 向 量 g。 如 果 还 需求 
弗 其 它 的 特征 值 , 则 应 将 函数 了 改 为 下 列 形式 , 并 依 此 类 推 ， 

J 一 2 AP] Paw 

其 中 , 2= 了 一 007./O DBD。 或 者 , 附加 以 正 交 性 条 件 , 变 为 约束 极 小 值 问题 来 处 理 。 

第 (vi 中 计算 B 的 公式 还 可 以 换 为 如 下 更 复杂 一 些 的 形式 : 

B = 一 2T( 4 一 Hi) 一 As 有)Z 

此 时 , 收敛 速度 将 有 所 提高 。 但 因 (vi) 中 的 公式 简单 ,也 是 可 取 的 。 

从 上 述 讨论 可 知 ， 极 小 化 方法 的 每 一 步 需要 完成 的 主要 工作 为 4z 或 z 类 型 的 运 
算 。 由 于 4, 如 的 非 零 元 素 可 以 临时 产生 或 放 在 外 存 , 内 存 中 则 不 需要 存放 4, 召 的 单元 。 
内 而 , 利用 这 些 方法 是 可 以 在 中 小 型 计算 机 上 解 算 高 阶 问题 的 。 不 过 , 这 些 方法 所 需 和 欠 代 次 
数 一 般 较 多 , 每 步 计 算 量 也 较 大 , 其 实际 使 用 的 效果 还 是 不 够 理想 的 , 这 一 点 还 有 待 改进 。 





附录 “代数 特征 值 问题 计算 程序 


一 、 实 对 称 和 矩阵 的 雅 可 比 法 程序 
JaCgBi(4，2，3SF7，Fec, 刀 ，65) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 雅 可 比 法 (旋转 法 ) 求 实 对 称 抢 阵 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 。 所 用 的 计算 公 
式 及 程序 编制 中 的 某 些 原则 可 见 本 章 810.3 的 10.3.4 节 。 使 用 本 程序 之 前 , 要 求 将 对 称 算 
阵 的 上 三 角 部 分 元 素 以 按 行 排列 的 顺序 存放 于 一 维 场 4[{t:mx (n 十 1) /2 。 本 程序 工作 完毕 
后 ， 即 将 求 得 的 特征 值 和 相应 特征 向 量 分 别 存 于 使 用 者 所 指定 的 场 [1:m 和 场 了 ec[t:mw， 
1 全 之 中 ,并 将 旋转 变换 的 总 次 数 存 于 简 变 如 内 。 场 4、 卫 、Fec 和 简 变 如 必需 由 使 用 者 在 
调用 本 程序 之 前 定义 好 。 如 果 不 需要 求 特 征 向 量 ， 可 令 8 = 0， 程 序 会 自动 跳 过 计算 特征 
向 量 的 步 又, 场 Fec 中 的 内 容 将 不 政变 。 
形式 参数 
(1 输入 参数 
% 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
人 其 定义 为 ， 4[1:na(n 十 1/2]。 元 
素 按 行 存 放 , 其 次 序 为 ，at，cla，…，Gin，6ss，…，Go，Gas，…，qmo 
SF 一 一 若 SF 为 堆 ， 表示 不 需要 计算 特征 向 量 。 否则 ， 程序 同时 算出 特征 值 和 相应 特 
征 向 量 。 
(2) 输出 参数 
了 一 一 存放 特征 值 计 算 结 果 的 一 维 场 , 其 定义 为 ， [1: 由 。 特征 值 是 按 由 大 至 小 的 
顺序 依次 存放 的 , 即 刀 [] > 之 刀 [ 们 关 …>>D[m]。 
Fe 一 一 存放 特征 向 量 计算 结果 的 二 维 场 ， 其 写 久 为 ，Fec[l:mw 1 对 > 特征 向 量 的 排 
列 次 序 与 忆 中 的 特征 值 相 对 应 。 其 分 量 排列 的 方式 是 先 排 各 特征 向 量 的 第 
一 个 分 量 , 然后 第 二 个 分 量 ， 如 此 等 等 。 
如 一 一 存放 旋转 变换 的 总 次 数 。 
程序 
过 程 JACOOBI(A, N,， 8V，VEO D， TS); 
值 N，SV; 
简 变 TS; 
场 A，VHEQO，D; 
始 简 变 SM, 0, 8, T, 百 , GTA，IZ TR,，GH 
场 也， 2[L:N]; 
车 8SV=0 则 
否 对 于 I= 工 到 X 步 长 1 执行 


Ce op 生生- 打 帮 和 一， 入 28，rpiryiy 符 和 ioy ， 上 1 -el4gi , 玫 四 全 市、 和 和 人 gg erg ~ 机 忆 ye orerre me 可 人 eeroreee er 一 
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对 于 J-1 到 本 步 长 1 执行 
若 T=J 则 1-3>VEO[L 刀 
否 0->VEO[L 也 
0=>TS; 1=>IZ; 
对 于 工 = 到 玉 步 长 执行 
妈 0-3Z[T; AIZB[I; BO 二 DID; IZ+TN 一 I+1->IZ 
级， 


对 于 于 = 工 到 50 步 长 工 执 行 
SWEP， 始 
0=>SM; 1 一 TZ; 
对 于 工 =- 工 到 太一 上 步 长 工 执行 
始 对 于 J= 工 到 X- 工 步 长 了 执行 
SABS(A[IZ 二 中 ) +SM 一 >SM; IZ+N 二 1 一 I 僵 世 


人 坟 


全 
2 


若 SM=0 则 转 0UT 否 ; 
车 工 <4 则 0.2x*SMV/N 人 2 一 >TR 否 0 一 TR; 
1->IZ; 
对 于 IT= 工 到 N 一 I 步 长 工 执行 
始 对 于 J=I+I 到 NN 步 长 1 执行 
始 AEZ 十 J 一 也 一 GH GLxd100 一 G8 
若 4< 工 则 若 8ABSOD 田 )+G4=SABSODDD) 
风车 8ABSCOD[O) 二 G=SABS(DB[) 
则 转 SUN 
否 


否 ; 二 
若 8SABS(GHL) 和 TR 则 转 ZUN 否 
-Re6T: : 始 D[ 甩 一 D[ 中 一 互 ; 
若 2*8ABS(G1) <SABS(H) 
则 始 2*GI/ 互 一 T; 
1/8S8QRT(L 二 工人 2)=>0; TaC=>8 
终 
否 始 0.5*H/GI=>T 
4SABSCT /8SQRTCLHT 人 2 一 Q 
若 熙 = 0 则 1=>8 否 
Oo/T-8 
终 ; 
SSQRT(L-+O) 12) 一 0 
0.5xS/C=>8; 





GilsS/0=>Hi S/(ITO)=>TA 
2Z[D 十 也 过 Z[T]; 
[ 刀 一 也 ->2[ 思 ; 
DTH=DDD; 
D[ 刀 二 H=>D[J]; 
IO JIT; 
对 于 玉 --1 到 玉 步 长 1 执行 
始 A[O] 一 G; A[ 思 Bi WE GeTA)A[O， 下 --Se(G+HaeA) 一 
AI; 
若 区 <I 则 CHN 一 区 ->O 
否 CO 二 10O; 
若 玉 < 本 则 了 + 一 人 = 下 
” 否 了 十 1 
终 ; 
若 SV~0 则 
5 
对 于 到 =- 1 到 太 步 长 1 执行 
始 VEO[K, 陪 一 G，VEO[EK， 习 =H GTSe(H~ -em=vBoEK 卫 ; 
民 - 区 (GTHTA) 王 VEOIR 本 
终 ; 
TS 二 -TS 
终 ; 
SUN，0-A[IZ 二 J 一 ; 
ZUN,， 已 
终 ; IZ 十 一 HI 
对 于 I= 工 到 步 长 1 执行 
始 B[D +ZD 二 BD; BO 二 DID]; 0=>Z 虽 
终 ; 
0UT 六 
对 于 I=I 到 N-I 步 长 1 执行 人 
对 于 J=-I+1 到 要 步 长 1 执行 ， 2 
若 DI<DI] 风 和 
一 蛤 了 [DG D[ 了 一 DC bn 人 
若 8V-0 则 0 
否 对 于 习 =1 到 丁 步 长 丰 执行 “ 
始 VEO[K, 了 志 G VECG[K， 了”VEOIE,， 也 ; G=VEO[K, 也 
终 


四 气 


和 en 人、 0 本 





终 
否 
终 ; 
二 、 任 塌实 和 托 阵 的 广义 雅 可 比 法 程序 
ELCN (N,， 4， 2 73o 
使 用 说 明 “:， 1 
本 委 序 是 用 广义 区 可 比方 法 求 任意 实 和 了 的 全 部 特 征 信和 特征 冯 其 计 算 公 直 为 
[3 过 ， 
arD-- 714。 
思 有 RS， (一 了 2) 
其 中 玉 : 为 旋转 矩阵 , 其 元 素 7 多 为: 
7 侈 一 一 9 名 一 一 Sinon 7 反 一 ?多 一 cosc6 7 多 一 So( 其 于 


AS 为 所 谓 的 “ 剪 切 "和 抢 阵 , 其 元 素 889 为 : 
8 多 一 8 哆 = 一 smnhyn Se 一 0 gw = -5 人 它 元 蒜 ) 
参数 和 人 
始 2xx 一 (C! 站) 一 G 物 
并 选择 wm ,使 得 Mi 第 人 避 贡 模 大 于 第 9 列 者 (4< 力 。' 人 参数 办 满足 如 下 方程 式 ， 
tanhoi 一 (了 D 一 /2)/(G 二 2(B2 十 Da)) 

其 中 盏 = (名 一 a 入 ) 

用 一 cos22r (名 一 0 和 ) 十 sn 20x。 (名 十 ao 多 ) 

6= 富 ， (ao 十 0 二 Go 十 CC ) 


五 =cos22k(2 加 Cg C 多 一 tea0) ) 一 Sin 2 六 (CO 十 0 一 0 一 4 的 ) 
矩阵 442) 将 收敛 于 分 块 对 角 型 矩阵 ， 其 对 角 线 上 子 志 为 1xT 或 如 下 2x2 子 矩阵 : 


Cj， 0 
1 一 01fa 0 -: 
它们 分 别 对 应 于 撼 阵 4 的 实 特征 值 和 复 共 斩 特 征 值 cy 十 和 Gyraie 和 逐次 变换 插 阵 72 之 乘 
积 和 矩阵 : 
下 = 了 7 

好 为 相应 特征 向 量 列 所 构成 的 矩阵 (注意 ! 与 复 特征 值 cp 十 如 arr+i 相对 应 的 特征 向 量 为 
坝 士 名 加 Hb 吉 和 国 31 为 矩阵 王 的 第 了 列 和 了 十 1 列 )。。 . 

本 程序 中 ,， 足 标 对 (人 力 是 按 循环 方式 选取 的 (4< 力 B@。 也 有 可 能 4 政 伍 于 eo/L 十 仿 
的 形式 , 其 中 念 为 反对 称 矩 阵 。 本 程序 对 这 种 情形 不 予 处 理 。 

本 程序 对 于 单 构 和 矩阵 效果 较 好 ， 如 果 和 矩阵 有 重 的 复 特征 值 或 为 非 单 构 的 ， 妆 敛 可 能 很 
慢 。 为 避免 浪费 过 多 时 间 , 迭代 超过 50 循环 后 即 返回 主 程序 。 


名 ”者 非 对 角 元 很 小 ; 相应 变换 略 去 。 本 程序 中 是 用 变量 妈 P 控制 ,并 取 为 10-8。 但 了 2P 之 值 与 所 用 机 器 有 关 , 采 
用 其 它 计算 机 时 ,应 将 此 值 相应 更 改 。 


了 





如 果 要 求 复 和 矩阵 4 十 色 吾 的 特征 值 ,可 以 用 本 程序 解 2 价 实 矩阵 : 


4， 关 
(人 


的 特征 值 问题 , 若 原来 抢 阵 的 特征 值 为 a，Xa，…， X*， 则 2 阶 抢 阵 之 特征 值 为 xs(=1， 
2， “”””》 %) 。 


形式 参数 表 
(1 输入 参数 
X 一 一 乍 阵 的 阶 数 。 
4 一 一 存放 和 抢 阵 元 素 的 二 维 场 , 其 定义 为 ，4[l:mw 1:m]。 和 托 阵 元 素 按 行 存 放 ， 其 次 
序 为 ， Cii，ql3，…，Gln，Qal，。…，Gon， 031) Gomno 


ZX 一 一 ?MX=0， 表示 不 求 特征 向 量 , 此 时 形 参 中 的 了 可 代 之 以 与 场 4 相应 的 实在 
人 参数, 以 节省 存储 量 , 1Mz<0 和 1t1Mz>0 分 别 表 示 要 求 左 或 右 特 征 向 量 。 
(2) 输出 参数 
4 一 一 本 程序 工作 完毕 后 , 场 4 中 存放 抢 阵 4 的 对 角 线 子 块 (Xi 或 2X 旨 处 , 即 为 
和 扼 阵 4 的 特征 值 。1 xl1 子 块 对 应 于 实 特征 值 ，2X2 子 块 对 应 于 复 共 生 特 征 
值 。 从 左上 角 至 右 下 角 的 子 块 系 按 相应 特征 值 之 模 递 减 的 次 序 排列 的 。 
4 一 一 存放 求 得 的 特征 向 量 和 矩阵 了 的 二 维 场 ， 其 定义 和 元 素 排 列 葛 方式 与 场 4 相 
同 。 若 矩阵 4 按 模 递减 顺 序 排列 的 第 9 个 特征 值 为 实数 , 则 插 阵 了 的 第 7 行 
(或 列 ) 即 为 与 之 相应 的 左 ( 或 右 ) 特 征 向 量 。 车 第 了 个 与 4 工 个 特征 值 为 共 
斩 复 数 , 则 它们 相应 的 左 (或 右 ) 特 征 向 量 为 塘 士 和.zsub 其 中 二 和 ti: 分 别 为 矩 
阵 允 的 第 了 行 (或 列 ) 和 第 9 十 1 行 (或 列 )。 
ZNMX 一 一 简 变 了 MX 中 记录 了 总 的 迭代 循环 数 , 若 0< 思 MX 一 50, 表示 和 迭代 过 程 已 收 
伍 ” 若 了 MX =50, 表明 方法 失败 。 在 一 个 循环 内 各 次 变换 矩阵 均 为 单位 窍 阵 
时 ,也 MX <0。 
过 程 BIGN(N， A, T，TMX); 
值 N; 简 变 TMX; 场 A，m 
始 简 变 EPS8, FP, AIL AIJ，AJT 也 G, HJ，AIK，AKI，ATM AMI TEP， TEM， 
D,O,R,AKXM,AMK,OX,SX, OCT2X, SIG, CTX, 092X, SN2X,TE,TER,YH， 
DEN,.TNHY, OHY, SHY,，CO1 02, 81，S2, TKIL TML TIK ,TIEM, JS J9, 玫 0; 
1=>J8; 1 二 J9;， 1 二 J10; 
若 TMX=0 则 转 BIT 否 若 TMX<0 则 -1>]9 
否 一 1>J10; 
0=>T 
对 于 I=- 工 到 N 步 长 工 执行 1 之 工 U， 本; 
BTO，0.000001 一 ERP; 8SSQRT (BEP) 一 了 PS; 
对 于 艺 =1 到 50 步 长 1 执行 
始 若 J8<0 则 始 1 一 IT=>TMX; 转 DON 了 终 否 ; 
-对 于 I= 工 到 一 上 步 长 工 执 行 


np 的 光 和 hhei Hg 1 亲 。NiPooi 术 ge 瑟 dr 是 所 、 加 全 -eve 各 :本 tenyp worve wowe cerermoer 一 





始 A[L 了 一 AI; 
对 于 J-I+I1 到 世 步 长 1 执行 
始 A[L 杂 人 AIJ A[J 中 人 AJT 


- 著 8ABS(A 开 上 +AJT) 入 FEPS 
则 若 8ABS(AI 一 AJTD) 入 ERPS 则 
否 
若 SABS(AII-A[rJ, 刀 ) 入 EPS 则 
否 转 BBT 
否 转 BBT. 
终 
终 ; 
]I 一 1=2>TMX;i 转 DONTE; 
BBT， 一 :JS 


对 于 及 = 二 到 区 一 1 步 长 工 执 行 
对 于 M= 开 十 1 到 页 步 长 1 执行 
始 0 人 Hi; 0=>G 0=>HJ; 
对 于 工 - 工 到 太 步 长 二 执行 


始 A[ 天 .及 ] 一 AIK3; A[IL， NM -全 人 TIM; ATKwAI K-TR， ATKsAIME3TEE 


YHATE 一 TEE->YH;，“ 
车工 = 开 则 否 若 I=M 则 否 


始 A[K， 瑟 一 AKT ALM, 也 全 AMH; HA+AKIAAMI- ATIKsAIMESHL 


TB 十 AMIx*AMI 一 TEP; 


TER 十 AKIx*AKJT=>TEM G 十 TPREP 二 THEM 一 >G HJ 一 IEP 二 THEM 一 互 J 


终 


一 所 


终 ; 
ARKM 上 AMK>C， AKM_AMK=>Bi 
车 SABS(O) <EP 
则 始 1 之 OX; 0=8X 终 : 
和 否 始 D/G 一 OT2X; 
若 OCT2X<0 则 一 1 二 SIG 
否 1SIGi 


HA+H>H;,AIK, K] 一 A[M, M] 人 >D;A[K, MI 一 AKM: A[M 四 -AM 


CT2X + SIGx SSQRT (十 OT2X* OCT2X) CTX SIQ/ssQRm (十 
CTXx*OTX) 一 SX; SXxOTX=->0X 


终 ; 
若 YH<0 则 始 CX=TEM; SX 一 OCX; 
_-TEM=SX 


终 否 ; 


COXxCX_SX x 8X->CS2X，2xSXxOX 二 SN3X; DGS2X 二 CnSN2X ->D， 
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.HxOS2X 一 HJxSN2X 一 吾 ; 人 (BasD 一 了 /2)/ 
DEN=>TNHY; 
若 SABS(CTNHY) <HP 
则 始 1]>CHY; 0 一 SHY 终 
否 始 1/88QRT dr-TNHY%TNHY) 一 OHY; CHYaTNHY=>SHTY 
终 ; 
OHYx*COX -SHYxSX-=3O1 OHY*OX +SHYxSX 一 02; OHYxSX SHY- 
CX=81 一 OHY*S 又 TSHYxDX=>82; 
若 SABS(S1) <EP 
则 若 SABS(S2) <EP 则 转 AAT 否 否 ; 


1 过 Js; 
对 于 I=- 工 到 步 长 上 执行 : 、 
始 A[K, 耻 二 AKI; AIM, 站 全 AMT; 。 


CLx*AKI 上 SIxAMI->A [区 ,， 了; 
gS2*AKI 二 O2*AMI=>A[M, 卫 ; 
9 则 始 ' 开 [ 术 , 刀 一 TEKDT 
人 TI[M, 洒 =>TMT; 
1 CTEIHTSLE<TNET Ki 
S2sTKI 二 C2xTMI=>T[M， 吕 
终 
终 ; 
”对 于 TI- 1 到 人 N 落 长 1 执行 
始 AEL'K]-AIK; AT MAtM 
C2x*AITIK 一 82x*AIM 一 A[I， 了 ]; 
-Blx*AIEK 二 OLxAIM=>A[II M]i 
若 Ji0<0 则 
TESTRITE MTIM 
O2xTTTK 一 S2xTIM-3TTIT Ki 
:一 SaTIK 十 CteTEHM 一 TH M] 


、 有 
” “ 否 
本 工 


开放 站 呈 tt 表 本 ho 有 
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三 、 化 实 对 称 撼 阵 为 三 对 角 型 程序 
万 7RBD (47 五 PS，C，P) 
五 B4K (4，m 71，72，2) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 镜像 映射 矩阵 作 相似 变换 把 给 定 实 对 称 矩 阵 入 化 为 三 对 角 型 矩阵 4 _io 
计算 公式 及 程序 安排 可 参见 本 章 810.3 的 (10.3.43) 式 及 有 关 的 讨论 。 程序 中 包括 两 个 过 
了 过 程 五 TBRD 是 将 矩阵 4 化 为 三 对 角 型 4 :， 过 程 五 B4 素 是 把 用 其 它 程序 求 得 的 
4 的 特征 向 量 转换 成 矩阵 4 的 特征 向 量 。 两 个 过 程 需要 分 别 进行 了 调用。 
(这 程 PRBRDCd mw PSO Di 
输入 参数 
% 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
4 一 一 存放 挫 阵 4 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 : 4ffi:mwx(mTITV2。 元 素 
按 行 存 放 , 其 次 序 为 ,Cai，ais ，…，Gin daa，，… Qany 33，…，Qnno 
了 PS 一 一 控制 某 次 镜像 映射 变换 可 和 否 忽略 的 误差 界 ， 一 般 可 以 取 为 计算 机 能 够 表示 的 
最 小 正 数 。 全 t 人 4 小 得 多 , 也 
可 令 卫 PS= 2-c-9。 
输出 参数 
C 一 一 存放 求 得 的 三 对 角 抢 阵 4.-: 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 : CLL:m]。 对 角 
- 线 元 素 存放 顺序 为 CCa，…，C。 
了 一 一 存放 求 得 的 三 对 角 和 矩阵 4。，+ 次 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 ZU: 则 。 存 
放 方 式 为 BE 任意, 从 了 3[ 们 起 依次 存放 ba， pa， …，b。 
《2) 过 程 五 B4K (4, mn， 901，n2，2); ， 
输入 参数 
% 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
4 一 一 即 过 程 互 TRD 中 的 场 4， 该 过 程 执行 完毕 后 ， 蕊 4 中 存放 着 逐次 变换 失 阵 
五 ， 本 过 程 中 将 要 用 到 这 些 抢 阵 。 : 
9 一 一 要 求 转换 的 第 一 个 特征 向 量 的 编号 (或 场 z 第 二 个 下 标的 下 界 )。 
2 一 一 要 求 转换 的 最 后 一 个 特征 向 量 的 编号 (或 场 * 第 二 个 下 标的 上 界 )。 
2 一 一 存放 要 求 进行 转换 的 特征 向 量 的 二 维 场 ， 其 定义 为 : z[1:w 呀 :72] 。 存放 
方式 为 先 依次 存 各 向 量 的 第 一 个 分 量 , 然后 第 二 个 分 量 , 如 此 等 等 。 
输出 参数 
z 一 一 本 程序 工作 完毕 后 ， 场 > 中 按 前 述 同 样 方式 存放 着 要 求 的 矩阵 .和 的 第 已 至 
22 个 特征 向 量 。 
程序 
过 程 HIRD(A,，N，FPS，C， B); 
值 N， 了 PS， 





场 A，O，B; 
始 简 变 了 2, JR, G, 百 ，GG,， 琶 HI; 
对 于 I=- 工 到 N 一 工 步 长 工 执行 
始 0 一 也 ; 1+Nx (一 站 ) 一 代 一 蕊 *( 代 一 2) /2 一 TI2Z4 
对 于 玉 =N 到 II 步 长 开工 热 行 
始 ALIZ 十 玉 一 刀 全 了 了 ->O[ 开 ]; 
Fx* 了 十 瑟 => 瓦 
终 ; 
若 也 < 了 PS 则 始 0 一 H; 0 一 GG 
转 SKIP 终 
否 ; 
若 了 BR<0 则 13>G 否 一 123G; 
Gs8SQRT(H)=>GGi 
百 一 了 xsxGG 一 了 ; 下 一 GG 一 OUII 十 刁 ; 
0 一 F; QII 菇 一 人 ATIZ 十 日 ; 
对 于 J=I+L 到 步 长 1 执行 
始 0 一 Gi 了 2 上 NTJ 一 2*[ 一 JK; 
对 于 开 =I+1 到 页 步 长 1 执行 
始 G+A[JKE]*O[ 了 ] 一 Gi 
- 著 玫 <J 则 JETN 一 人 一 J 民 
否 JK 上 IJK 


2 》 


 GVH->G; 6 一 B[IJ]; 
- 了 +GxO[J]=F 
终 ; 
0.5sF/H>HH; Nw(N 二 1T)/12->JKi 
对 于 J= 丙 到 II1 步 长 于 执行 
始 0[ 耻 =F; B[ 思 一 HHsF->G，G=>B[; 


对 于 及 =N 到 丁 步 长 一 执行 


始 AIJJEK] 一 R*B[E] 一 GxO[K] 一 AUK]; J 一 1 全 J 及 


终 


AAA 


终 ; 
SKIP，A[I 们 一 0 四 ; H 人 A[IZ];，GG 一 BIT+D 
终 ; ， 
有 ITK 二 =5[M]- 
终 ; 
过 程 了 BAK(A, 区 NT1 N2，2)j 
值 NNDN2 


场 A, 委 
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始 简 变 IZ, 了 , 个 1 
对 于 I=N-1 到 工 步 长 一 执行 
始 I+Nx(I- 了 ) 一 G 一 芒 *(G 一 /2=>TI2Z; 
ALLZ4 全 Hi 
若 瑟 =0 则 
否 对 于 J=-N1 到 N2 步 长 1 执行 
始 0 一 8$; 
对 于 区 = 六 到 I++I 步 长 -1 执行 
8 二 ALIZ 二 区 一 卫 *2[K, 采 一 8 S/ 甩 -多 
对 于 实 =NX 到 I+LT 步 长 -1 执行 
ZI[K, 由 一 SrAUZ 十 区 一 了 一 2Z[K,， 四 


四 、 对 称 三 对 角 型 算 阵 的 世间 分 半 法 程序 。 下- 
FeNb4. (C， 忆 70， 721，12， minsy 0 9 : 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 攻 间 分 半 法 计算 对 称 三 对 角 表 拓 阵 的 按 直 小 至 赤 次 序 排列 的 第 对 个 到 第 
%2 个 特征 值 。 假设 考虑 的 对 称 三 对 角 型 矩阵 形 如 (10.3. 钨 的 好-io 程序 要 求 使 用 者 将 
4-: 的 对 角 线 元 素 依次 存放 于 场 CIL: 四 ， 次 对 角 线 元 素 存 于 场 BHL:m 个 由 可 为 任意 
值 )。 并 要 求 给 出 控制 分 半 过 程 结束 的 允许 误差 瑟 PST 和 代 荐 等 于 零 的 gj( 人 的 小 量 min s 
一 般 可 令 ZES1 一 2 max{| tb 十 :CO 十 | 六 | } minsgs 一 2 如 果 要 求 绝对 值 较 小 的 特征 
值 尽 可 能 准确 , 也 可 令 妃 PS1 为 其 允许 误差 。 程 序 求 得 的 结果 是 插 阵 4。-+ 欧 按 上 诺 小 至 大 顺 
序 排列 的 第 吐 至 2 个 特征 值 ， 并 将 其 放 到 场 忌 [ndn2] 中, 程序 也 同时 给 出 总 的 选 代 次 
数 (分 半 次 数 ) 和 求 得 的 特征 值 的 误差 界 , 并 分 别 存 于 简 变 九条 We 二 13S2 是 
远大 于 所 得 特征 值 的 真正 误差 的 , 仅 能 作为 参考 。，， RE 
形式 参数 表 0 
() 输入 参数 2 
~ 一 怎 阵 的 阶 数 。 
9 一 一 要 求 的 第 一 个 特征 值 的 编号 (假定 抢 阵 4,-:+ 的 特征 值 按 由 修 到 大 的 次 序 排 
列 )。 本 本 
ha 要 求 的 最 后 一 个 特征 值 的 多 号 ， 
min s 一 一 所 用 计算 机 上 ,II 十 s 夫 1 的 最 小 正 数 s。 如果 计算 机 的 学 长 (和 履 强 分 面 
为 二 一 般 可 令 minsg=2。 
BPS1_ 控制 分 半 过 程 结束 的 多 许 误差 。 般 可 令 其 为 2 “max{flb- 二 | 十 1 十 | RD 
或 视 使 用 者 需要 而 定 。 
CO- 一 存放 和 矩阵 4。: 的 对 角 线 元 素 的 一 维 场 , 其 定义 为 ， CU: 由 。 存放 次 订 为 ， 





CO，…，Oo 
B__ 存放 甜 阵 4，; 的 次 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 ，B[l:m]。 存放 方式 是 
B[ 匡 可 为 任意 值 ,从 3[ 罗 起, 依次 存放 ja， 18， Di。 
(2) 输出 参数 
工 一 存放 特征 值 计算 结果 的 一 维 场 ,其 定义 为 , 立 [nl: o2]。 存放 次 序 是 由 小 到 大 
的 次 序 , 即 下 [ni] 二 对 [ml 十 了 < 尖 入 素 [aa]。 
互 一 一 存放 求 出 所 要 的 全 部 特征 值 的 总 迭代 次 数 。 
也 PS82 一 一 计算 所 得 诸 特征 值 的 误差 界 。 
程序 
过 程 ERENBAN(C,，B, 广 , N，N1， No， MINS， 了 PS1，EPS2， HD)， 
值 N NT1，N2，MINS; 
场 C, B，X; 
简 变 了 PS1， 卫 PS2， 瑟 ; 
始 简 变 Z，XMIN，XMAX; 
0=>BE] 人 一 4ABSCBLIN]) 一 XMIN; 人 二 SABSCGBLN]) 一 XMAX; 
对 于 I-N-I 到 工 步 长 -1 执行 
始 ee (BID)+SABS(BII+1)2 
车 MAX<CLII] 十 2 则 CT 十 2 一 XMAX 否 ; 
若 0[I] -ZXMIN 则 C[D 一 Z->XMIN 否 
终 ; - 
车 0<XMAX 二 XMIN 则 XMAX->Z 否 站 
一 XMIN->Zi 加 
2xMINS=-> 有 PS2; 
若 EPST 委 0 则 卫 PS2 一 PSL 否 ; 3 
7x* 了 PPS2 十 PSI1/2 一 BEPS2; ， 
始 简 变 A, Q,Q1, XU，XSi 
场 ”“ 双 JINI1:N9]， 
XMAX-=>XS 
对 于 工 = -了 到 N9 步 长 工 搞 生 
始 XMAX 一 区 [; XMIN 一 WU HH 终 ; 
0 一 开 ; RN 
对 于 和 =N2 到 ML 步 长 -1 执行 ，， 0 
始 XMIN 一 XU 全 
对 于 TI- 玉 到 NT 步 长 -执行 
若 XU< WUDU 则 始 ;WU[] 一 和 XU; Rs 
转 CONT 
否 :， ， 
GONT， 若 XIK] < XS 则 X[K] 一 XS 否 4 


Ce = 


Tirreiseoahr 本 从 才 ) 相 hi 





486 
对 于 X1=- (XU-HXS)/2 
当 2x*MINS*(8ABS(XU) SABS(XS) ) 十 EPS1<XS 一 XU 
执行 
始 五 +1>H 
0 人 ;1 一 Q; 
对 于 I=1 到 NN 步 长 1 执行 
始 若 Q=0 
则 8ABS(B[ID)/MINS->Q1 
否 3U*B[D/Q 一 Qt 0 也 -和 X1 一 Ql 一 Qi 
若 Q<0 则 A++L->A 否 
终 ; 
若 A< 一 开 则 
若 人 A<<Nl 则 始 XI 一 XU; 
X1 一 WU[NI] 
终 
否 始 X1 一 XU; X] 一 WULA+1] 
若 X1<[A] 
则 XI1=>X[A] 
否 
终 
否 1->XS 
终 ; 


(XS 十 XU)/2->X[K] 


五 、 求 对 称 三 对 角 型 矩阵 特征 向 量 的 反 肾 法 程序 
LNTER(C ，X， 0，01，702，F7EC，mins) 


使 用 说 明 
本 程序 是 用 反 需 法 计算 对 称 三 对 角 型 矩阵 4，;( 见 (10.3.44) 式 ) 相 应 于 已 知 近似 特征 

值 的 特征 向 量 。 
程序 假定 特征 值 已 由 区 间 分 半 过 程 或 其 它 过 程 求 得 ( 存 于 场 系 fnl:m2])， 本 程序 求 得 
的 相应 特征 向 量 存 于 场 了 BO[1:mw，wL:n2]。 参 数 mins 与 区 间 分 半 法 程序 中 相同 。 在 进行 计 
算 时 , 首先 将 4 一 NT 按 列 主 元 素 消去 法 进行 分 解 。 所 得 的 上 三 角 型 矩阵 巡 的 主 对 角 线 
元 素 , 次 对 角 线 元 素 及 第 三 对 角 线 元 素 分 别 存 于 场 刀 ， 及 丈 [1: 四 ， 所 得 的 单位 下 三 角 型 矩 
阵 卫 的 次 对 角 线 元 素 存 于 场 了 [2: 吕 ， 行 交换 信息 存 于 场 Int[2:m] 。 然 后 再 进行 迭代 。 通 
. 常 求 出 一 个 向 量 的 迭代 次 数 不 超 过 5 否则 认为 该 向 量 求 不 出 来 , 而 将 相应 的 选 代 次数 记 数 





单元 送 以 6 作为 失败 的 标志 。 如 此 逐个 向 量 进行 欠 代 , 直到 求 完 所 有 向 量 为 止 。 
(四 输入 参数 
%- 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
纪 一 一 要 求 的 第 一 个 特征 向 量 相应 的 编号 ( 即 其 相应 的 特征 值 按 由 小 至 大 次 序 的 编 
号 )。 
2 一 一 要 求 的 最 后 一 个 特征 向 量 相应 的 编号 。 
min s 一 一 所 用 计算 机 上 工 十 s 关 工 的 最 小 正 数 s。 少 计 算 机 的 字 长 为 ti( 指 尾数 部 分 而 
言 ) ,一 般 可 令 mins 宕 2 
王 一 一 存放 特征 值 近似 值 的 一 维 场 其 定义 为 : 了 [ndi:n2]。 其 中 存放 用 区 间 分 半 法 或 
其 它 过 程 求 得 的 怎 阵 4 的 第 吐 个 至 "2 个 特征 值 ( 按 由 小 至 大 次 序 排列 )。 
C 一 一 存放 怎 阵 4,-: 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 ，C[1: 四 。 存放 次 序 为 C， 
O2， 全 O。 
如一 一 存放 乞 阵 4,，1 次 对 角 线 元 素 的 一 维 场 ， 其 定义 为 : B[t: 四 j。 存 放 方 式 为 
23 也 任 意 , 从 ZI] 起 依次 存放 2，08，…，D。 
(2) 输出 参数 
7 ec 一 一 存放 反 疾 法 求 得 的 特征 向 量 的 二 维 场 , 其 定义 为 : .Fec[1:n， olL:n2] 。 存放 方 
式 是 将 吗 一 叶 十 1 个 特征 向 量 视 为 一 个 mx (2 一 和 十 二 维 挎 阵 , 其 每 一 列 为 
一 个 特征 向 量 , 然后 将 这 个 怎 阵 的 元 素 以 按 行 排列 的 次 序 存 于 场 Fec 中 。 
程序 
过 程 INVER(O，B, 和 X, N，N1 N2，VEO，MINS)， 
值 N N1 N2，MINS; 
场 0, B, X， VEOC; 

始 ， 简 变 UV, XU，BI 8，X1， X2，NGRM，EPS， PPSL FEPS2，GP，TS; 
场 2 D, E, FI1:N]，INT,， Y[2:N]， CTSINT N9]; 
8ABS(C[]) 过 NBRM; 

对 于 I=2 到 术 步 长 1 执行 
NB6RM-+SABS(CU) +SABS(B[ID) 一 NO9RM; 
一 NORM->Xli 
N6RMx10 人 (一 分 =>EPS， 
NBRMxMINS-EPS1 
FEPS1xN=>EPS2，0->GP;， 1->8; 
对 于 到 =N1L 到 N2 步 长 1 执行 
始 1>TS; 芭 [ 了 ]->X2; 
若 X2- XI<EPS 则 GP+1-GP 否 0>GP， 
车 X2<XL 则 XI 二 BEPS] 一 又 2 否 ; 
FEPS21SSQRTON) ->U; 
对 于 I= 到 下 步 长 执 行 U 一 2[T] 
G[1 一 X2->U，B[2 过 V， 


Crop 地理 ， sg。 ratespe 各 人 tegg :sse ea 加 人 mo 
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对 于 I=2 到 丙 步 长 革 执 行 
始 吾 [站 一 BIT; 
若 8ABS(U) 和 SABS(BD 则 1>INTTD] 
否 0 一 INT[]; 
车 INTT[I = 工 则 
始 U/BI 一 XU; XU 一 YT[]; 
BI->DTI-- 思 ;0[] 一 X2 一 FRII 一 习 ; 
车 I= 世 则 0=>FII 一 已 
否 如 [ 工 十 匡 一 工 [ 工 一 刁 ; 
了 -和 XUx* 了 II 一 刁 僵 U;i 一 XUxF[I 一 匡 一 六 
终 否 和 
始 BHI/U 一 XU;， XU 一 Y[TD，U 全 D[II 一 切 ，V 一 BTI 瑞 0=>FEI-- 恬 ; 
0O[ 了 一 X2 一 XUxV 一 U; 
若 I=N 则 否 BII 二 if 一 V 
终 ; 
车 U=0 则 了 PS1->DIN] 
否 U 一 DIN]; 
0->EIN]; 0=> 了 [IN]; 
终 ; 8 
NEWZ， 对 于 I=N 到 ]J 步 长 一 1 执行 1 
始 人 (ZI 一 Us 了 [一 VEFEDyADT[D 2 UV; 2Z 丰 J 


终 ; 
对 于 J= 玉 --GP 到 开 一 1 步 长 1 执行 


对 于 I=1 到 N 步 长 1 执行 

又 U 十 2[ 了 HB*VEOGO[LI 中 一 又 U; 

对 于 I= 革 到 步 长 本 执行 

2Z[I -XUxsVEOIL 拉 志 2 

终 ; 

0 一 NORM; 

对 于 I=1I 到 玉 步 长 本 执行 

NBRM 上 SABS(Z[D) 二 NBRM 

若 N9RM<1 风 

始 若 TS-5 则 始 6->GTS[K]， 
转 END 


若 NORM= 0 则 始 EPS2 一 Z[S]; 
若 8=N 则 1->8 





: 否 S 十 1 一 >S: 
终 
否 始 EPS27/NBRM-3XU; 
对 于 T= 工 到 步 长 工 执行 
2&[J 世 *XLUL=>2 [了 
终 ; 
对 于 工 -2 到 步 长 工 执行 
车 INT = 二 则 
始 ZI 一 已 全 U; 2 一 20I 一 轨 ; 0-_ Y [万 *2 局 之 2 


终 
否 ， 
ZID -YY[Dx*ZII 一 刁 一 2Z[; 
TS 二 Te>TS; 
转 NEWZ 
终 
俩 ; 
0=>U; 


对 于 T=- 到 IT 步 长 工 执 行 
U+Z[DD T2->U; 1/8SQRT(U) -XU， 
对 于 T= 寺 到 信步 长 工 执行 
XUxZ[ 站 之 VEO[L K]T TS=>OTSFER]1， 
END，X2=3>X1 
终 


NS 


六 、 化 带 型 实 对 称 抵 阵 为 三 对 角 型 程序 
DAIRP (4d，2，72， SF 万， 站 
使 用 说 明 


本 程序 是 用 本 章 810.3 表 10.3 了 未 的 一列 能 和 插 实 对 和 全 化 为 三 对 
角 型 矩阵 办 


0O， 2 4 


. 区 
0 OO， 


一 | 


根据 使 用 者 的 要 求 ,也 可 同时 算出 逐次 旋转 矩阵 的 乘积 矩阵 了 (D- za 站， 


让 和 各 (si nop 本、 的 0 人 六 -时 汪 六 各 于 -Pt ear “入 “< 机 aa 才 可 二 卫生 夫人 人 ol 名 痢 吉 < 
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为 了 节省 存储 单元 ， 程 序 要 求 使 用 者 将 矩阵 4 上 三 角 部 分 的 非 零 元 素 带 ， 以 按 行 排列 
的 次 序 存 于 二 维 场 4[L:m，0:o] 内 。 例 如 ， 





- 6 -4 1 了 
| 0 0 | 
| -4 6 一 4 I | 
1 -4 6 -4 1I | 
一 | 1 
全 和 
1 -4 6 -4 1 
|- 0 1 -4 6 
则 场 4 为 ; 
人 
16 -4 1 
6 -4 1 
16 -4 1 
16 -4 1 
1 
6 一 生 一 久 
| AAA 
人 AAAX 义 - 


其 中 三 个 “x ?元 素 可 为 任意 值 。 
程序 还 假定 抢 阵 阶 数 和 上 三 角 部 分 的 非 堆 对 角 线 条 数 必 以 及 是 否 需 要 计算 抵 阵 了 
的 信息 SF， 均 由 使 用 者 给 出 。 程序 将 求 得 的 三 对 角 型 矩阵 妃 之 对 角 线 元 素 C 存 于 场 
忆 [L: 中 中 , 次 对 角 线 元 素 六 存 于 场 瑟 [1:m] (五 吴 ] 可 为 任意 数 ) 中 。 我 们 可 将 其 作为 初始 数 
据 直 接 引用 区 间 分 半 法 程序 。 此 外 , 若 仿 了 关 0， 程 序 将 计算 矩阵 太 并 把 它 存 于 场 玉 岂 :mw 
1 :中 中 , 作为 用 反 者 法 程序 求 得 矩阵 也 的 特征 向 量 及 后 , 计算 站 ,= 加. 筷 之 用 。 
(bb 输入 参数 
一 一 怎 阵 的 阶 数 。 
” mm 一 一 矩阵 的 “ 半 带 宽 ”( 总 带宽 为 2m-+1)。 
4-- 一 存放 带 型 对 称 矩 阵 上 三 角 部 分 非 零 元 素 的 二 维 场 , 其 定义 为 ，4[1:m, 0:m]。 
元 素 按 行 存放 ， 其 次 序 为 ， at，ale，，…，al,m+l，dss，，…，Gs,m+9，0s3， an 
(参看 前 面 的 例 )。 
AF 一 一 车 9 =0， 程 序 不 计算 逐次 旋转 矩阵 的 乘积 , 否则 , 程序 将 逐次 旋转 称 阵 连 乘 
起 来 , 并 以 按 行 排列 的 次 序 存 于 场 了 了 。 
(2) 输出 参数 
D- 一 存放 求 得 的 三 对 角 型 矩阵 万 对 角 线 元 素 的 一 维 场 , 其 定义 为 ，D[1: 由 。 对 角 
线 元 存放 的 次 序 为 CQ Co，…，Cn。 
殖 一 一 存放 求 得 的 三 对 角 和 矩阵 疙 次 对 角 线 元 素 的 -一 维 场 ， 人 EL 旨 。 存 放 
方式 是 五 [加 可 为 任意 值 , 从 吾 [ 人 ] 起 依次 存放 bs，…，be 
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F 一 一 存放 逐次 旋转 矩阵 乘积 的 二 维 场 , 其 定义 为 ， 玉 [1:mw 1: 赔 ， 乘 积 矩 阵 的 元 素 
按 行 存放 。 
程序 
过 程 DAIRD(A, N M, SV，V, D,， 卫 ; 
值 NM, 8SV; 
场 A, V, D,， 了 
始 ” 简 变 0, S, 02, S?，09, OCT，U，U1, G, MAXJ MAXL，UGIs 
若 S8V=0 则 
否 对 于 IT= 工 到 N 步 长 工 执行 
对 于 J 开 到 步 长 荆 执 行 
若 I= 丁 则 1=>V[I 本 
否 0 一 V[TI, 中 ; 
对 于 I=- 工 到 N-I 步 长 1 执行 
始 若 区 -I<M 则 X 一 I>MAXJ 否 M=MAXJ 
对 于 J=-MAXJ 到 2 步 长 -1 执行 
” 始 对 于 买 =I+J 到 玉 步 长 M 执 行 
始 若 及 =I+J 则 始 车 AI 由 =0 则 
转 ENDJ 否 ; 
AL J 一 刁 人 AD 刀 =>0T; I 人 2UGL 
终 
否 始 苦 Q=0 
则 转 ENDJ 
否 ; 
A[K~-M- 了 M]/G->OT; 信 -M=>UGL 
终 ; 
1/8SQRT(LHOT 个 2)=8; 
OTeS->0; COxC=02， 
人 8 一 2，C*S 一 0S; 
0O2*A[ 了 一 1, 0] 23xOS*A[ 了 一 1 英 上 +S2*A[K, 0 一 U; 
82xA [了 一 1 0] 一 2*0S*A[K 一 1 站 十 CO2*AT[K, 0]=>UH 
(A[K, 0 一 A[K-1 0])xCS 二 AT[ 区 一 1 英 *(02 一 82)=>A[K- 1T， 
U 一 A[K 一 1 0]; 
TUl->A[K, 0]; 
车 攻 =I+J 丁 则 
否 光 
OA[K-M-1 M] +S*G->A[K-M-d MD) 
对 于 工 - UGL 到 正 一 2 步 长 工 执 行 1 
始 O*A[L, 玫 一 一 匡 十 SeATL， 玫 一 器 全 Ui gw 了 -- _ 训 
-SeA[L 区 _L- 杂 ->AfL 匡 一 T， ;.U 一 人 A[L, 买 一 工 一 轿 : 
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终 ; 


若 人 -KM-1L 则 检 -一 >MAXEL 
否 M 一 >MAXL; 
对 于 L=I 到 MAXL 步 长 工 执行 
始 COxA[ 开 一 二 了 十 刀 十 SxA[ 开 ， 了 一 U; 
COxA[K, 世 一 SeAT[ 了 一 二 工 十 英之 人 A IE， TL]， 
TU=>ATK 一 1 工 十 刁 
终 ; 
若 玫 +TM<N 则 始 S*A[K, M]=>G; 
O*ATK, M] 一 A[K，M] 


否 ; 
若 SV=0 则 
否 NS 
对 于 L=T 到 丙 步 长 芋 执 行 - 
始 COsV[IL, 玉 - 站 二 SeV[L KU，OeVETYK] 一 Sev[DL 
K-1J 二 VIL KJ UV[L K-T 
终 2 4 
终 ;… 
ENDJ. 
终 ; 
AIT 0]>DID;， AL 圈 BI+ 人 1 
终 ; 


AIN, g 人 BDIN] 
约 ， 


=- 


七 、 化 4z=XBz 为 普 关 将 征 值 问 题 程 
-ABRD(O BobD 
本 人 1 了 1，72， 名 


使 用 说 明 

本 程序 是 按 (10.3.51) 式 将 广义 特征 值 问题 4z=》 召 z 化 为 普通 的 对 称 矩 阵 特征 值 问 
题 。 程序 假定 使 用 者 将 对 称 怎 阵 4 和 加 的 上 三 角 部 分 元 素 以 按 行 排列 的 顺序 存放 于 场 
4,， B[t:wx 人 ma 十 1)/2]。 程 序 的 第 一 个 过 程 ABRD (4，B, 和 力 是 求 出 五 蕊 4 了 和 兢 的 
上 三 角 部 分 元 素 并 按 行 排列 地 存 于 场 4 和 也。 第 二 个 过 程 ABRBE(B, mw nl, wm2, ] 是 对 已 
求 得 的 算 阵 厂 -4 也 池 的 特征 向 量 包 左 乘 以 研 -7 从 而 转换 成 要 求 的 特征 向 量 w。 

程序 对 于 矩阵 召 在 含 入 误差 范围 内 是 香 正 定 能 自动 作出 判断 。 发 现 非 正定 时 , 则 停止 
计算 。 此 外 , 车 矩阵 召 事先 已 进行 过 分 解 并 已 将 2 按 行 存 于 场 B， 则 可 令 参数 了 为 负 值 ， 
程序 执行 过 程 中 会 自动 跳 过 分 解 矩 阵 如 的 步骤 。 





(TD 过 程 ABRD (4，B，m， 全 ， 
输入 参数 
% 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
” 扩 一 若 t0， 表示 使 用 本 程序 前 已 将 矩阵 如 分 解 ， 人 角 因 子 人 
场 B， 丰 放 方 式 与 矩阵 如 的 元 素 相同 。 
4 一 一 存放 和 抢 阵 4 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 ， 站 1: 9# (名 十 卫 ) 73 。 元 素 
按 行 存 放 ， 其 次 序 为 011，aise，013，…，Qt Ga …，GCan，033， Como 本 程序 
工作 完毕 后 ， 场 4 市 生 王 过 同村 因 式 计生 提 了 7Z47 一 的 上 三 角 部 分 元 
素 。 
了 一 一 存放 和 矩阵 了 3 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 场 , 其 定义 与 存放 方式 与 场 4 相同 。 本 程 
序 工作 完毕 后 , 场 召 中 扫 同 桩 方式 存放 着 竹 阵 ; 到 的 上 三 角 部 分 元 素 。 
(2) 过 程 ABRE(B， %，9，m2， 力 ， 
输入 参数 
% 一 一 矩阵 的 阶 数 。 
对 一 一 需要 转换 的 第 一 个 特征 向 量 的 编号 (或 在 场 马 中 的 列 下 标 )。 
n2 一 一 需要 转换 的 最 后 一 个 特征 向 量 的 编号 (或 在 场 和 中 的 列 下 标 )。 
B-- 一 存放 和 矩阵 到 上 三 角 部 分 元 素 的 一 维 声 ， 人 ABRD 内 
相同 。 
4 一 一 按 行 存放 mx (s2 一 红 十 力 继 矩阵 * 的 二 维 声 其 定义 为 : [it:n，s1L:s2]， 其 中 
1<sL 和 nl n2<s2<%o 符 阵 罗 的 第 叫 列 至 吧 列 为 需要 转换 的 特征 向 量 。 本 
程序 工作 完毕 后 , 矩阵 的 第 凡 列 至 到 列 ( 即 场 : 中 第 二 个 下 标 为 喔 至 公 
的 wx (n2 一 中 十 了 个 单元 ) 为 要 求 的 特征 向 量 xio 
程序 
过 程 ABRD(A，B，N，T); 
值 N; 简 变 T; 
场 A，Bi 
始 简 变 X, Y ji; 
若 工 <0 则 
否 对 于 I= 工 到 步 长 工 执 行 
对 于 J= 工 到 步 长 夺 执 行 
始 0 一 J 玉 ; 0 一 又 ; 
对 于 玉 = 工 到 工 一 工 步 长 工 执行 
始 X+B[II+JK]x*B[J+JEI 一 Xi; JKTN 一 了 一 J 区 
终 ; . 
BU 十 JK] 一 令 一 Xi 
若 ]=J 则 车 叉 乏 0 则 
始 印 + 又 ,了 
停 666 
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否 SSQRT(X) 一 了 
否 ; 
X/Y”BU+ 史 ] 
对 于 I= 1 汉 玉 步 长 了 执行 
对 于 J= 半 到 王 步 长 二 执行 
始 0 二 又 ; 0 二 Ji 
”对 于 玉 = 工 到 J= 革 步 长 工 执 行 
始 和 +TA[LII+JK]*BUJ 二 JEK] 之 X; 
人 本 
“ 终 ; 二 
(AIIHJE]- 又 ) 0 
终 ; 
对 于 I=- 工 到 N 步 长 1 执行 
对 于 J= 工 到 并 步 长 1 执行 : 
始 0=>Xi 0 本 OK 
/“ 潮 于 买 =1 到 J 一 工 步 长 1 执行 
始 X+LA[II+Y]*BUJ 上 JEK]2DR 
:JJ 区 TI KJE; 
: 港 民 < 则 立 +N 一 区 -> 了 
- 理 演 十 12>Y . 
终 ; 


_Xy/BU+JEK]2AIIHI 


终 ; 
过 程 ABRE(B，N，N1，N2，2Z); 
值 W，N1，N2; 
场 B，2 
始 简 变 ，IZ; 
对 于 J=N1IL 到 N2 步 长 1 执行 
对 于 I 玉 到 工 步 长 -执行 
始 1+(-Thx*N- (一 Ts*(GI-- 3 人 
2[T, :四 = 又 ;7 
对 于 必 =IH1 到 N 步 长 1 执行 
文 --B[IZ 二 一 *Z[K, 帮 ， ， 
X/B[IZ] 一 2 本 本 1 ， 





八 、QR 方法 求 任意 实 和 矩阵 全 部 特征 值 程序 
QRMT Oo，PPS，PBid4， 4，PRB，T7Mf ,7S) 
使 用 说 明 人 
本 程序 是 按 本 章 10.3.3 节 所 述 的 QR 方法 求 任意 实 和 矩阵 的 全 部 特性 值 ' 详细 的 计算 
步 队 及 公式 , 读者 可 参阅 310.3.3 的 最 后 一 段 。 为 简单 起 见 ， 程序 中 略 去 了 初始 矩阵 平衡 的 
步骤。 
RE 夺 化 为 上 海 森 保 并 
将 其 仍旧 看 于 矩阵 4 的 原来 位 置 上 ,其 计算 公式 为 
0 | 
= (0 0，…， 0，atr 十 sign (人 Do， 全 于 
or 于 (aogD2 
一 (ai 十 10 多 |)G82， 4 人 
= 术 [(B8 鸡 /本 证 
人 [CBN 7/ 醒 ] 
并 名 二 国人 下 
如 果 某 个 ov 很 小 , 由 于 计算 误差 可 能 导致 相应 的 变换 矩阵 正 交 人 性差 , 故 将 该 次 变换 略 去 , 并 
认为 m*= 0。 这 样 作 并 不 影响 所 得 特征 值 的 精度 。 本 程序 要 求 使 用 者 给 出 一 个 控制 常数 
Bi4 来 决定 or 是 否 应 代 之 以 零 , 一 般 来 说 ，BH4 可 下 为 隔 大 于 计算 机 上 所 能 才 未 的 最 小 让 
数 。 





sapeda la 和 
其 中 了 PS 1+EPS 关 1 ee 下 可 信 SEPS= -2 人 






一 [(cuw 一 amm)。 (CT 1 一 mm) 一 om- 1。 Cr- /anta 赂 十 Com， ml 


1 人 
G@W 一 C++LT 一 Conm 一 (cm 一 wii) 一 (Cn 一) 


仑 周一 Gon+9,7n 十 I 了 
如 果 有 ， Na 是 
lw-al (|g! 十 mml)<EPS*lpnlx( 室 loul) 
则 表明 经 过 相应 变换 后 ( 吧 十 1 字 一 忆 与 (m 十 2 一 开 两 个 元 可 以 忽略 不 计 ， 整 个 矩阵 
的 第 mm 行 以 前 仍 为 上 海 森 堡 型 , 那么 变换 即 可 从 第 m 列 开始 。 此 外 , 若 某 个 特征 值 已 迭代 
10 次 (或 20 次 ) 仍 不 收敛 , 程序 即 按 如 下 公式 进行 一 次 特殊 移 位 汪 宝 和 让 
丰 十 妨 一 十 “5(| cov- 1 十 |cn-l， 3|) 上 
加。 ba 一 (| < # 开 |j | 十 |eai 外 )3 | 本 





人 
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如 果 迭 代 30 次 后 仍 不 收敛， 即 认为 方法 失败 ,程序 自动 停机 (停机 号 码 为 888) 。 车 炙 续 启 
动 , 则 返回 主 程序 。 
由 
了 PS 一 计算 机 上 1-+sx 工 的 最 小 正 数 e。 一 般 可 取 为 3 人 为 计算 机 必 孝 请 分 的 
长 ) 。 
已 4 一 决 定 w 是 否 可 以 名 了 略 的 控制 常数 , _ 规 取 其 略 大 于 计算 机 上 能 够 才 示 的 最 小 
正 数 ,车 阶 码 允许 变化 范围 4 比 圭 大 得 多 , 也 可 取 有 4 全 和 
4 存放 原始 失 了 元 素 的 二 维 场 ， 其 定义 为 4[1:w I: 则 。 年 阵 元 素 按 行 存放 ， 
其 次 序 为 0C44，Qio，。…，QC1，Qat，0a2， 0Q20， CQ31 Gono 程序 工作 完毕 后 ， 
场 4 中 的 内 容 即 已 破坏 。 
(2 参数 
及 一 一 存放 求 得 的 特征 值 实 部 的 一 维 场 , 其 定义 为 RE 上 :中 。 
TI 一 一 存放 求 得 的 特征 值 虚 部 的 一 维 场 , 其 定义 为 : IT 型 L: 对 。 
DPS- 存放 求 得 每 个 特征 值 所 需 迁 代 次 数 的 一 维 场 ， 其 定义 为 ，ZS[1:q]。 如 果 特 
征 值 为 一 对 共 印 复 根 ， 它 们 是 同时 求 得 的 ， 则 第 一 个 的 迭代 次 数 与 第 二 个 反 
号 。 
强 序 、 
过 各 QRMTGN， EPS， ETA， A， RE， IM，TS); 
值 KEPS，ETA; 场 A，RE，IM，TS; 
始 ” 简 变 P, Q，R,， 8, T,， 丽 ,和 X，YT,， 2 ITS，N， LL MM, NN, JJ 
一 1 一 N]i 
对 于 M=2 到 一 1 步 长 了 执行 
始 0 一 X; 
对 于 I=KNK 到 M 步 长 -执行 
始 ALL M 一 习 僵 P; P->RBEDD; 
若 SABS(P) < 则 否 SABS(P) 一 X 
终 ; 
车 X<ETA 则 始 0-Q; 转 SKIP 终 否 ; 
0 一 8， 
对 于 I=- 太 到 M 步 长 -执行 
始 REUD /X>P，P 一 RE 口 ; 8 十 PP=>8 
终 ; 
若 0< 了 P 了 则 一 1 否 1 
Tx8SQRT(S) 一 Qi 8 一 PxQ 王 SP 一 Q 一 RE[LM]; QxX 一 GQs 
对 于 J=-M 到 玉 步 长 执行 
始 0=>P; 
对 于 I= 瑟 到 M 步 长 -执行 





P 二 RE[I*AI 术 一 P; P/S=>P; 
对 于 I-M 到 琴 步 长 1 执行 
A 代 刀 一 PxBRET[->AF[L 可 
终 ; 。 注 { 以 上 行 变换 } 
对 于 I=1 到 瑟 步 长 了 执行 
始 0 一 P; 
对 于 J= 玉 到 M 步 长 一 1 执行 
P 二 RE[J]*A[II, 四 一 P; P/S->P; 
对 于 J=M 到 页 步 长 革 执 行 
AI 刀 --PxRET[ 直 一 A[L 中 
终 ;。 注 { 以 上 列 变换 } 
SKIP，Q 一 A[M,，M 一 汪 
终 ; 注 { 化 为 上 海 森 集 型 完毕 } 
0=>T; N 一 >NN; Se 
NW:; 若 NN=0 则 转 TIN 否 ; 
0 一 ITS，NN 一 1 一 N]; 
注 “{ 以 下 检查 是 否 有 单个 小 的 次 对 角 线 元 素 } 
NT， 对 于 工 =NN 到 2 步 长 -执行 
若 SABS(A[L, 工 - 刁 )<EPS*(SABS(ACL-1L- 寻 ) 上 +SABS(CA[L, DL])) 
则 始 IDLL; 转 OT1 终 否 ; 
1=>LL; 
CT1，A[INN，NN] 一 X; 
若 LL=NN 则 转 GW 否 ; 
AIN1 NH] 一 Y; AINN, NH*A[IN1, NN] 一 W; 
车 LEL=N1 则 转 TW 否 ; 
车 30<ITS 则 始 停 888; 转 FIN 终 否 ; 
若 ITS=10 则 否 若 ITS= 20 则 否 转 S9N; 
注 { 以 下 作 特 殊 移 位 } 
了 十 X 一 Ti; 
对 于 I=1 到 NN 步 长 1 执行 A[L 了 一 和 一 A[I， 癌 ; 
SABS(AILNN, NH)+SABS(A[IN1,，NN 一 引 ) 一 Si，0.75x*S=>X， 和 一 T; 
一 0.4375*SxS 一 人 Wi; 
SBN，TTS 十 1 一 TTS; 
注 { 以 下 检查 是 否 有 相 邻 两 个 小 的 次 对 角 线 元 素 } 
对 于 M=NN~2 到 LILL 步 长 开 执 行 
始 ALM， M] 一 2; 又 一 2 一 R;， Y 一 2Z->8; 
(ResS 一 鸡 )/A[M+L MI TAIM, M+T] 僵 P A[M 上 1 M 二 人 一 2 一 人 一 S 一 Q; 
ATM 二 2，M 二 圈 一 R; SABS(P) +SABS(Q) +8ABS (BR) 一 Si 
P/S=>P;，Q/S=>Q;，R/8 一 R，M 一 MMi; 





f 


人 





若 M=IL 则 转 CT2 否 ; 
若 SABS(A[M, M- 人 圈 )* GABS(Q) +8ABS(B))<PSsSABS(P)。 
(GABSCATM_-T MT)+SABS(Z) +SABS(ALM+L M+ 杂 )) 则 转 CT2 否 
终 ; 
CT2， 对 于 I-MM-+2 到 NRN 步 长 1 执行 0 一 A[ I 一 2]; 
对 于 I=-MM+3 到 NN 步 长 工 执行 0 全 AIL I-3]; 
注 { 以 下 对 ID 至 NN 行 及 MM 至 NN 列 进行 双 步 QB 变换 }】 、 
对 于 玉 =MM 到 N1 步 长 1 执行 
始 若 民 =MM 则 否 
始 A[K, 区 一 如 二 P; A[K+L 区 一 23Q， 
若 区 =NIL 则 0R 否 AIKT2 区 一 眉 一 Ri 
SABS(P) 上 8ABS(Q) TSABS(R) 一 Xi 四 、% 
若 允 -0 则 转 OT3 否 ; 
P/X=P; Q/X=->Q;， R/X=>R 
终 ; 
SSQRT(P*P+QxQ 二 RaR)=28; 四 
车 P<0 则 一 8 二 8 否 ; 5 : 、 
若 玉 =MM 则 若 IL~ MM 则 否 -A[K* 习 一 贡 光 A[ 区 -KK-= 
7 Pet > 否 . 一 S* 双 一 A[K, 买 一半 ; We 
PS->P, P/S-X， Q/8->Y，R/S->Z， Qpaag， RyBPR， 
注 《以 下 行 变换 } 
对 于 J= 开 到 NN 步 长 1 执行 
始 A[K, 四 二 QxAT[K 上 1 姓 P; Ra 
若 区 =NL 则 和 否 
始 P+RxA[K+2 ] 坊 P, AIK+2 四 ~ PuZ-AIK 上 2， 而 
终 ; 
A[K+ 可 _peYeAIEAL 开 AA[E -PR [KE 了 
终 ; 
若 玉 二 3<NN 则 开 十 3J 林 否 NN 人 JJ 
注 《以 下 列 变换 } 
对 于 I- 巧 到 苛 步 长 T 执 行 
始 Xx*A[I 区 ] 二 YeA[IL 区 十 是 一 P; 
若 开 =NL 则 否 
始 了 十 ZrxA[TD 习 十 ]=>P; A[L 区 二 人] 一 PxR 一 A[L 了 + 
终 ; 
AT[I 本 人 二-PxQ=A[L 5 A[ 本 -PaAL K] 
0 





转 NTS 
注 { 以 下 拔 到 一 个 根 的 处 理 } 


GW， XHTTLRE[NN]，0->IMINN]， TTSTSINN] N1->NN; 转 ， 


往 { 以 下 找到 两 个 根 的 处 理 } 5 5 


TW，(Y-X)/2 一 P, PsP+W=>Qi ER )2Y 


一 ITS->TSINN];， ITS=>TSINIT]; T 二 X->Xi 
若 0<Q 则 始 若 P<0 则 --Y=>Y 否 ; 
PTY=->Y; X- 上 TY->REIN1]; 和 一 友 /Y>RE[NN]; 
0=>IMINN]; 0 一 IMINI] 
终 
否 始 X 二 P=RE[N1]; +P->RE[NN]; 
Y=>IMINI];，-- Y=>IMINN] 
终 ; 


NN 一 2->NN; 转 NWi 


IIN， 


S; 
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第 十 一 章 “” 常 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 


生产 斗争 和 科学 实验 中 有 大 量 的 问题 都 表达 为 常 微分 方程 的 形式 。 特 别 是 在 描述 系统 
的 动态 演变 时 , 例如 生 灭 的 过 程 .物体 的 运动 电路 的 振动 朋 变 、 化 学 反应 过 程 等 等 都 表达 为 
以 时 间 + 为 基本 变量 参数 的 常生 分 方程 或 方程 组 (当然 基本 变量 也 可 以 表达 空间 或 其 它 的 
物理 意义 ) 。 

对 于 这 类 方程, 实 肛 上 常常 需要 解 < 初 值 问题 ”， 即 给 定 了 解 的 初始 条 件 ， 以 推算 过 程 的 
发 展 , 这 就 是 本 章 的 主题 。 另 外 也 还 要 解 所 谓 边 值 问题 ， 即 给 定 两 端点 条 件 以 定 解 . 在 简单 
情况 下 可 以 参照 第 十 三 章 偏 微分 方程 边 值 问题 的 解法 ， 至 于 复杂 的 情况 由 于 难度 较 大 在 本 
书 中 不 作 介绍 。 

为 了 解 算 常 微分 方程 ,应 该 对 于 它 所 反映 的 过 程 的 基本 特征 有 所 了 解 , 下 面 将 通过 一 些 
简单 的 例子 来 介绍 一 些 典型 的 特征 。 


$11.1 一 些 典 型 过 程 的 微分 方程 
11.1.1， 生 灭 过 程 与 稳定 性 
人 


| 
机 一 《1 尿 1T) 


这 是 - 般 的 生 灭 .增长 蝇 变 等 物理 过 程 的 最 简单 而 最 典型 的 数学 模型 。 系数 为 量变 
率 ， 例如 在 中 手 的 生 灭 过 程 中 & 表示 一 定 半径 的 球形 裂变 物质 的 中 于 总 数 , 系数 < 玫 示 赔 变 
率 。 

当初 值 v(0) = zwo 时 ,方程 (11.1. 攻 的 解 为 

& (有 一 206c (1L.1.2) 

当 a>0 时 ,xz 人 G 随 >co 而 指数 状 ->co， 当 a<0 时 vG) 随 妇 >co 而 指数 状 ->0;， 当 a=0 时 
vc =t 即 保持 常 值 (图 1L.D 。 由 此 可 见 系数 的 正 或 负 刻 刘 了 过 程 的 增 或 训 、 生 或 灭 
的 内 在 特征 。 例 如 在 上 述 裂 变 过 程 中 , 当 a>0 时 中 子 无 
穷 增 殖 ， 即 体系 处 于 超 临界 状态 。 当 ac<0 时 中 子 数 递 
减 , 过 程 趋 于 熄灭 ， 即 体系 处 于 亚 临界 状态 。 当 a= 0 时 
中 子 数 不 变 , 即 处 于 临界 状态 。 

当 w<0 时 命 


(1.3) 


宇 一 - 


二 


于 是 解 (1. 工 . 邹 可 以 写成 
&U (四 一 Wo0e-2 (1. 工 .4) 


rz 具有 时 间 的 量 纲 叫 做 过 程 的 “有 生 时间 ?， 在 物理 和 工 





3 aeopagioseiggyail gr 本 Ash 针尖 合计 -0 各 帮 8 人 ra 0 
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程 的 不 同 领域 中 也 叫做 “ 弛 预 时 间 ” 或 "时 间 常 数 " 等 等 。 它 刻 划 着 晓 变 的 快慢 , 即 表达 了 过 
渡 历 程 的 活跃 时 间 。 且 关 当 寺 从 0 增 至 时 忆 降 至 初 什 to 的 二 =-0. 368 售 ， 而 且 当 t 
进一步 增 至 2r. 3 2 .期 丰 更 降 塞 ; 褒 的 0! 485- er-90. 05， 2 8. '. 倍 。 这 就 
是 说 ， 当 时 间 上 超过 的 量 级 后 过 程 即 基本 结束 ， 而 rz 从 量 级 上 表达 了 过 湾 历 程 的 活跃 时 
闻 。 Re Re 本 


的 估计 。 5 
上 述 增 或 减 、 生 志 灭 的 特征 也 表现 为 过 程 对 于 小 扣 动 是 再 为 稳 乱 。 为 了 合计 地 具有 一 


生生 和 ee 工 ， 好 过 计 扩 是 视 玫 方程 | 
人 化 = 太一 -+ 认 ， se 1 “人 


设 初 人 由 受 到 小 掩 动 ， 即 Wan+ew 则 (1 1 .可 的 解 & 扩 也 相应 受 近 oo 
6 四。 由 于 受 扰 解 同样 也 满足 方程 (11.1.5) 即 人 


us)- CABJ ny 
与 (于 .工区 相 减 即 得 小 扰动 方程 站 
人 号 =me， 人 (4.1.7) 


其 解 为 人 
8 (四 一 8oe 驻 一 8obxteetlt 一 5ogst(cosBi-Lismnp ”4.1.8) 

注意 , 由 于 原始 方程 (11.1.5) 是 线性 齐 次 的 , 小 扰动 方程 (11.1.7) 的 形式 和 它 一 样 。 

当 Rew=a<0 时 , s 信 随 寻 >co 而 指数 状 衰减 ~>0， 即 任何 的 初始 微 扰 都 会 最 终 自 动 消 

失 , 这 样 的 系统 (11.1.5) 是 稳定 的 。 反 之 , 当 Rew=w>0，s 人 划 随 扩 ->co 而 指数 状 ->co, 即 系 

绕 一 瑟 受 扰 , 就 会 越 偏 越 迁 ,这 样 的 系统 是 不 稳定 的 ; 当 屯 ai=a=0 时 ,一 soge 作 简 谐 : 
振动 而 幅度 不 变 , 这 是 临界 稳定 或 中 立 稳 定 。 由 此 可 见 , 系 壮 对 于 初始 徽 扰 揭 稳定 性 这 二 内 - 
在 特征 ,取决 竹 系数 人 的 实 部 为 负 或 正 。 以 后 即将 看 到 ， 复杂 系统 的 关 验 也 正 是 基于 这 一 估 


半 的 球 准 。 
. 11.1.2 简 谐 振动 和 阻尼 谐振 
， ;简谱 振子 的 适 动 规律 是 ， 


0 机 

4 
4% 为 振子 位 移 , 5>0 为 质量 ,>0 为 弹性 常数 ; 一 为 旨 性 和 力 这 晶 负 导 人 复 力 与 : 
位 移 反 向 。 它 的 解 为 


--or 后 9) 


好 的 = 4sin(ot 十 从 ， CR 10) 
常数 4( 振 幅 )， g (初始 相 角 ) 订 由 两 个 初始 条 件 w(0)， (0) 决 定 。ow 表示 简 谐振 动 的 角 频 
率 , 也 可 以 用 频率 ?一 - 妈 直 周期 也- - 亚 - 二 来 刻 划 这 个 振动 特征 。 


- 解 折 上 更 方便 些 把 解 (11 10) 表 为 复数 形式 AR 
从 王 Cui 二 ass TY 





这 里 土 io 就 是 二 阶 微分 方程 (141.1.9) 的 二 次 本 征 方程 的 两 个 根 ， 
和 0 名人 -十 需 = 十 /人 克 本 了 《1.1.127 
在 这 里 ， 由 于 本 征 根 实 部 Rew,s=0， 由 (所 .1.12) 或 ( 圭 并:10) 可 以 看 嵌 振 动 的 幅 座 不 变 ， 
因此 是 临界 稳定 的 。 
上 面 分 举 了 增 训 和 谐振 两 种 典型 ， 实 际 这 两 者 往往 是 耦合 并 存 的 。 例如 阻尼 谐振 方程 
为 二 汪汪 和 和 
0Q20 


0 
4 7 二 十 0 一 0 请 (1.1.13) 


这 里 加 了 限 尼 大 bw， 8>4 在 负 术 所 中 这 是 力 ， 芭 正比 而 反 向 于 束 。 在 由 
动 中 = 工 (电感 )， ?一刀 (电阻 )， 一方 ，0( 电 容 )s, (HL.1.13) 的 本 征 方程 是 


ee 人 
机 人 0 1 人 洒 本 陨 六 凡 ， 人 


2 5 
二 2 
人 


玉 ， 为 复数 , 当 有 < 是 


罗 人 《1.1.15) 
SS 为 实 孝 当 各 六 和 prT 二 音 朋 忌 ， 了 

/而 微分 方程 (11.1.13) 的 通 解 为 
42 声 二 Ce 二 gag (CH.1.16) 


. 丰 于 本 征 棋 拓 贡 5<o 昌 共 四 局 入 ,这 是 报 由 误 的 振动 过往， 本 征 梳 虑 孝 Tr4. 给 
出 其 基 须 率 , 世 高 肯 尼 时 则 是 绝 喜 斋 站 和 (于 是 注定 的 ， 
在 某 些 物理 过 程 中 , 例如 全 有 有 流 元 件 的 线路 中 ， 可 以 有 负电 阻 或 负 阻尼 的 作用 ,这 上 册 


pz<0, 产生 实 部 为 正 的 本 征 根 ， 即 撤 由 计时 间 模 刀 这 上 时 就 是 不 稳定 的 。 











如 命 人 
中 
人 也 一 人， 一 一 一 2 
4 三 时 (人 六 加 
则 一 个 二 阶 方 程 (11.1.13) 等 价 于 一 阶 方程 组 本 
du 榴 人 ) 
一 QH1U4L 十 QiatWa， 区 ee 站 隐 0 1 
大 2 | | G1.1.17) 
2 一 Go 十 Goala， C3sl 0s2 和 全 | 5 
系数 矩阵 作 的 本 征 方程 .| 
四 1 1 二 本 守 是 现 
人 |. 一 | ws 
2 4 二 培 革 由 | Te | 
人 


质 便 再 加 到 一夫 模型 分 方 各 (1 号， 缉 昌 的 系 散 就 是 其 相应 的 一 次 代数 本 征 广 
_ 程 的 根 ， 周 此 在 统 的 判 稳 实 质 是 针对 着 本 征 根 。 在 这 时 把 可 以 理解， 为 人 各 在 模型 方程 
(11 .1 可 考虑 到 复 系数 , 因为 这 样 在 实际 上 就 已 经 把 谐振 和 阻尼 谐振 包括 在 内 了 。:e it 





$ 11.2 一般 的 微分 方程 组 及 其 稳定 性 
11.2.1 常 系数 线性 微分 方程 组 


有 -~ =- 袜 onn+g(D，j 二 Gd.2.T 
或 者 采用 向 量 的 写法 
1 01 CHI … adm ] 
ud)=2=-| : |，9gG(=g=| ; |，4=| : | 
ER mr go Cadl amm 
这 就 简化 为 
胎 -4n+g (11.2.2) 


系数 矩阵 生 决定 系数 的 内 在 特征 ， 右 端 9 为 外 部 驱动 项 。 
分 析 系 统 稳定 性 的 方法 基本 同 于 前 。 设 初 值 为 to 时 介 向 量 为 & GD ， 而 初 值 受 扰 bo~ 
人 ， 
时 @+ 一 4(& 二 8) 十 乡 (11.2.3) 
和 芍 -4 汪 (11.2 .9 
它 在 形式 上 与 原始 方程 (11. 2.2) 基本 一 样 , 只 是 没有 驱动 项 ， 即 方程 组 是 齐 次 的 。 
设 和 矩阵 4 具有 互 异 的 本 征 值 心 ， …， Nm 则 4 可 以 化 为 对 角 型 8， 即 有 非 异 和 矩阵 古 
使 得 
AI 0 了 
pop … | 
0 1m 


这 里 瑟 的 各 个 列 向 量 就 是 对 应 于 各 个 本 征 值 的 本 征 向 量 。 于 是 作 变 换 
-Pie 即 8 一 让 
则 方程 组 (并 .2. 纪 等 价 于 对 角 型 的 方程 组 


和 
全 一 Li 9 了 一 二 ， 


这 里 每 ,个 方程 都 是 像 模 理 方 程 (11， 1.5) 那 样 最 简单 的 形式 ,系数 心 可 以 是 复数 。 
而 扰动 (用 变换 后 的 二 表示 ) 可 以 表 为 
右 人 办 一 上 oem 一 Eoew et ， 了 


| 
睛 


此 处 
一 Re1o， 一 工 Ui 


提 ”这 里 为 了 倘 化 起 见 ， 起见， 不 讨论 一 般 的 情况 ， 那 时 虽 不 一 定 能 化 为 对 角 型 ,但 总 可 以 化 为 类 似 于 对 角 型 的 所 课 若 当 
标准 型 的 。 


everngggr TO Fo 
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由 此 可 见 系数 年 阵 4 的 本 征 值 的 实 部 对 应 于 振幅 的 增 减 , 虚 部 对 应 于 振动 的 角 频率 。 因此 
当 本 征 值 的 实 部 Re …，Renn 均 <0 时 系统 是 稳定 的 ， 即 任何 初始 扰动 都 随 了 的 增长 而 
衰退 。 这 时 合 本 

oj- 站 .2. 回 
也 称 为 有 生 时 间或 时 间 常 数 。 在 这 里 系统 是 由 若 于 “成 分 “组合 而 成 , 不 同 的 “成 分 "可 以 有 
不 同 的 时 间 常 数 。 其 中 最 大 的 时 间 常 数 rmaz=maxz 表达 了 全 过 程 的 活跃 时 间 ; 而 最 小 的 
时 间 常 数 证 天 则 表达 系统 最 “敏感 ”环节 的 反应 速度 ， 即 过 渡 时 间 。 在 许多 领域 里 _ 


党 沉 出 现 最 大 的 时 间 党 数 与 最 小 的 时 间 党 数 相差 曼殊 ,例如 达到 若干 个 数量 级 的 情况 ,这 村 
-的 系统 或 微分 方程 组 称 为 病态 的 (stif 

如 果 托 阵 4 的 某 些 本 征 值 的 实 部 Re 几 =， 则 这 些 < 成 分 ?相应 于 以 虚 部 也 册 一 所 为 
角 频 率 的 无 阻尼 简 谐 振动 , 如 1.1.2 节 所 述 。 如 有 某 些 Relw>0， 则 一 旦 受 扰 后 会 随 :的 


增长 而 无 穷 漳 长 ， 即 过 程 是 不 稳定 的 。 
工 .2.2 变 系 数 及 非 线性 向 分 方程 组 


在 变 系数 线性 系统 
-42 二 9 .2.6) 
系数 矩阵 入 = 从 人 的 依赖 于 吉 它 的 李 征 信也 就 依 腑 于 让 oo- 的 .4 吉本 为 
有-4(De 
因此 系统 的 天 原 处 的 时 
aa 人 
2 人 





右 端 方 可 以 是 三 ，…，xzmr 的 非 丝 性 函数 , 它 可 以 简写 为 向 量 的 形式 


5 认 


可 以 采用 所 谓 线 性 化 的 方法 来 分 析 它 对 于 抗 动 的 区 定性 。 设 设 & ( 即 ，…; am) 是 一 组 特 解 ，， 
& 十 8( 即 刀 十 el …，zm 十 sm) 是 相 实 的 受 扰 解 。 

由 于 村 
(十 的 一方 (二 5 an 二 em 明 


视 sy …，som 为 微量 , 作 线性 寡 次 展开 


方士 8， 了 zwm 十 Sm 芭 之 万 (wa， Rs nm， ,十 号 中 (所 .2.8) 
因此 扰动 s，…，sm 近似 地 满足 齐 次 线性 微分 方程 组 
下 
? d 二 0 
四 -4e ， 4- 好- 加 ee dt2.9) 
| 8 四 
0 


wwwasgwasaa eaieie peae 可 sse 本 和 本 1rrver 全 证 生 “ 汪 半音 0 仙 3 折 下 于 本 人 和 





这 里 4< 外 为 导 禾 径 阵 (水 桨 下 可 比 Jaoobi 阵 ， 注 意 它 是 在 特定 解码 ，…， xu 处 计算 )。 


人 
前 述 本 征 值 分 析 方 法 。 由 于 本 征 值 叉 不 仅 依赖 于 所 处 的 时 刻 , 而且 依赖 于 特 解 ，…，um， 
情况 也 就 更 复杂 了 。 当 方程 为 线性 时 导数 答 阵 就 是 系数 矩阵 。 

1 像 (1.2.7) 这 梯 的 一 阶 方程 组 的 形式 已 经 足够 一 般 ， 以 至 于 无 须 专门 去 论 列 高 阶 币 分 
序 稳 或 方程 组 的 情况 。 事实 上 , 除了 一 些 特殊 情况 外 ; 仿照 8 革 , 工 末 列 举 的 方 江 ,， 总 可 以 把 
高 阶 方 程 化 成 一 阶 微分 方程 组 (11 ,2.7)。 这 样 做 对 解析 处 理 和 数值 处 理 都 有 统一 简化 的 好 
处 ; 在 计算 实践 中 通常 也 就 是 这 样 办 的 。 


芽 .2.3 病态 微分 方程 


_ 上 面 对 线 伺 方 程 提 到 了 病态 的 问题 这 个 概念 自然 也 适用 于 一 般 非 线性 方 和 即 以 导数 
舍 隆 的 最 大 最 小 时 间 常 数 的 比值 ruas/roanm 作为 病态 程度 的 衡量 。 在 实践 中 常常 出 现 同 一 
_ 系统 内 有 相差 悬殊 的 时 间 常数 。 例如 在 自动 控制 系统 中 控制 线路 常常 是 反应 灵敏 的 ， 能 够 
迅速 完成 状态 过 渡 , 即 具有 小 的 时 间 常 数 ; 反之 , 受 烷 钵 本 身 的 运动 由 于 粳 和 较 大 ， 状态 过 渡 
较 慢 , 即 具 有 大 的 时 间 常 数 。 在 多 组 分 化 学 反应 中 , 可 能 有 些 反 应 速度 很 抉 , 有 些 很 慢 , 在 电 
力 网 络 、 电 子 网 络 或 者 由 扩散 、 人 间 变 量 高 攻 化 而 得 党 各 分 方程 中 世 夭 各 出 现 量 
级 沾 殊 的 时 间 党 数 。 

最 大 时 则 常数 帮 志 了 全 过 程 的 活 撕 了 间 5 好 决定 积分 求解 的 总 时 间 ; 而 在 经 典 的 数 信 邬 
法 中 积分 步 长 则 受 限于 最 小 时 间 常 数 ( 见 31 多。 于 是 当 病态 态度 很 大 时 ， 积 分 步 数 往往 很 
大 , 这 是 病态 方程 带 来 的 计算 困难 。 

在 实际 系统 中 往往 有 这 样 的 元 件 或 环节 它 对 全 过 程 并 天 实质 性 的 感 响 -但 郝 带 来 极 小 - 
的 时 间 常 数 ， 导 致 病态 化 ， 造 成 计算 的 累 玖 。 因此 在 形成 数学 问题 时 应 作物 理 和 教学 的 分 
析 , 对 有 关 因 素 适 当地 权衡 取舍 以 避免 不 必要 的 病态 性 。 


SR 


和 上 3 兰 分 方法 和 有 关 的 概 余 


在 各 项 科学 技术 领域 中 ， 党 微分 方程 问题 经 党 出 现 , 尾 大 量 的 求解 需要 , 同时 ， 计算 机 和 
数值 方法 的 发 展 也 提供 了 | aa 
有 很 大 的 比重 。 区 

我 们 知道 -传统 的 数学 分 析 方法 只 能 解 岂 少 数 的 比较 简单 和 典型 的 常 微分 方程 问 题 比 
如 说 一 般 只 能 胜任 常 系数 线性 方程 , 对 于 变 系数 线性 方程 就 有 很 大 困难 , 更 不 用 说 一 般 的 非 
线性 方程 了 。 一 般 说 来 解析 方法 比较 适合 于 定性 的 研究 ,当然 也 还 远 不 能 解决 问题 。 数值 
方法 的 实用 范围 则 远 为 宽广 。 对 于 绝 大 多 数 实践 上 出 现 的 常 微分 方程 初 值 问题 ， 无 论 是 党 
系数 还 是 变 系数 , 是 线性 还 是 非 线性 , 一 般 都 能 应 用 数值 方法 在 实际 上 得 到 解决 。 在 生产 实 
践 上 , 对 于 非 线性 和 复杂 系统 的 问题 ， 应 用 计算 机 和 数值 方法 的 效果 最 为 显著 ， 因 为 正 是 在 . 
这 个 方面 传统 的 数学 分 析 方 法 是 难以 胜任 的 。 

常 微分 方程 初 值 问题 数值 解 的 主要 手段 是 差分 方法 , 它 的 优点 是 通用 性 强 即 适应 面 广 
而 方法 街 单 便于 掌握 。 在 这 一 章 中 , 先 通过 最 条 单 的 一 类 差分 方法 , 即 尤 拉 方法 来 说 明 一 些 
有 关 的 基本 概念 , 包括 数值 稳定 性 等 问题 , 见 811.3~B 解法 的 进一步 的 介绍 则 见 811.6~9。 
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11.3.1 无 拉 方 法 


，。 设 有 一 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 
攻 共 
2 (0) 一 to 
在 这 里 和 以 后 ,为 了 简便 主要 将 采用 人 向量 写 法 。 
将 自 变 量 上 离散 化 , 取 步 长 多 命 

加 一 9 8 一 2( 加 )， 大 =fo， 加)， 员 一 0，1， 
用 适当 的 差 商 代 替 人 1.8. 了 的 左 端 既 ; 用 适当 的 了 值 的 组 合 代替 右 端的 了 (te, 已 ， 很 自然 地 
可 以 得 到 一 系列 的 差分 格式 , 称 为 尤 拉 公式 如 下 : 


上 于 (os 由 = 思 向 前 卷 公式 本 


(1.3. 


(0 二 Go 一 风 = 记 ao 7 和 疝 后 差 公式， .8.3 
二 ee 平均 ( 挤 形 ) 公 式 -By 2 友 万 从 到 G1.3 .4 
( 细 (ns 一 2 _1) 一 九 中 心 差 公 式 _ -【〈 世 .3.5) 


、 ， 公式 (1.8. 人 中 导数 在 点 妃 计 算 ,而 差 商 取 ww 及 向 前 一 点 wsa 因此 叫做 向 前 差 公式 
在 公式 (113. 台 中 导数 则 在 点 #tx 计算 ， 面 郑 南 取 w+ 及 向 后 一 点 wm 因此 叫 向 后 卷 公 
式 。 
我 们 将 通过 它们 来 说 明 箱 关 莽 分 法 的 族 个 概念; 如 截 电 误 卷 显 式 入 式 , 音 步 法 和 
多 步 法 以 及 数值 稳定 性 。 


芋 .3.2” 截 断 误差 
将 向 种 关 分 公式 (1 3， 的 左右 两 端 加 在 妇 - 作 时 次 展开 ， 由 于 
于 Gusa 一 ua) 到 十 才 几 +0( 
SR 
We 已 点 的 “ 关 ” 
玉 - 导 Ga- 网 = 壮志 -有 =00) 


这 个 量 叫做 堆 断 误 关 。， 于 是 , 当 和 -0 时 了 吾 ->0， 邯 差 分 方程 ( 世 .3. 约 的 极 良 形式 就 是 微 
分 方程 (1.3. 芒 。 因 此 可 以 认为 差分 方程 1.3.2) 是 微分 方程 41.3: 1 的 一 个 合理 的 到 
近 。 类 似 地 对 璐 向 后 差分 公式 ( 革 .3.3) 在 让 一 加 作 委 次 展开 ， 由 得 截 梅 一 0 

对 于 公式 ( 任 .3. 分 、(G1.3. 台 分 别 在 


一 加 到 亿 二 ia) 


有 以 及 # 如 和 OUD)， 因此 它们 相对 于 《1 3. ee 3. 4 人 
一 价 。 人 
_ 当 差分 公式 的 鹤 关 履 一 -dm 时 ,我 们 说 它 具 有 了 阶 条 度 。 
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11.3.3 显 式 和 隐 式 


解 初 值 问题 的 差分 方法 的 共同 算法 特点 是 步 进 式 , 即 从 初始 一 点 或 几 点 出 发 ,每 一 步 根 
据 刀 或 (及 ) 其 前 的 w%-b … 来 计算 新 的 wsrz 这 样 逐 步 推进 。 但 是 在 每 步 的 算法 执行 上 还 
有 差别 。 

例如 已 知 了 w， 因 此 也 有 了 态 = 帮 (us 妇 ， 则 根据 公式 人.3.2 立 即 可 以 明显 得 出 
tn+1L 

Wa41 一 加 十 及 帮 
类 似 地 , 已 知 了 w，2w-o 因此 也 有 了 廊 ， 记 -。 则 根据 公式 (11.3. 本 立即 明显 地 得 te 
2 一 1 十 27j 、 
这 样 的 格式 称 为 显 式 。 
反之, 在 公式 (11.3.3) 和 (11.3. 全 中 除了 显 全 uid 以 外 , 在 Prt=7 Gu 如 中 还 隐 

含 未 知 的 wsz， 因 此 必须 “ 解 "方程 才能 得 出 w+z 这 样 的 格式 称 为 隐 式 。 

从 算法 上 说 , 显 式 远 比 隐 式 方便 。 但 有 时 由 于 其 它 因素 ， 如 精度 ， 特别 是 稳定 性 的 考虑 ， 
有 时 宁 富 采 用 隐 式 ( 见 后 S11.4 之 末 )。 


11.3.4 单 步 与 多 步 


步 进 差分 格式 除了 显 、 隐 之 别 外 还 有 所 谓 单 步 和 多 步 的 差别 。 例如 在 公式 (1 3.2)、 
G1.3.3) 及 (1.8. 人 ， 当 从 二 推 进 到 s: 时 只 用 到 当前 时 刻 思 的 数据 , 因此 称 为 单 步 的 ; 反 
之 , 在 公式 1.3.5) 中 则 要 时 刻 如 及 如-: 的 数据 ， 因此 称 为 双 步 的 ， 这 是 多 步 的 一 种 , 可 以 
有 三 步 及 更 多 步 的 。 

从 存储 量 来 看 , 多 步 法 需要 保留 多 个 时 刻 的 数据 ,因此 是 不 利 的 ， 人 
通 数 个 数 不 太 巨大 时 , 问题 并 不 严重 。 

单 步 法 还 有 可 以 自动 起 步 及 自由 改变 步 长 的 优点 ; 多 步 法 则 不 便 。 例 如 在 公式 (11.3. 国 
除了 vw 外 还 需要 人 既 才能 起 动 ， 通 常 可 用 单 步 法 起 步 或 采取 其 它 算 法 措施 以 补足 必须 的 初 
始 几 点 值 。 

线性 差分 格式 (包括 显 、 隐 -、 单 步 及 多 步 ) 的 一 般 形式 是 


于 (ao 十 oa 十 2 十 CjzUatd-1) 泡 pofii 十 Bi 访 十 Re 十 Bi ( 圭 。 3.0) 


这 里 co，…， az，8o，…，Ax 都 是 不 依赖 于 具体 微分 方程 的 常数 。 可 以 看 到 (1.3.2~ 
《1.3.5) 都 是 其 特例 。 当 Bo=- 0 时 是 显 式 , 否则 是 隐 式 。 当 14>2 而 ar 和 应 不 同 为 0 时 是 
多 步 的 , 当 8<2 时 是 单 步 的 。 ， 

这 里 称 ( 革 .8.6) 为 线性 格式 是 指 它 表示 为 war …，wsr-b jb …， 入 rs 的 线性 组 
合 的 形式 。 也 有 非 线性 的 差分 格式 见 811.8。 


8$1lL4 数值 稳定 性 


上 面 列 举 的 差分 格式 (11.3. 轨 一 (41.8. 台 都 是 微分 方程 组 (11.3. 习 的 合理 逼近 ， 当 
j->0 时 截 差 妃 ->0, 有 的 还 达到 较 高 精度 , 如 (11.3. 和 、( 霸 .3.5) 的 截 差 妞 = OU 。 但 是 ， 
单 靠 这 一 点 还 不 足以 保证 差分 格式 可 以 工作 。 关 键 的 问题 是 差分 方程 是 否 具 有 对 于 扰动 的 
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稳定 性 , 即 数值 稳定 性 。 在 数值 不 稳定 的 情况 下 , 计算 误差 将 恶性 发 展 以 致 计算 失败 。 
11.4.1 判 稳 方 法 


我 们 试用 前 列 糙 式 解 模型 油分 方程 
凡 一 HU， 内 一 G 十 ip (11.4.1) 
并 设 Re 一 a<0， 即 微分 方程 是 稳定 的 。 这 就 相当 于 将 一 般 的 微分 方程 双 =(w, 芒 的 右 
项 了 取 为 mw 因此 差分 方程 (11.3.6) 成 为 线性 齐 次 差分 方程 


天 (aotusi 十 oz 十 … 十 azls 有 一 风 Boti 十 Ba 十 … 十 ao- 贡 
设 好 (9 一 0， 寺 ， 2， … 少 是 一 个 解 。 另 设 他 十 257 是 一 个 受 拢 解 ， 即 
玉 (mw (es 十 Sn) 十 十 ae 人 os 十 snri- 划 ) 


一 凡 (Bo(wsi 十 enr1) 十 … 十 BCsri-z 十 3 
西式 相 减 即 得 小 扰动 类 分 方程 
0o8sHi 十 Ci8a 十 。 十 CSn3+t 二 一 (osnt1 十 en 十 十 Bei-a) ( 持 .4.2) 
亦 即 
(oo 一 / 太 Bo) es+i 十 (oa 一 /Ba 十 … 十 (一 HB si- 一 0 
这 是 4+ 工 顶 的 线性 齐 次 类 分 方程 , 它 的 通 解 是 e 
en 一 QH 十 Ga 人 十 .十 GzX 
此 不 ，… ， 和 ( 均 依赖 手 % 六 是 对 应 于 (11.4. 细 的 五 次 本 征 方程 _ 
S OoX 二 oz 十 十 oz 一 Ho 十 Be 十 … 十 Bo) 人 ( 姓 .4.3) 
亦 即 ee 
(oo 一 pp MT (oa 一 [8D) 生 二 十 (az 一 HAD 入 =0 
的 天 个 根 。 显 然 , 数值 稳定 ， 人 
Ia Ts 二 7 二 (11.4.4) 
否则 扰动 s， 将 随 0r->yco 而 无 穷 增长 ， 这 就 是 数 信 不 稳定 。 ， 
可 以 采 轩 郊 何 的 方法 来 判 稳 。 事实 上 , 方程 (14.4.3) 表 达 微 分 方程 本 征 值 与 步 长 的 乘 
积 / 必 与 差分 方程 本 征 值 入 之 间 的 关系 。 为 了 方便 , 命 复 变量 
2 一 11 2 一 2 十 弘 ， 一 0 十 5 
于 是 本 征 方程 .4 .3) 可 以 写成 ， 
1 ms- 0 CH 4 


它 玫 示 了 复数 义 平面 与 复数 := / 忆 平面 之 间 的 变换 。 * 平面 内 所 有 满 是 条 件 (11.4. 多 的 点 

z 一 / 凯 的 集合 2 叫做 差分 方程 的 稳定 域 。 当 微分 方程 的 所 有 本 征 值 岂 乘 以 步 长 姑 后 都 落 在 

2 内 则 数值 稳定 。 为 了 搞 清楚 稳定 域 2 可 以 先 研究 临界 即 .|^| = 工 的 情况 。 变换 ( 蕊 .4.5) 

把 和 平面 上 的 单位 圆 = 工 即 入 一 拘 )， 映 为 “平面 上 的 一 条 临界 曲线 
Rsrf(m 0O<g<or 

这 是 一 一 条 半 团 或 展 至 无穷 的 并 且 可 乌有 让 相交 的 它 把 ?平分 为 有 限 多 个 了 

0 pp Or。 条 后 松竹 夫 大 二 国保 人 4.4)。! 


ri nptaggR aggrea Gaagg He HT iso9yENg op 7 二 1 持 玫 rr 和 本 惠 - 拓 8 辐 997 人 Fat 人 -9 本 本 
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11.4.2 尤 拉 公 式 的 稳定 性 


(了 向 前 差 公 式 : :一 和 一 

临界 曲线 三 ，IX|= 工 应 为 中 心 在 := 一 二 半径 为 工 的 圆 ， 其 内 部 只 是 稳定 域 | 人 | <1， 

Ta 如 图 革 .2。 显 然 , 对 于 任何 Rew<0( 即 微分 方程 为 
稳定 )， 只 须 取 刀 充分 小 必 能 使 几 落 在 稳定 域 之 

内 。 稳 定 的 解析 条 件 显 然 是 

1 罗 于 全 汪 和 间 

匠 一 = (十 ou) 十 (BA 

一 1 十 2 十 (az 十 3)7 

一 ] 一 2ia|ATT(a2 十 BC 1 








即 


商 天 1 < 





2|x| 2Rew| 
5 下 柬 一 1 


如 果 |Rep| 六 1Top|, 则 -从 -=TT= 即 时 间 芝 数 , 则 稳定 条 件 近似 地 胡 为 





( 持 .4.6) 





<25 (1 和 .7) 
由 此 可 见 , 即使 原 微 分 方程 为 稳定 , 即 Rew<0, 但 妹 相 当 大 以 致 于 / 忆 落 在 2 之 外 , 差 
分 格式 是 不 稳定 的 。 反 之 , 对 于 任何 Re<0, 只 要 取 户 充分 小 , 总 能 使 /网 落 在 2 之 内 , 这 
时 差分 格式 为 稳定 。 因 此 我 们 说 这 样 的 差分 格式 (相对 于 稳定 的 微分 方程 而 言 ) 为 条 件 稳定 。 

(2) 向 后 差 公 式 : “一 工 一 和 二 

临界 曲线 冀 是 中 心 在 := 二 半径 为 革 的 圆 ， 其 外 2 为 稳定 域 (图 1.3)， 稳 定 域 包 含 了 
爹 部 左 半 平 面 。 因此 对 于 稳定 的 微分 方程 ( 即 Rew<0)， 不 论 取 步 长 风 如 何 善 分 格式 总 是 
稳定 的 ， 这 样 的 格式 称 为 (对 于 稳定 的 做 分 方程 而 言 ) 恒 稳 或 无 条 件 稳定 的 。 


外 


Reb 大 < Rs 











图 11.3 图 11.4 
5 
G) 下 芍 公 式 ，?2 人 
临界 曲线 为 虚 轴 ， 其 左 半 平面 为 稳定 域 2( 图 11. 信 。 这 也 是 恒 稳 的 。 注 意 ， 当 
Rew 一 0， 即 微分 方程 为 临界 稳 时 ，|a,s| = 工 即 差分 方程 也 是 临界 稳 的 。 
(4 中心 差 公式 ，z= 豆 (一 于 ) 
临界 虽 线 太 为 虚 轴 上 的 一 个 “切口 "[ 一 包 入， 稳定 域 Q 在 其 内 部 ， 实 际 上 不 存在 (图 
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也. 区 。 因 此 , 对 任何 Re<0, 不 论 步 长 九 如 何 , 差分 格式 不 稳定 , 可 以 称 为 (对 于 稳定 的 微 
分 方程 而 言 ) 恒 不 稳 格 式 。 因 此 一 般 说 来 是 不 实用 的 。 但 是 
对 于 临界 稳 的 微分 方程 , 即 Re 一 0, 则 差分 方程 1:,s| 一 陡 
即 保持 临界 稳定 性 ， 故 对 于 如 无 阻尼 的 简 谐 运动 方程 则 是 
合适 的 。 

上 上面 的 例子 说 明了 微分 方程 的 稳定 性 与 相应 的 差分 方 
程 的 稳定 性 是 互相 联系 而 又 有 区 别 的 。 对 于 稳定 的 微分 方 
程 (大 多 数 实际 求解 的 问题 都 属 此 类 ) 可 以 有 条 件 稳 、 恒 稳 
万 至 恒 不 稳 的 差分 格式 。 由 于 微分 方程 的 稳定 性 是 系统 前 
一 个 重要 的 内 在 特征 ， 因 此 在 差分 化 时 应 该 要 求 保持 这 个 ， 
特征 ， 即 要 求 差 分 方程 为 稳定 。 事实 上 不 稳定 的 差分 方 稚 
(包括 由 步 长 过 大 引起 的 情况 ) 是 不 能 据 以 工作 的 。 在 计算 中 数值 不 稳定 往往 会 很 快 很 尖锐 
地 表现 出 来 , 例如 数值 单调 地 或 波动 地 迅速 增 大 导致 上 洪 等 等 , 这 时 应 该 根据 求解 的 微分 方 
程 和 差分 方法 的 特性 而 调整 步 长 或 更 换 格式 。 


Iapkgp 


性 





一 一 一 人 > 要 ?> 一 


图 14.5 


11.4.38。 非 线性 方程 差分 解法 的 判 稳 问题 
上 面 是 通过 解 一 个 模型 方程 色 = /以 来 对 差分 格式 进行 判 稳 ， 初 看 起 来 似 有 很 大 局 限 
性 , 其 实 ,不 完全 是 这 个 样子 。 设 用 多 步 格式 (11.3.6) 来 解 一 般 的 非 线性 方程 组 
好 一 六 (2 四 
即 得 非 线性 的 差分 方程 组 
ao2041 十 十 Old3T 一 殉 (BO 机 十 十 Be 直人 ) 
设 由 (9=0, 1，2, …) 为 一 组 特 解 ， 四 十 ei() = 0 1， …) 为 一 组 相应 的 受 扰 解 ， 则 用 类 似 于 
11.2.2 节 来 的 方法 可 知 s; 满足 线性 化 小 扰动 差分 方程 组 
008i1 十 十 oj8h1 一 帮 (B048 十 十 BE 人 CH.4.8) 
比 处 
4 


即 导数 称 阵 , 计算 于 点 妈 = ti 加 。 为 了 判 稳 可 以 把 4 4， 冻结”, 即 认为 4 信 ri 
4,=…4ixs4( 事 实 上 许多 问题 中 导数 矩阵 也 确 是 缓 变 的 ), 于 是 (11.4.8) 简 化 为 

ao8s41 十 十 ox8 一 PCBos ii 十 … 士 Bz2oti in) (Ti.4.9) 
同样 用 芋 .2.1 节 中 的 方法 , 把 矩阵 4 对 角 化 


几 一 4ir 》 过 一 1 


Al 0 
4vP-4P-mr| | 
0 Mn 
并 对 8 作 变换 天 :se， 则 方程 组 分 解 为 名 个 独立 的 方程 ， 其 中 每 一 个 均 如 ( 霸 .4. 苇 那样 模型 
方程 的 形式 ,而 风 分 别 为 4 的 本 征 值 屿 ， ，…，Hw。 这 样 ， 差分 格式 的 判 稳 条 件 就 成 为 要 求 
ARC 一 Ai， 2 Nm) 均 落 在 稳定 域 之 内 。 
对 于 稳定 的 方程 组 有 
Re 一 0， = 二 2 …, 册 
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于 是 尤 拉 向 前 差 格式 的 稳定 条 伞 ( 见 人 l1.4. 国 、(11.4. 人 7) 
je 人 = 和 


亦 即 - 
j<min 中 Bei 
; /人 i 
或 近似 地 , 当 |Rer1z | Tau 时， 
| Real > 工 一 你 
Lo REe 
h<miny 2z 一 2rom GE 4. 10) 


即 步 长 要 取 相 当 于 最 小 时 间 带 数 的 量 级 。 其 他 - 些 经 典 显 式 方法 各 亚 丹 斯 法 . 龙 格 - 库 塔 方 
法 的 稳定 条 件 也 基本 上 是 这 个 量 级 ( 见 341.6.1 节 , 11.6.3 节 )。 条 件 ( 开 .4.10) 往 往 是 一 个 
极其 营 刻 的 条 件 ， 即 单纯 从 蕉 断 误差 来 沽 虑 步 长 往往 无 须 这 样 小 而 从 稳定 性 的 要 求 则 必须 
服从 这 个 条 件 。 一， 

至 于 恒 稳 的 格式 ， 在 前 面 是 相对 于 模型 方程 而 言 的 ， 即 对 -- 切 Rew<0 及 -- 切 丰 均 稳 
定 , 那 末 对 于 有 限 多 个 ReWw<0 而 言 恒 稳 的 结论 自然 不 变 。 

在 811.2 中 提 到 ， 在 实践 中 常常 出 现 所 谓 病态 微分 方程 ， 即 最 大 与 最 水 时 间 常 数 之 比 
Taaz/rain 很 大 ， 达 到 104，105 乃至 更 高 的 量 级 。 我 们 知道 (811.2) 最 大 的 时 间 常数 rusx 表 
达 了 全 过 程 的 当 姥 时 间 ， 因 此 积分 求解 的 时 段 只 须 取 为 rusz 或 其 数 倍 ， 相 当 或 稍 大 半 个 量 
级 。 反 之 ， 如 上 所 述 ， 对 尤 拉 向 前 差分 或 其 它 一 些 主要 的 经 典 显 式 方法 而 言 ,积分 步 长 为 最 
小 时 间 常 数 的 量 级 。 因此 积分 的 总 步 数 将 达 raaz/rua 或 略 高 的 量 级 。 因此 即使 当 方程 组 
本 身 很 简单 , 但 病态 度 很 大 时 ,计算 工作 量 可 以 很 沉重 甚至 成 为 难以 容忍 的 负担 。 困 难 的 根 
源 是 显 式 步 长 条 件 , 这 是 由 格式 的 稳定 性 引起 的 。 

相反 地, 恒 稳 格式 如 尤 拉 向 后 益 及 平均 公式 等 等 , 由 于 它们 的 步 长 只 受 截断 误差 的 制约 
而 摆脱 了 稳定 性 制约 ,因此 对 于 解 病 态 方程 是 特别 有 利 的 。 用 向 后 差 隐 式 比 用 向 前 差 显 式 
有 时 步 长 可 以 放大 到 几 个 量 级 。 但 是 隐 式 方法 每 一 步 有 一 个 解 方 程 的 问题 , 需要 认真 对 
待 。 

811.5 风光 得 相应 解法 

比较 克拉 向 前 、 向 后 及 平均 格式 的 稳定 性 及 截断 误 关 可 知 隐 式 可 以 起 到 改善 和 延性 和 
(起 ) 提高 精 产 的 作用 。. 对 于 病态 方程 而 言 ,改善 稳定 性 则 是 主要 的 。 对 于 非 病态 问题 则 提 
高 精度 是 主要 的 。 但 是 , 用 式 的 每 一 步 要 解 一 个 以 :ttor: 为 未 知 向 晤 的 非 线 村 或 线性 代数 方 _ 


程 组 。 其 解法 的 选择 关系 很 大 。 ， 
我 们 以 最 简单 向 后 卷 耻 式 为 例 ， 介 绍 两 种 基本 的 方法 。 这 时 每 步 要 解 方程 组 (m 个 方 


程 ) 、 
2 和 人 加 + 人 和 《了 .5.1) 


未 知 向 量 为 Wi Re 
11.5.1 比 卡 迭 代 法 和 预 估 校正 公式 人 
所 谓 比 卡 (Picard) 迁 代 法 就 是 





二 77 

8d 扣 ) 一 各 一 有 Fe 7 一 2 (1.5.2) 
迭代 直到 

Ia ae <e 
s 为 预 给 的 容 差 。 而 和 迭代 初 值 可 取 , 例如 按照 向 前 差 公式 

2 一 2 十 六 
或 者 径直 取 
2 一 2 
命 第 了 次 近似 &t4i 与 真 解 tu+i 的 兰 为 8 如: 

8 多 一 tnri 一 5 人 

于 是 (11.5.1) (1.5.2) 相 减 得 
8 和 一 有 轴 1 一 PFC 二 14 


此 处 4c( 站 ) 


即 8 人 1 一 (41 7 一 0 1 2， 


命 必 为 导数 矩阵 (在 线性 时 就 是 系数 矩阵 ) 的 本 征 值 。 的 
[iiz| < 二 5- 2， 


SA 
亦 即 
设 本 征 值 心 为 负 实数 , 则 时 间 常 数 ， 
| 
因此 收敛 的 步 长 条 件 Re 
7 01.5.3) 


注意 迭代 收敛 条 件 (11.5.3) 与 向 前 差 显 式 的 稳定 条 件 (11. 4. 宫 ) 相 当 。 因 此 , 如 果 采 用 
隐 式 押 脱 稳定 条 件 的 限 钊 ， 以 期 放大 步 长， 例如 在 解 病态 方程 时 , 用 比 卡 适 代 法 来 求解 是 不 
行 的 , 因为 必须 把 步 长 缩 回 原来 的 量 级 。 

如 果 采 用 隐 式 改善 精度 ， 例 如 对 非 病态 方程 ， 那 时 条 件 (1 5.3) 不 是 问题 很 大 的 , 比 上 
迁 代 法 还 是 可 取 的 , 因为 它 的 算法 简单 。 实 际 计算 时 可 以 控制 一 定 的 选 代步 数 ;甚至 只 适 代 
一 次 , 这 就 是 所 谓 预 估 - 校 正 公 式 。 

实 晓 中 常常 采用 一 个 显 式 公式 作为 预 估 , 然后 用 一 个 隐 式 公式 作为 校正 。 例 如 

预 估 ， 0 四) 人 


校正 msa=an+ 二 [fu + 
ss 阶 精度 , 即 人 
全 es 四 - 州 - (2 一 站 一 CN) 


冰 


仁 eg-m =- 央 =ae-P=om 


于 是 2 一 ws=0(02 Fa 和 一 (eso 二 ra)=O02) ,因此 医 估 校正 公式 (实质 是 
显 式 ) 和 平均 隐 式 同样 达到 二 阶 精度 。 
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“三 士 眼 说 来 不 难 验证 如 果 预 他 显 式 为 2 阶 糖度 校正 公式 为 工 阶 精度 ， 则 先 代 一 次 的 
效果 也 达到 2 十 工 阶 精度 。 因此 当 预 估 校 正 配合 得 当 , 在 迁 代 收敛 的 条 件 下 , 迭代 的 误 果 主 
要 表现 在 第 一 次 ,而 育 目 闪 代 下 去 则 收效 不 水 。 这 梢 只 迭代 一 次 ， 即 多 计算 右 端 函数 一 次 ， 
便 能 收 到 提高 一 阶 精 度 的 效果 。 二 全， 和 匡 天 各 攻 居 天 三 天 六 二 二 本 。 葵 内 时 让 天 这 


附 ”两 种 梯形 公式 二 


工 证 
有 1 十 可 1 态 人 
工 . 2Wr+1 一 tn 十 可 (jn 二 jc)， 五 一 OGz )， 人 
村 人 
十 弛 机 
II os 如 十 则 ( 娩 芭 各地， 1 1 )， 太一 O(N2y 0 一 
马 本 工 人 FA 人 = 
1 一 杞 由 | ! [ 1 2 
两 种 预 估 校正 和 3， 寺 光 外 贡 - 放生 2 :1 5 RN SS 


WO 一 2 十 
1 | 


这 和 
2 二 -这 2j12 昌 
2n4+1 一 Mn 十 3 了 7 人 )， 4 人 


3 了 


i 人 | 
有 RS 一 二 和 十 二 和 人 
民 : 失 荣 该 妓 剖 弛 全 1 中 区 二 . ]: 才 法 区 ) 1 这 电 生 导 
2 一 如 十 尹 j 人 检 列 | ) 沁 0 
II =0( 访 ,入 惠 办 + 工 212 也 .5.5 
RN 外 克 】 (六 7) 凡 信访 《 ) 
四 和 人 ANA 二 
即 tn+1 一 to 十 肝 ( 同 十 厅 Jo 加 


注意 这 里 预 估 校 正 实质 是 显 式 , 但 已 经 不 是 所 请 线 性 格式 (8 了 划 ) | 和 光 二 牛 乡 性 棋 式 ; 大 -和 的 交 公 
式 ( 见 811.8)。 和 


.5.2 生字 千代 法 与 人 校正 公 式 RN 
人 疝 后 差 尤 拉 隐 芭 > 人 3) 


2 


La 三 





2 
ER 0 ng 

2 人 各 一 to 一 站 了 Cr 站 ， 
EL: 全 于 是 最 求 “ - 和 ee 
下 0 二 L .一 人 如 5 号 2 人 志 





此 处 [ 1 丰 
Ni 1 对 臣 这 页 公 
2 和 四 个 7 二 二 [7 


4 -( 各 
名 人 
因此 增 量 8 品 : ee 、 1 


， Le 二 让 信人 于 玫 本 国 于 区 二 
引 1 4 于 各 从 0) 5 证 (并 5 6) 
RN 2 让 


1 


尖 Ri 人 
， 


和 





直至 增 量 小 于 预 给 的 容 差 为 止 
0 Tags 站 
初始 值 则 可 以 到) 例 毅 :Pi es 


or 一 





479 
注意 , 如 果 原 微分 方程 组 是 线性 的 , 即 妈 =F( 力 = 人 (2 二 9 (起 则 成 为 
11 一 1 一 7 十 7 (11.5.7) 
注意 由 于 方程 组 是 线性 的 , 导数 矩阵 就 等 于 系数 矩阵 , 即 
4 化 = 人 呈 ] 人 1 一生 ii 
与 7 无 关 。 

当 取 初 值 Wai 一 也 时 ,方程 ( 坟 .5.7) 本 身 与 它 的 牛顿 线性 化 方程 (4.5.6) 相 一 致 ， 即 
生 顿 欠 代 一 步 就 是 真 解 ass = 一 as 即使 矩阵 4 高度 病态 也 是 如 此 。 在 非 线性 的 情况 
平 ; 只 要 初始 值 靠近 真 解 (实践 上 冲 能 作 到 的 ), 总 是 保证 收敛 的 。 这 就 不 像 比 卡 迭 代 那 样 步 
长 要 受 最 小 时 间 常 数 ( 即 最 大 本 征 值 ) 的 严重 限制 。 这 是 牛顿 欠 代 的 有 利之 点 。 因 此 它 特 别 
适应 于 病态 方程 。 

比 卡 方法 不 论 对 线性 或 非 线性 方程 都 按 统 一 而 简单 算法 执行 ， 而 牛顿 法 每 欠 代 一 步 需 
要 解 一 个 线 代数 方程 组 , 这 是 不 利之 点 , 还 留 有 解法 的 问题 , 解法 的 选取 适当 与 否 关 系 到 牛 
屯 法 的 成 败 。 

线 代 数 方程 最 好 采取 直接 法 如 消去 法 。 设 未 知 数 个 数 为 mm， 如 视 答 阵 盘 为 满 矩阵 ， 当 
叹 很 大 时 ， 存 储量 ~ 及 工作 量 ~~ms 都 是 浩大 的 。 但 是 在 实际 上 求解 的 微分 方程 的 导数 
阵 4( 特 别 对 于 病态 方程 而 言 ) 儿 乎 都 是 稀 朴 矩阵 , 即 零 元 素 占 压倒 多 数 , 而 且 抢 阵 的 非 零 结 
构 在 积分 过 程 中 不 变 , 这 是 有 利 的 因素 。 因此 一 般 采 到 稀疏 和 抵 阵 的 技术 可 以 争取 到 解 一 次 
方程 的 工作 量 线性 地 依赖 于 mn。 

此 外 , 在 病态 方程 通常 还 有 这 样 的 特点 , 即 导 数 和 矩阵 盘 是 缓 变 的 。 因此 在 牛顿 欠 代 过 
程 无 须 每 一 个 迭代 步 都 对 4 如: 进行 更 新 , 甚至 于 也 无 须 在 每 一 个 积分 步 进行 更 新 。 这 样 可 
”以 节约 产生 导数 符 阵 的 计算 量 。 

牛顿 迭代 一 次 的 预 佑 校正 方法 : 

类 似 于 比 卡 迭 代 一 次 方法 ,也 可 以 构造 牛顿 迭代 一 次 的 方法 。 鉴于 在 线性 方程 时 和 牛顿 
法 迭代 一 次 就 已 达到 真 解 ， 因 此 可 以 设想 牛顿 迭代 一 次 的 方法 可 以 保持 隐 式 恒 稳 的 优点 。 
以 向 后 差 隐 式 为 例 , 取 


外 揪 预 估 2 一 了 (1.5.8) 
(24 0 一 /Fo 2 
JTJL.5.9 
本 ss 
_( 引 f 2 
此 处 4 


0 一 (1， 加 1) 一 了 (4， 加 +1) 
它 事实 上 就 是 以 (11.5.8) 为 初 值 , 牛顿 迭代 一 次 。 也 可 以 表 为 如 下 的 隐 式 格式 
元 (ts 一 tn) 一 入 ao 一 夺 ，t 二， 加 1 (1.5.10) 
由 于 tra= 十 0O( 仿 ， 因 此 不 难 验 证 人 (1.5.10) 和 向 后 差 隐 式 (人 11.5. 蕊 同样 是 一 阶 精 
度 , 即 如 -OO 。 
当 纹 一 Jo 为 =4 人 2 二 9 (人力 即 微分 方程 为 线性 时 
了 (2 夺 二 一 4 十 Goti 
(zt 如 + 二 203 十 Gon+l 
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因此 差分 格式 (11.5.10) 与 (11.5.1) 等 同 。 和 
即 为 恒 稳 的 。 


8 11.6 基于 数值 积分 的 方法 


(8 工 .3) 中 所 介绍 的 尤 拉 公式 ,精度 为 一 阶 或 二 阶 , 是 低 精 度 的 公式 ， 比 较 适 合 于 解 或 
其 导数 有 间断 的 情况 。 当 解 具有 高 光滑 度 时 , 它们 的 效率 不 高 ， 这 时 必须 利用 高 精度 的 差分 
公式 。 它们 奇 以 分 为 三 类 ， 即 基于 数值 积分 的 方法 (811.6), 基于 数值 微分 的 方法 (811.7) 和 
基于 乔 次 展开 的 方法 (811. 8)。 前 二 者 都 运用 多 项 式 插值 的 思想 ， 都 是 线性 多 步 格式 ， 第 三 


类 则 是 非 线 竹 单 步 格式 即 龙 格 库 塔 法 。 
微 苍 方程 四 
网 一 Fu 人 ， 引 (4.6.1) 

可 以 写成 积分 的 形式 ee 

四 ea Re 四 坟 
或 者 写成 
8 0 :Da ar84E 0GH6 汐 
这 是 准确 的 公式 。 


现 用 天 个 节点 大 二 4 的 地 值 关 关 ， -。 1 搬出 -个 1 次 多 顶 式 
五 ( 共 SR A 
_. 子 Cg 乡 TY 万 (人 1 十 太 人 轩 了 人 me 人 ( 世 . 6.3) 
这 里 1 人) 就 是 插值 的 基 函 数 ， 即 在 节点 如 ， 取 值 为 1 在 其 它 节点 取信 为 0 的 4 一 1 次 多 项 
式 。 以 (1.6 史 代 入 (11.6 .区 的 有 问 ， 实 际 上 是 外 到 区 则 [tv 和 四 吉 分 (图 11 9)， 
0 四 Ri 


和 1.6. 俘 


p- 开 | 1 HG 坟 人 2， 2 有 《( 扩 .6.5) 


在 等 距 节点 即 加 -, 一 名 一 猴 时 系数 B; 见 表 芋 .I 左 。 当 8 一 工时 就 是 尤 拉 向 前 郑 公 式 。 
也 可 以 用 下 个 节点 吉 :b 如 …， 加- 的 值 记 r 帮 ， …， 记 -era 揪 出 一 个 4 一 工 次 多 项 
式 了 的 汪 











zB1 


(有 用 二 玖 = 太 s( 人 有 十 记 人 十 … 十 六 er-sta( 夫 (入 .6.6) 
1 ( 共 是 在 节点 如 1 到 值 为 工 在 其 它 节点 取 值 为 0 的 4 一 上 次 多 项 式 。 以 (并 .6.6) 代 入 
(1.6.2) 的 右 端 , 注意 这 时 是 内 揪 , 在 区 间 [加 ， 因 +: 可 上 积分 , 于 是 得 到 隐 式 亚 丹 斯 公式 


天 (ur 一 W 一 Bo 古语 态 十 十 Bi ss (1.6.7) 


加 +1. 
忆 - 天 | rr@ 了 0 (11.6.8) 


在 等 距 节 点 时 系数 p 见 表 也. 工 右 。 当 8 一 0， 1 时 分 别 就 是 尤 拉 向 后 差 及 平均 公式 。 
表 11.1 亚 丹 斯 公式 系数 表 




























































1 
- 工 
本 
3 | 员 中 | 2 ，- 站 
弄 和 1 到 十 副 苑 | 全 
| 本 | - - 
4 | 1901 | 多 经 | 2616 | 12 人 | _ 2364 | 106 
5 有 ”| 7 350 | 有 现 720 了 和 二 
| 27 人 779 | .679 | 2 器 | 委 _ 划 | 2 
0 | 0 | 1 | 殉 ] 55 
截断 误差 和 处 定 性 六 


在 亚 丹 斯 公式 中 , 取 了 卢 个 节点 的 了 值 插 出 一 1 次 乡 顶 式 , 视 所 第 -于 2.2 节 , 有 误 
差 估计 

7 有 一 下 一 OO)， stst 
隐 式 对 于 显 式 的 差别 只 在 于 估计 式 中 丰 前 面 的 系数 要 小 一 些 , 再 作 积分 ,出 有， “ 


谍 必 本 | F (bd 


到 | 人 @ 合 ,人 友 二 计 ” 碌 G) 二 
因此 亚 丹 斯 公式 (11.6 .人 和 (并 .6. 7 的 截断 误差 都 是 五 =O( 的 ， 即 具有 大 阶 精度 。 
注意 ; 当 右 项 了 = 工时 ， 亚 央 斯 公 式 应 准确 成 立 ， 因 丝 恒 有 
BA+B+… 十 Be= 工 ( 显 式 ) 
po 十 证 :十 Bt- 一 工 隐 式 ) 
亚 丹 斯 公式 (14.6. 信 、(11.6.7) 的 本 征 方程 统一 写 为 
Me 一 jn-=z(Roin 十 Br 二 十， sa 


nn 





天 阶 精 麻 显 式 时 汶 一 态 56o= 沽 阶 精度 障 武 时 各 一 4 一 1 视 % 为 小 参数 。 当 3 一 0 时 方程 
加 守 和 30 即 有 单 根 六 工 及 mi 二 重 和 130; 当 av0 针 术 和 X<0 全 不 影 
响 稳定 性 要 %< 了 的 受 负 机 成 为 和 
六 人 国运 DG 

人 入 G.6.19)，, 比 较 :的 和 并 和 用 关系 HL.6. 可 各 er 芭 
ER 和 Ca 一 1 二 OO) 

ON =-I2Rerh 二 O(O) 
因此 当 了 gw<0 而 充分 外 时 入 有 (AD 1< 而 步 认 限 人 在 时 间 党 琉 


人 一 本 
的 是 人 ,因此 亚 骨 斯 公式 不 论 何 阶 ， 或 显 或 隐 ， 都 至 少 是 条 件 稳 的 。 人 6.10) 

和 m 一 入 m 开 

本 - / 央 二 2 一 二 商 二 :十 6 一 - -一 - 


画 出 * 。 平面 上 的 内 界线 ( 册 应 于 | 一 土 即 入 一 的 ) 则 大 致 如 图 扩 .7( 显 式 ) 及 图 六 .8 ( 隆 
式 )。 当 九 增 大 时 稳定 域 缩 小 -- 除了 隐 式 一 二 1 一 2 全 介 全 和 提 会 到 总 人 
稳定 拓 者 在 学 平 订 内 的 有 限 城 即 仅 仅 是 条 件 稳 。 人 





图 11.7 


常用 的 亚 凡 斯 全 式 是 ， 
“GD 四 阶 精 度 前 显 式 


Wi 一 如 十 二 Gaf,- 人 了 - 一 Oh) (11.6.11) 
0 








< 省 们 省 革 珊 8w， 本 让 AS 居 nn 
了 .19) 
RN 史 Hl9j.- 0 


间 为 002), 迁 代 一 次 ,精度 仍 达 O(1( 见 31:5)。 
斯 公式 适用 于 有 光滑 解 的 非 病 态 方 程 。 每 步 及 须 计 算 了 一 次 (用 预 估 校 正 册 为 两 
较 小 。 注 意 即 使 是 隐 式 ,除了 4 一 0 8 一 工 以 外 ,也 不 适 于 解 病态 方程 。 





在 这 里 不 从 积分 形式 ( 世 .6.2 而 直接 从 微分 形式 (11.6. 了 k 2 
1 风 人 的 一 (wb， 汶 看 本 7.1) 
出 发 。 用 8 十 工 个 节点 加 +1， 加 ，…， 加 -2+1 wa 0 扩 324tt 撒 出 一 个 炎 次 多 项 式 
世人 区 2， 
wb RUTGb) = 人 0 Sn 4H.7 .2 
， 设 在 全 加 "外 微分 (四 蔚 . 即 “SG) 即 得 显 式 公式 “ 
和 2 5 7 局 
二 内 2 人 
下 等 距 节 点 ， 0 
当 轴 一 工时 ，oo 一 二 d 一 一 书 wu 0 
当 且 2 时 : 天 二 于 wa 0, 一 二 二 出 是 讳 心 差 公式, 得 不 稳 (1 8 并 -让 .4 多. 基 ) 





0 





Re 
可 以 证 四 悦 1>3 时 也 部 是 便 不 稳 的 因 
此 这 是 一 第 基 车 死 用 的 序列 。 
设 发 在 t 一 钞 必 处 对 了 (微分 (图 1.9)， 
即 wGts 一 如 (ti， 于 是 得 隐 式 公式 ， 


t A\ 2 1 
1 于 Causaraw+。 “十 co- t+ 一 一 记 喝 .7. 功 


时 





用) 9 
在 等 距 节 点 时 ,系数 w 见 表 11.2。 当 上 ~ 工时 就 是 尤 拉 向 后 差 公式 。 下 面 可 以 看 到 , 与 显 式 
CH1.7 不 同 ,六 式 (1.7. 本 是 一 个 相当 有 用 的 序 。 人 


人 二 2 0 下 





代 1 5 和 
3| 科 局 | 袜 浊 So 








48B 生 


根据 81.2, 1 二 1 个 点 天 次 插值 的 一 阶 导数 的 误差 (在 节点 处 ) 为 忆 一 尺 =OW)， 因此 
公式 (11.7.5) 以 及 ( 革 .7.3) 的 截断 误差 是 0( 思 ), 即 具有 大 阶 精 度 。 


- 稳定 性 


差分 格式 ( 圭 .7. 罗 ) 的 本 征 方程 是 


天 5 一 十 。。 
JI 一 十 0) 《11.7.7) 


图 攻 .10 玫 示 下 = 二 2， 83 的 临界 曲线 ， 其 外 部 为 稳定 域 。 图 芋 . 世 表示 了 8= 工 一 6 的 临界 
曲线 , 每 根 曲线 的 左 方 为 稳定 域 , 由 于 感 兴趣 的 左 半 平 面 Re/pes0， 并 由 于 上 下 对 称 故 只 画 
第 三 象限 。1=1 2 的 稳定 域 包含 了 左 半 平面 ， 因 此 是 恒 稳 的 。 7 一 3, 沁 5 6 虽然 不 是 恒 
稳 ， 但 近 于 恒 稳 ， 即 其 稳定 域 均 向 左 展 至 无 穷 ， 并 在 靠近 虚 轴 处 包含 一 一 条 包 住 负 实 轴 的 走 
廊 ”( 图 蔚 .12) 。 具 体 地 说 有 下 列 两 个 性 质 ， 

19 当 Rejih< -6.1 时 稳定 。 : 

2.. 当 : 一 6.1 和 Re As<0 人 5 内 为 交 定 。 当 % 大 >>6 以 后 不 再 有 此 性 质 。 


TahAh 











图 11.10 0 
人 全 是 人 人 纹 恒 稳 格 式 如 尤 拉 铅 后 差 和 梯形 公式 是 适合 解 病态 态 方 程 的 。 可 以 证 明 
- 《 兄 [2]07 恒 稳 的 线性 多 步 林 式 
CoWn+1i 十 ”， .十 at 一 天 (Bojo 十 … 十 Bejsi- 

中 最 高 只 能 达到 二 阶 精度 ， 在 这 个 意义 下 梯形 公式 是 最 优 
的 。 但 是 这 并 不 排除 在 非 线性 格式 (如 811+.8) 中 有 可 能 构 
造 高 于 二 阶 的 便 稳 公式 。 另 一 方面 , 对 于 病态 方程 也 不 一 
定 要 求 恒 稳 。 事 实 上 病态 方程 的 本 征 值 在 左 半 平面 内 向 
一 co 散 得 很 远 ， 于 是 上 面 所 述 的 性 质 二 可 以 适应 。 如 果 
有 本 征 根 靠 虚 轴 ， 即 Rew~0 而 虚 部 的 模 181 = |Iow| 很 


轴 da 大 这 对 应 于 以 区 为 频率 人 以 - 语 为 周 凑 , 见 11.1.2 


的 高 频 低 阻 尼 的 周期 振动 )。 从 截 差 来 考虑 ， 从 直观 上 看 ， 为 了 保证 必要 的 精度 , 一 般 应 该 在 
. 谐 波 的 一 个 周期 内 有 大 约 12 个 节点 , 即 取 








48S- 
< 和 ~- 工 即 17T 态 |< 革 7 
可 有 = 
因 批 基 使 格式 是 恒 稳 的 , 步 长 仍 须 受 些 制约 而 上 面 所 述 的 性 质 .2 正好 适 合 于 此 co . 因此 格 
式 ({.7.5) (4= 工 一 6) 的 近 于 恒 稳 的 性 质 对 于 病态 方程 已 经 足够 ， 而 它 有 高 达 六 阶 的 精度 。 
因此 这 是 适 于 病态 方程 的 高 精度 方法 , 它 也 正 是 由 于 解 病态 方程 的 需要 而 被 重视 的 [3, 入 。 
在 也.5.2 节 记述 牛 顿 欠 代 法 也 可 以 推广 到 这 里 来 解 隐 式 方程 。 


$ 11.8 基于 层级 数 展开 的 方法 


推广 尤 拉 方法 还 有 另外 的 途径 , 即 用 守 级 数 展开 的 方法 导出 高 精度 的 单 步 公式 , 即 所 谓 
龙 格 - 库 塔 (Runge-Kutta) 方 法 。 


考虑 一 个 微分 方程 
凡 =(u 人 人 (1.8.1) 
从 积分 公式 
司 二 硬 | Fe， 三 (1.8.2) 
出 发 ,将 积分 号 下 函数 对 t=- 吉 点 作 宕 次 展开 , 命 六 为 了 (u 人 ,及 对 的 全 徽 商 
7-JowATH= 记 PP-(7 二 + 二) 
5 


办 


于 是 轴 
和 

| 7 Du-X((7 二 + 1 5 二 DONG.8.3) 

这 里 要 用 到 t+ 一 如 好 的 各 阶 偏 导数 ,需要 解析 计算 , 这 是 不 方便 的 。 人 

在 于 计算 从 二 起 适当 的 上 上 个 点 了 值 作为 代替 而 可 达到 同 阶 的 精度 , 命 可 


训 上 + < 
| 7 atr 守 ap+0( 则 .8 
赔 一 1f (wo 培 站 
， 3 一 - 凡 w 二 ba 101， 加 十 csh 
二 jw 二 jp 十 ja7s 页 由 (1 .8.5) 
0 人 嘴 旭 庆生 提 区 


人 一 六 (十 ji1 隐 十 十 De19pxz 1 加 十 Cxz 帮 ) 
将 (11.8. 细 的 右 端 在 = 加 改作 得 次 展 升 状 与 GEL:8.8) 右 端 展 忒 比较 对 频 宕 次 和 驹 庶 芥 炉 
导数 , 就 可 以 定 出 诸 系数 c，7，o。 一 般 说 来 ， 结果 是 不 唯一 的 , 这 样 就 可 以 得 到 不 同 种 类 的 
龙 格 - 库 塔 公式 0 


ER 





4 和 
对 ,二 认 各 举 两 种 见 表 1113。 ee 
表 11.8 二 格 - 库 炊 公式 表 本 








wo 





2 计 FRI 加 )、 
2 人 
的 0 
pe 芭 






人 5 、 岂 
本 到 











Wi 十 全 2 二 ww+ (oa+eo9) 


{ 刘强 . 猎 公 区 淹 放 时 二 二 站 让 志 如 下 请 池 司 到 村 沽 生 关 二 这 及 于 
1 工 
ma 一 hjfu, 二 可 91， 加 十 可 让 


人 人 寻 : 





















1 一 3 2 2 
， ms 一 [un 二 可 m, to 上 号 朋 人 
和 
os 一 tn 十 开 (pi 二 0.ga 十 209) tt 一 tn 十 填 (Pt+4pa 十 由 < < 
全 才 了 和 一 jn， 如) oj 加 ) 
2 1 
mw+ 豆 于 pi 如 十 可 亏 maj(w+ 于 pv t+ 本 ) 二 
蕊 地 全 : 2 SS 8 了 刘 - 
有 一 4 ms 一 hy(w 二 豆 了 友 如 十 可 2 oa 3 ee 如 二 可 为 
风 一 林 (w 划 咎 和 4 朋 0 pie-iydm- DR 


tn+1 一 如 十 寺 (pi+2pa+ 203 十 24) nrt 一 tn 二 十 言 (Pi+3pa 二 383 十 9) 





这 里 天 -1 就 是 尤 拉 向 前 差 公式 , 一 2 两 种 都 是 品 两 宛 前 公 趟 为 基础 的 预 佑 校 
正 公式 (11.5. 和 、(11.5.5) 。 龙 格 - 库 塔 公式 都 是 单 步 显 式 。 阶 精度 的 公式 每 步 需要 计算 
右 端 函数 大 次 。14>>2 以 后 都 是 非 线性 的 差分 格式 。 最 常用 的 是 t=* 4。 


稳定 性 人 


， .为 了 判 稳 考虑 村 型 方程 ，， ， 
一 jE 一 wu 
示 们 光 需 将 于 二 /这 代入 各 个 具体 的 格式 而 只 人 须 利 用 8 - 人 将 ] 全 检 入 


国 


G1.8， .的 有 志和 交 放下 训 短 人 
二 二 | (名 寺 
人 全 本 寂 .8.7) 
因此 本 征 方程 为 ! 了 8 
-1 + 站 人 ， 须 (11.8.8) 
这 就 是 6 的 村 级 本 下 次 。 四 
8 的 本 
因此 对 BeiS0 人 bc 人 人 
人 人 | 四 本 SA 人 和 51 人 芝 兰 浊 玛 2 节 - - | 人 人 
ee 
的 本 汪 ， 因此 龙 格 - 库 塔 公 \ 式 是 条 件 稳 的 。 





“ 当 Ben=0, 即 上 = 访 ; 刘 殿 溃 用 4 内 公 向 可 以 算 遇 ， 





1+(6j2=I+O(]，=1 Ia 
十 于 (8 有 -TO( 的 ， 1 一 2 


0 ER 
响 一 洒 50 i 3 ) 半 EN 人 


证 庆 (0"+T 0- 六 


因此 基本 能 保持 临界 稳定 性 , 特别 当世 -4 
在 径 j 刻 平 夺 上 的 临界 是 线 ( 对 应 守 愉 | 二 办 利 稳 屿 堪 乔 ， 二 履 区 过 
意 如 图 11.13。AX=- 工 时 就 是 中 心 在 ?= - 工 的 单位 圆 , 天 增 大 宝生 
时 稳定 域 (都 是 有 限 域 ) 逐次 扩大 ，1->c8 的 极限 就 是 左 半 平 面 。 由 于 它们 仅 是 条 件 稳 ， 因此 
不 适 于 病态 方程 。 为 了 病态 LA 


本 $11.9 方法 慨 


带 各 数值 解法 中 用 得 较 广 的 是 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 。 玄 除 吴 时 有 较 高 精度 处 ) 电 捷 是 单 
步 的 , 故 有 自动 起 步 和 便于 改变 步 长 的 优点 。 对 于 稳定 前 系统 , 只 要 步 长 充分 小 就 能 保证 数 
值 稳定 性 , 而 且 也 能 近似 地 保持 临 答 稳 证 竹 它 瑟 点 是 短 步 需 计算 右 端 四 次 , 工作 量 较 大 ; 
但 是 例如 在 预 估 校 正 型 方法 中 也 要 计算 两 次 或 更 多 ,因此 这 并 不 是 严重 海 三 辣 研 划 天 显 式 
龙 格 -了 岩 塔 法 的 步 长 限制 在 最 小 时 间 常 数 的 量 级 ;因此 丙 直 于 解 病态 方程 。 

病态 微分 方程 在 计算 实践 中 愈 来 愈 占 重 要 的 地 位 ,僵持 交 恪 F 摩 里 方法 竹内 前 同 珊 经 并 
. 显 式 方法 是 不 适应 的 。 对 此 应 采用 便 稳 或 近 于 恒 稳 的 格式 ， 例如 饮 拉 向 后 差 及 梯形 公式 以 
及 高 精度 的 合 浅 数 植 宾 从 的 隐 式 和 阁 起 月 前 在 隐 式 求解 时 当 用 本 桥 迁居: 
阵 的 稀 斑 结构 的 特点 用 重 接 法 基线 代 数 伤 程 ， 这 身 奖 题 的 方法 正在 发 展 下 3 疯 [9 [ 辐 。 

“对 于 解 不 洁 光 好 Se | 本 
册 特别 是 让 种 兆 拉 公 波 < 人 

“共有 : -吉本 昌 所 区 拓 运动 和 加 进入 机关 明 拓 入 的 ; 笛 于 各 是 风 多 
的 ， 并 具有 过 于 临 况 糠 定 药 特点 。 一 般 名 对 三 阶 盘 程 形式 制定 格 寺 录 短 埃 尔 (CoiyBED 沪 法 
等 ,本 章 未 涉及 , 可 参看 []。 5 

此 外 ,关于 算法 执行 上 和 人 自动 变 阶 的 问题 , 在 实践 上 是 很 重要 的 , 本章 也 
未 涉及 , 可 以 参看 [3;5 和 5 


太 参 考 次 - 料 ， 必 


1 1 
KE1] Henrici Disorefe AVaiiabls Methods in Ordinary 2 Equation New York， 6 


2 ] Dahlquist,“A special stability problem forz hipeaz mul 2 BITR V. 3(1963) hp 27 43 
[3] Gear， AR integration of sti 仓 ordinary tioi gb 人 i 





让 RK 寺 总 
必 


(和 和 








中 





1968 V.I 
P 187. 


T4 本 Gear at Soliti55 Ta Value 2 也 Wo 971. 
[5] Willoagby, ed “Stif Differential Syrtms， Intptoaj ns 台 SS 


大 AS 、 人 本 


re -reirgerghaegge 人 ip 汪 hp， 放 。 ， 和 ypacy 凶 mnt tfog mr -ar -后 全 -ngt oem 





第 十 二 章 “ 偏 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 “ 


8 12.1 几 个 典型 方程 的 特点 


过 续 介 反 的 动态 物理 过 程 通常 表 为 带 时 间 纪 的 偏 徽 分 方程 。 最 简单 的 典 理 形式 有 
对 流 方程 ( 双 曲 型) 





We 妖 + 0 o 人 6 
扩散 方程 (抛物 型) 四 
D2U 
演 怀古 -0 5>0 (12.1.9 
以 及 两 者 相克 合 的 对 流 -扩散 方程 人 
: DL ， 0 DO2 ， 有 全 
“ 设 给 定 初 值 条 伞 2 ww 0 
(2 一 co<Z<poe 本 《所 . 寺 圾 
人 多 本 对 流 方 程 (12.1.31) 的 解 为 汪 
JW 人 (0 1 一 ee 0 一 co<Z 拓 co，t20 人 于 丰 


这 意味 着 在 zt 平面 上 沿 每 根 直线 一 ateoonst v 值 保持 不 变 。 这 种 直线 四 艇 特征 线 (图 
12.1 及 12. 罗 。 如 果 把 (12.1. 罗 看 作 补 始 时 刻 =0 的 波形 , 则 (12.. 表 未 这 个 波 以 速度 
le| 传播 ; 当 5c>>0 时 沿 方 向 传播 , 当 5c<0 时 沿 一 z 方 向 传播 , 而 波形 保持 不 变 。 图 12.3 
显示 了 初始 为 三 角 波 形 的 演化 过 程 。 在 更 一 般 的 双 曲 型 方程 时 ， 波 的 形状 ,幅度 德 均 可 
有 变化 ,但 是 扰动 恒 以 有 限 的 速 庆 传 播 ,并 能 保持 明确 的 波 阵 面 。 这 是 波动 过 程 的 ,共同 特 
点 ; 在 数学 上 玫 为 双 曲 型 方程 。 对 流 方程 (2.: 人 也 风 俩 间 向 波 
方程 ， 











在 物理 上 常见 的 波动 方程 





_oaDxw _0 (12.1.6) 


可 以 化 为 联 衬 的 单 癌变 方程 组 的 形式 。 例如 , 命 忆 一 如 ， 3 一 6 ， 则 (12.1.6) 就 可 化 为 
一 阶 微分 方程 组 














1 
0 (2.1.7) 
Dos 十 Cg DoOi =0 
如 Dr 

再 命 wu=-< 方 地- ba) ，?1W3 一 二 一 一 (Ooi 十 oa) 则 (12.1.7) 又 化 为 

eu du _0 

人 (2.1.8) 
Dua +.ea _ 
寻 0 





这 表示 两 个 灌 相反 方向 传播 的 单 向 波 。 因 此 ， 单身 波 方程 虽然 简单 , 但 有 很 大 的 代表 性 。 
扩散 方程 (12.1. 细 在 初 值 条 件 (12.1. 邹 下 的 解 可 以 表 为 


ulw 昌 - 








本 下 二 | em- 六 | 上 2 (12.1.9) 


图 12.4 给 出 了 初始 的 三 角形 分 布 以 及 以 后 各 时 刻 的 演化 。 特 点 是 波形 的 楼 角 消失 , 逐渐 平 
滑 化 。 物质 的 弥散 过 程 和 热传导 中 的 温度 等 化 过 程 都 是 这 样 的 不 管 初始 分 布 如 何 集中 ， 
它 总 是 在 瞬 刻 之 间 影响 于 无 穷 ,可 以 说 是 以 无 限 的 速度 来 传播 影响 的 , 虽然 这 种 影响 是 随 距 
离 按 指数 状 训 减 。 这 是 一 切 弛 丈 过 程 的 共同 特点 ,在 数学 上 表 为 抛物 型 方程 

设 介质 的 长 度 为 工 。 一 个 不 均匀 的 初始 分 布 在 弛 殉 过 程 中 将 趋 于 等 化 。 可 以 用 量 纲 分 
析 来 估计 等 化 所 需 的 时 间 !。 显然 了 不 依赖 于 分 布 v 本 身 而 只 依赖 于 问题 的 其 它 参 数 即 
扩散 系数 8( 量 网 为 (长 度 )2/ 时 间 ) 和 荆 ( 量 纲 为 长 度 )。0 与 也 只 有 一 个 组 合 即 Ze/ 具有 时 
间 的 量 岗 , 因此 在 量 级 上 应 有 


-个 _ ti=1 工 
2 | 

t=2_ 个、 1 三 2 一 一 区 

多 


图 12.4 12.5 





-号 3O 
7 (12.1.10) 
这 就 是 等 化 时 间 , 也 叫做 弛 殉 时 间 、 有 生 时 间 、 时 间 常 数 等 等 ， 也 就 是 过 程 的 活跃 时 间 。 在 
实际 解 扩 散 问 题 时 ， 如 果 没 有 其 它 的 外 部 动机 ， 则 解 题 的 时 段 可 取 为 比 下 略 大 约 半 个 量 级 
乌 可 ， 例 如 取 0 和 既 5。 
对 流 -扩散 方程 (12.1.3) 在 初始 条 件 (12.1. 包 下 的 解 为 


二 -~ -证 站 ep[- 全 汶 只 jp 人 上 0 


图 12.5 表示 初始 为 三 角形 分 布 和 以 后 时 刻 的 演化 。 这 里 弛 称 与 波动 过 程 相 耦 合 ， 因 此 
备 了 两 者 的 特点 ,一 方面 有 平滑 化 ， 另 一 方面 扰动 仿佛 以 集体 速度 & 移动 , 但 不 能 保持 波 阵 


面 。 例 如 在 流体 的 热 交换 中 ， 当 对 流 与 传导 效应 并 存 时 就 表 为 方程 (12.1.3)，a -5& 为 对 演 
项 ， 一 5 -3 作为 扩散 项 。 


8$ 12.2 过 程 的 稳定 性 和 定 解 条 件 的 恰当 性 


求解 动态 过 程 问题 是 以 初始 条 件 作 为 主要 的 定 解 条 件 的 。 由 于 初始 值 是 由 观测 或 者 推 
算得 来 的 物理 量 , 因而 不 可 避免 地 含有 误差 即 扰动 。 如 果 随 着 过 程 的 发 展 扰动 会 无 限 增长 ， 
则 一 般 说 来 , 要 求解 这 样 的 问题 在 物理 上 就 没有 意义 。 因此 , 初 值 问题 是 恰当 的 即 合理 的 ， 
方程 的 解 必须 稳定 地 依赖 于 初 值 ， 也 就 是 说 任何 初始 扰动 在 过 程 发 展 中 将 自动 衰减 或 者 受 
控 在 一 定 眼 度 之 内 。 对 于 初始 扰动 是 否 稳定 是 过 程 的 一 个 重要 的 内 在 特征 。 

设 (2, 动 是 对 流 方程 


DOV DUL 
0 (12.2.1) 


的 一 个 解 , 对 应 于 初 值 v(z，0) 。 当 初 值 受 扰 即 v(z,，0) ~%(w， 0) 十 s(z，0) 时 ， 相 应 解 也 受 
扰 &o, 臣 ~u(2, 动 十 st 动 ， 后 者 满足 方程 
aC+s) 9w 二 8) _ 


观 式 相 减 得 线性 齐 次 方程 


0s os _ 
记 +437 一 0 (12.2.2) 


叫做 (12.2.1) 的 小 扰动 方程 。 它 的 形式 与 (12.2. 了 同 ， 只 是 右 项 为 0 成 为 齐 次 的 。 由 于 初 
始 扰动 总 可 以 表 成 不 同 频率 的 正弦 波 的 线性 迭 加 , 故 可 假设 初 值 表 为 一 个 正弦 波 

8(Z，0) 一 et (12.2.3) 
7 为 枉 定 实数 , 为 频率 参数 , 通常 叫做 “ 波 数 ”，1/ ax 就 是 “空间 频率 ”, 工 就 是 “波长 "。 试 定 


形 如 


8(O 四 一 Buietke (12.2.4) 
的 解 。 以 (了 2.2. 和 代入 (12.2.2) 得 到 几 = 人 ( 态 的 “特征 方程 
1 二 io81 一 0 
钊 
凡 一 一 和 1 (12.2.5) 


因此 得 到 方程 (12.2.2) 在 初始 条 件 (12.2.3) 下 的 解 即 谐 波 解 


seam 
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8 (z， 一 一 6 一 (oktgtrz 一 一 6 引 (3? 一 0 


由 于 2 为 实数 ,不 论 波 长 如 何 , 谐 波 扰动 均 以 速度 ec 推进 而 幅度 不 变 ， 人 全 不 风 
类 似 地 , 对 于 扩散 方程 


2 ，825 
则 有 小 扰动 方程 组 及 其 谐 波 解 
025 ，pe 
0 - 琶 一 0 
凤 一 一 012 8 (2 四 一 er-oetetke (12.2.7) 


由 于 0>0， 波 形 不 动 而 幅度 随时 间 上 作 指数 状 训 减 ,波长 愈 短 ( 即 频率 不 愈 大 )， 训 减 愈 甚 。 
央 此 也 是 稳定 的 。 
至 于 对 流 -扩散 方程 , 则 有 


ae se ,be (28) 
2 
风 = 一 和 1 一 5。 (有 一 eteflz- 鸣 (12.2.9) 
谐 波 扰动 以 速度 e 推进 而 幅度 作 指数 状 训 减 。 
总 结 以 上 各 种 情况 ,都 有 
Rew(1 委 0， 对 一 切 频 率 奴 (12.2.10) 


这 是 用 来 判断 过 程 对 于 初始 扰动 是 否 稳定 的 条 件 在 对 流 方 程 ,12.2.8 固 然 满足 12.2.10)， 


但 特别 有 
Re 人) 一 Re( 一 包 ) =0 (12.2.11) 


因此 可 以 说 是 临界 稳定 或 中 立 稳 定 , 这 也 是 波动 过 程 的 共同 特点 。 在 扩散 方程 或 扩散 -对 流 


方程 则 有 
Reu() = -12<0 (12.2.12) 


这 也 是 一 切 扩 散 过 程 的 共同 特点 , 表示 耗 散 。 

顺便 指出 , 当 方 程 (12.2.6) 中 的 系数 ! 为 纯 虚 数 时 ， 则 成 为 量子 力学 中 的 薛 丁 格 方程 ， 
它 仍 是 稳定 的 (中 立 稳 定 )， 当 刀 为 负 实数 时 就 是 所 谓 反 扩散 或 反 热 传导 方程 ， 则 是 不 稳定 
的 。 当 方 程 (12.2. 巧 中 的 ac 为 纯 虚 数 时 也 不 稳定 ， 这 时 
方程 是 椭圆 型 的 。 本 章 中 将 只 讨论 稳定 初 值 问题 的 数值 
解 法 。 在 若 于 情况 下 , 不 稳定 初 值 问题 必 有 特定 的 物理 
意义 ,并 且 在 实践 上 要 求 定 解 。 这 类 问题 的 数值 解法 要 
困难 一 些 , 可 以 参考 [2]。 

对 于 初 值 问题 的 定 解 ， 实 践 上 总 是 局 限 在 有 界 的 空 
间 区 域 上 , 因此 还 要 规定 边界 条 件 。 关 于 边界 条 件 也 有 给 
得 恰当 与 否 的 问题 。 先 讨论 对 流 方程 





0 
DOV OU xX=0 . x=1 
0 13.6 
我 们 知道 它 的 解 可 以 表 为 2U(0 办 一 0 一 史 ， 沿 特征 线 z 一 at 一 const 取 常 值 。 假 定 wc>>0, 在 
ti 一 0 上 给 了 初 值 ， 要 求 在 0 二 z<1, t 志 0 上 定 解 (图 12.6) 。 设 在 左边 界 即 <=0 上 给 了 的 
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边 值 , 则 由 特征 线 的 走向 可 知 在 0<z<1，t>0 上 的 解 就 唯一 确定 。 因此 在 右边 界 即 =1 
上 就 无 需 也 不 应 该 再 给 边界 条 件 , 否则 就 是 过 定 的 ， 即 条 件 有 矛盾 或 多 余 。 反 之 ， 在 左边 界 
2Z 一 0 上 的 边界 条 件 则 是 不 可 少 的 , 否则 就 是 欠 定 的 。 当 a<0 时 情况 恰 相 反 , 必须 在 右边 界 
给 一 个 条 件 而 在 左边 界 不 给 。 

对 于 扩散 方程 


微分 算 子 的 空间 部 分 为 燃 圆 算 子 ， 人 个 边界 
条 件 。 通常 有 给 定 以 第 一 类 )， 给 定 二 季 (第 二 类 )， 给 定 4 及 到 六 的 组 合 〈 第 三 类 ) 三 


人 缉 。 反 之 , 如 果 在 一 边 给 两 个 条 件 ， 。 -不 给 条 伯 ， 风情 对 于 过 人 拉动 风 丰 和 
性 , 这 样 的 边界 条 件 是 不 恰当 的 。 


8$12.3 差分 格式 


偏 微分 方程 的 主要 数值 解法 是 差分 方法 。 在 空间 和 时 间 两 个 方向 上 将 问题 离散 化 为 差 
分 方程 , 然后 从 初始 条 件 出 发 , 按时 间 逐 层 推进 。 这 种 方法 有 高 度 的 通用 性 , 而 它 的 公式 又 
是 程式 化 了 的 , 便于 程序 实现 ,因此 也 叫做 差分 格式 。 本 节 将 以 对 流 和 扩散 方程 为 例 说 明 有 

关 的 一 些 概念 。 
将 Z 二 平面 的 上 半 部 妒 0 用 坐标 线 
”8Q& 一 灯 一 力 1 一 0， 土 1， 土 2， 
1 一 加 一 0T，% 一 0 1，2，， 

分 为 格 网 , 妃 r 分 别 是 空间 及 时 间 步 长 。 暂 时 不 考虑 边界 条 件 的 处 理 及 其 影响 。 

对 于 扩散 方程 


CUL 
0 天 


用 适当 的 差 商 代替 微 商 , 可 以 自然 地 构成 种 种 差分 格式 。 采用 记号 
一 2 人 (Zr 办) 
2 1 一 2 1 一 200 十 2 


并 用 允 表 示 截 断 误 差 ( 其 舍 义 见 后 文 )。 于 是 有 


2 
一 (0 一 2 一 一 50 一 0 一 玫 ， 
和 | dt2.3.9) 


(12.3.1T) 





刀 =0(z) +OG2)， 显 式 
二 (& 氏 一 1) - 关 5og3- 风 -0 | 


”2.3.3) 
=0(zr) 十 0(， 全 隐 式 
工人 一 节 一 - 攻 (ao 二 3) 一 9 


， -0 
人 二 厌 | 炳 宝 (12.3.4) 


五 =O(cz) 二 OU)， 平 均 隐 式 


8 
攻 十 _ 四 下 二 1 1 一 人 0 疏 : 
元 地 2 2 07 | 十 (12.8.5) 
。 5 中 心 善 格式 





类 似 地 , 对 于 对 流 方程 
OU OU 
亚 +4 到 一 0 (12.3.6) 
则 有 
4+t_ 1 人 
也 ( 声 十 世 (1 一 1) 一 9 证 卫 国 (2.3.7) 
五 =O(z) 二 O(， 显 式 -中心 差 
北 克 G 
一 (人 太一 人 十 二 (OH 一 好 村 ) 一 四 一 0 
公 河 是 和 证 2 和 一 0 | 几 疝 (Gd2.8.8) 
卫 =O(Cz) +OC00， 全 隐 式 -中 心 盖 


1 


二 (9 一 芭 + 生 (9 一动 -时 -0 
和 | 本 (12.3.9) 
五 一 0 +OU)， 显 式 - 右 偏 


0 | | (12.3.10) 
百 = 0 人) 二 0O( 信 ， 显 式 - 左 偏 0 

当 由 第 % 个 时 间 层 推进 到 % 十 层 时 , 公式 (12.3.2) 中 提供 了 逐 点 好 + 的 明显 表达 , 因 
此 称 为 显 式 。 属于 显 式 的 还 有 (12.3.6)，(12.3.7)，(12.3.9~10) 。 在 公式 (12.3.3) 别 需 
联 解 一 个 代数 方程 组 才能 得 到 待定 的 上 + 寺 层 各 点 的 值 ， 因 此 叫做 隐 式 ， 属 于 隐 式 的 还 有 
(12.3.4)，(12.8.8) 。 从 解 算 的 方便 性 和 工作 量 来 看 ， 显 式 是 有 利 的 。 但 在 某 些 场合 如 抽 
物 型 方程 采用 隐 式 反而 更 有 利 ( 见 812.6) 。 

在 公式 (12.3.2) 中 ,在 推算 mw 十 1 层 时 只 用 第 m 层 的 数据 ,前 后 联系 到 二 个 层次 , 这 叫做 
双 层 格式 , 在 程序 实现 时 一 般 只 需 保留 一 片场 (一 个 时 层 的 数据 ), 其 它 除 (12.8.5) 外 也 都 是 
双 层 。 在 (12.3. 下 中 , 是 从 mw mw 二 1 两 晨 推算 mw 二 2 层 ， 前 后 联系 到 三 个 层次 ， 叫 做 三 层 格 
式 ,这 是 多 层 格 式 的 一 种 。 在 实现 时 ,多 层 格式 需要 保留 两 片场 , 而 且 需 要 另外 的 方式 启 步 ， 
即 从 第 0 层 推算 第 工 层 ,在 这 以 后 才能 按 该 格式 进行 。 在 偏 微分 方程 的 情况 , 一 般 存 储量 的 
负担 很 重 , 故 很 少 采用 超过 三 层 的 格式 。 

将 公式 (12.3.2) 左 端 各 项 在 (zj 如) 点 作 寡 次 展开 , 不 难 验证 

了 -全 C- 动 -了 光电 -| 党 环 琵 - 中 -0O+0O 

这 就 是 截断 误差 。 因 此 差分 方程 的 解 并 不 严格 满足 原来 的 微分 方程 而 只 是 近似 地 满足 。 但 
是 , 正如 这 个 例子 表明 的 ， 当 步 长 加， r->0 时 截 差 如 一 0 差分 方程 (12.3.2) 的 极限 形式 就 
是 微分 方程 (12.3.1), 这 时 我 们 说 差分 方程 与 微分 方程 相 容 。 这 种 相 容 性 表示 差分 方程 “ 收 
敛 ” 于 微分 方程 。 是 差分 方程 的 必 备 条 件 。 通常 所 谓 收敛 性 ， 是 指 差分 方程 的 解 ， 当 步 长 
太 ，7->0 时 收敛 于 微分 方程 的 解 。 相 容 性 与 收敛 性 是 不 同 的 概念 ， 前 者 只 是 必 备 的 条 件 ， 而 
后 者 才 是 最 终 的 目标 , 在 理论 分 析 上 要 困难 些 , 将 不 加 论述 。 在 许多 情况 下 , 差分 的 相 容 性 
再 加 上 稳定 性 ( 见 812.4) 可 以 保证 收敛 性 。 

上 面 列 出 的 差分 格式 都 附 有 鹤 差 式 ,但 者 次 展开 的 基点 各 有 不 同 。 例如 (12.3.4) 就 是 
在 (zy 刀 , 妈 展开 而 得 的 。 当 轧 =O(C) 十 OCM) 时 我 们 说 格式 对 时 间 () 为 了 阶 精 度 , 对 空 


间 ( 力 为 4 阶 精度 。 








， ereapgRag9N 下 cn 5 | nr 有 Ar， ， -19 全 ww 本 机- 生 uaprerg gerorracnrero amamran we 吉 - 
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$ 12.4 差分 格式 的 稳定 性 


初 值 问题 的 差分 解法 是 以 步 进 方式 工作 的 。 在 逐步 推进 的 过 程 中 ， 误 差 也 逐步 积 黑 。 
这 种 误差 积累 是 保持 有 界 还 是 恶性 发 展 ? 这 就 是 所 谓 数值 稳定 性 的 问题 。 数 值 稳 定性 是 差 
分 格式 的 必 备 条 件 。 在 不 稳定 的 情况 下 , 寄生 误差 不 仅 要 淹没 真 解 , 而 且 会 导致 计算 的 垮台 
(如 上 溢 )。 因 此 , 一 定 不 稳定 的 差分 格式 , 即使 有 其 它 方面 的 优点 也 是 不 能 据 以 工作 的 。 
(12.3.2) 为 例 


二 二 (gf 一切 - 且 (一 2 十 1) 一 人 一 0 (12.4.1) 
人 认为 了 = 0,， 土 二 土 2 … 展 至 土 cc。 设 想 初 值 叭 


受 扰 , 即 含有 误差 而 成 为 (十 se)9= 他 十 se 则 相应 解 好 也 受 扰 而 成 为 (十 e)? = 地 十 纺 它 满 
足 与 (12.4.1T) 一样 的 方程 即 


二 [C++e) 全 一 (w 十 引信 一 - 厅 高 [Cu 十 区 一 2 二 es)3 (二 6)3 一 罗 =0 
与 (12.4.1) 相 减 , 得 到 扰动 即 误差 s? 0 
二 (e5 一 明 一 -让 ( 咏 :一 28? 十 281) 一 0 (12.4.27 


它 与 (12.4.1) 相 似 ,只 是 除去 了 9? 项 而 成 为 齐 次 的 线性 常 系数 差分 方程 。 对 (12.4. 纪 可 以 
用 谐 波 分 析 的 方法 来 定 解 (与 4$12.2 相仿 )。 

把 初始 误差 9 表 为 一 个 简 谐 波 的 形式 

8=- (ette)。 二 - g 太 负 
这 里 为 频率 参数 , 即 波 数 , 见 (12.2.3) ( : 北 就 是 “空间 频率 "， 工 就 是 波长 ) 试 定形 如 
8( 色 ， 1 区 0) ij，1 一 0， 填 1， 士 2，…3; 见 一 0， 1，…. (12.4.3) 
的 谱 波 解 。 这 里 入 一 入 ( 旭 为 对 应 于 波 数 大 的 增长 因子 ,比较 (12.2.4) 和 (12.4.3)， 和 一 e， 
和 可 以 用 下 法 定 出 。 将 (12.4.3) 代 入 (12.4.2 得 
= (Ma+le 这 入 和 ne 人 pr 力 ) 已 一 (net 一 一 2XweU 和 十 和 ae 比 (+1) 一 0 


消去 公 因 子 Xetn 得 方程 
二 和- 了 一 记 (- 吕 一 2++em) =0 (12.4.4) 
叫做 差分 格式 (12.4.1) 的 特征 方程 。 它 的 根 , 即 特征 根 , 即 增长 因子 
二 人 内 二 1- 全 2G- _oos 硕 ) =1-48ainsg (12.4.5) 
在 这 里 和 以 后 命 


B= 码 /12，0= 鹏 (12.4.6) 

回 到 (12.4.3), 当 | 入 ( 芒 1> 工 时 ,误差 随 呈 作 指数 状 增长 , | 入 ( 妨 | 和 1 时 则 误差 不 增长 。 

由 于 初始 误差 可 以 表 为 不 同 频率 大 的 谐 波 的 选 加 , 并 且 由 于 计算 中 含 入 误差 的 随机 性 , 应 该 
认为 所 有 的 大 的 频率 组 分 都 是 可 能 出 现 的 。 因 此 数值 稳定 的 条 件 是 

| 和 ( 态 | 和 二 对 一 切实 数 开 (12.4.7) 

对 于 (12.4.5) 说 来 , 当天 任意 变化 时 ，48sin20 变化 的 范围 是 [0, 46], 因此 使 (了 2.4.7) 成 立 
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的 充 要 条 件 是 
8< 玛 即 rsja/2 de2.4.9) 


我 们 说 差分 格式 (12.4. 了 是 条 件 稳 定 的 ， 即 当 步 长 ", 天 满 足 上 列 不 等 式 时 为 稳定 ， 否 则 不 
稳定 。 

不 难看 出 , 为 了 从 线性 常 系数 差分 方程 形成 判 稳 用 的 特征 方程 , 只 需 将 关 分 方程 中 的 非 
齐 次 项 略 去 ， 并 将 好 要 项 代 以 Xe 即 可 。 据 此 ， 瑟 可 以 得 到 隐 式 12.3. 8 的 特征 方程 和 特 
征 根 


二 0- 一 省 -站 Gerw- 一 史 十 Xem) =0， 和 = IT/(L+4Bsin20) 


不 论 用 天 出 恒 有 |X| < 了 这 是 恒 稳 的 , 即 无 条 件 稳定 。 对 于 (12.3. 人 类似 地 有 
和 = (1 一 28sinab)/(L 十 28sin2g) 
也 是 便 稳 。 至 于 三 层 中 心 差 格式 (12.3.5)， 特征 方程 为 二 次 , 有 两 个 特征 根 
到 02 下 一 六 (er 写 一 2 =0 


和 is 一 一 46sin20 芋 VE 二 (46sin20)5 
不 论 到 天 如 何 , 总 有 大 能 使 | 入 ( 妨 | > 二 因此 是 恒 不 稳定 的 。 尽 管 这 个 格式 的 构成 也 很 “家 
然 ”而 且 有 较 高 的 精度 , 却 是 不 能 工作 的 。 
将 上 述 方法 用 于 对 流 方程 时 , 特征 根 即 增长 因子 将 得 复数 。 为 了 方便 , 命 
1 a=GT/1，0 一 砚 (12.4.9) 
对 于 显 式 中 心 差 格式 (12.3.7) 得 到 
二 人 -TD + 如 2 5 (el 丽 一 6-tb) 一 0 


入 ( 妈 一 1 一 和 asinb，| 入 (人 12 一 1 十 aasin20> 工 
这 是 对 流 方程 最 “自然 "的 差分 格式 , 却 是 恒 不 稳 的 。 至 于 隐 式 中 心 差 格式 (12.3.8) 则 有 
入 ( 念 =17 人 一 和 spn 肪 ， 人 (人 |] 一 1/(E+assin20) 1 

恒 稳 。 

值得 注意 的 是 两 种 偏心 差 显 式 。 在 右 偏 (13， 38.9) 时 

入 (有 1) 一 工 十 w 一 a68 
当天 即 三 20 变化 时 , 根 和 (人 认 ) 的 轨迹 在 复数 平面 上 是 以 1 十 a 为 中 心 ， 半 径 为 wa 的 圆 。 当 
aa>0( 即 w>0) 时 , 此 圆 在 单位 圆 之 外 ， 因此 恒 不 稳 。 当 c<0 时 , 根 轨 迹 圆 在 单位 圆 之 内 指 
充 要 条 件 为 
lel<l1 即 rY 委 pic| (12.4.10) 

故 为 条 件 稳定 。 至 于 左 偏 格 式 (12.3.10) 则 恰 相 反 ，%<0 时 恒 不 稳 ,c>0 时 条 件 稳 , 条 件 同 
(12.4.10) 。 总 结 起 来 ,在 <c0 时 应 取 左 偏 ， as<0 应 取 右 偏 ， 统称 为 特征 型 差分 格式 ， 因 为 
“差分 三 角形 " 揭 斜 边 与 特征 线 ?一 吐 一 oonst 的 倾向 一 致 。 

微分 方程 (12.3.1) 中 的 系数 e 表示 单 向 波 即 扰动 的 传播 速度 , 5<0 表示 自 左 至 右 ,a<0 
表示 自 右 至 左 。 从 差分 方程 也 可 以 引进 拢 动 传播 速度 的 概念 。 例如 在 左 偏 格式 (12.3.10) 
中 是 从 好 ;， 好 计算 好 :1， 可 以 认为 扰动 以 速度 c=jvr 传播 ， 自 左 至 右 。 在 右 偏 格式 
(2.3.9) 中 则 扰动 以 相同 速度 传播 ， 但 方向 相反 。 上 面 看 到 ,为 了 保证 稳定 性 ，g0 取 左 . 


ee eeagdpgANN 全 So regeWer -mlb ， orrepin -we svgrr mg marryae ofrigyvgggge = teugprrpysy upers re wm ro oreo 
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偏 ，“ 和 0 时 取 右 偏 ， 这 就 意味 着 差分 扰动 的 传播 方向 应 取得 与 微分 扰动 的 传播 方向 相 
同 ; 而 步 长 条 件 (12.4.10) 则 意味 着 差分 扰动 的 传播 速度 不 得 落后 于 微分 扰动 的 传播 速度 
即 王 

lo 和 lol (12.4.11) 


这 一 条 件 通常 叫做 影响 条 件 或 柯 朗 (Couran 切 条 件 , 它 在 双 曲 型 方程 差分 解法 中 占有 重要 的 
地 位 , 是 稳定 性 的 必要 条 件 , 在 许多 情况 (但 非 所 有 情况 ) 下 , 它 也 是 稳定 性 的 充分 条 件 。 影 
响 条 件 的 意义 , 通过 下 面 的 分 析 , 还 可 以 看 得 更 清楚 。 
单 向 波 方程 (12.1.1)( 取 e>0) 当 初 值 为 
1，Z2<0 


和 生 0 ZP0 . 


时 的 解 %(c, 依 在 直线 40 与 一 of-0 之 间 重 为 ,而 在 它 处 全 为 1。 设 有 某 个 差分 格式 的 
扰动 传播 速度 为 c。 如 果 影 响 条 件 不 被 满足 , 例如 方向 
不 对 头 ,， 或 者 速度 落后 于 & 即 一 cc<ce<c。 于 是 差分 
解 I(z, 在 直线 1= 0 与 z 一 o=0 之 间 便 为 0。 这 样 ， 
在 直线 z 一 of=0 与 一 at 一 0 的 严 角 内 ( 见 图 12.7) 
U=0 而 了 =H 即使 令 r，A>0, 只 要 o= jy/r 值 保持 不 
变 , 这 种 情况 就 不 会 改变 。 因 此 当 影 响 条 件 不 满足 时 ， 

差分 解 就 不 收敛 于 微分 方程 的 解 。 

应 该 指出 ， 差 分 格式 的 数值 稳定 性 与 微分 方程 本 
图 12.7 身 的 稳定 性 是 有 联系 但 又 不 同 。 在 8 12.2 中 知道 对 

流 方程 、 扩散 方 程 都 是 稳定 的 , 但 是 它们 的 差分 格式 却 有 的 稳定 , 有 的 不 稳定 或 在 一 定 步 长 

条 件 下 才 稳 定 。 要 点 在 于 对 稳定 的 微分 方程 构造 稳定 的 差分 格式 。 

本 节 为 了 判 稳 , 采用 了 谐 波 分 析 方法 。 它 在 原则 上 虽 只 适用 于 线性 常 系数 方程 , 但 可 以 
适当 推广 到 变 系数 以 及 非 线 性 。 对 于 变 系数 可 以 采用 所 请“ 冻结 ”的 原则 , 即 对 于 变 系数 的 
一 切 值 都 应 用 谐 波 分 析 来 判 稳 得 到 稳定 条 件 的 界限 。 对 于 非 线性 方程 ， 则 先 将 差分 格式 线 
性 化 ， 然 后 根据 冻结 原则 用 谐 波 分 析 法 判 稳 。 此 外 ， 以 上 的 分 析 没 有 考虑 到 边界 条 件 。 边 
界 条 件 的 处 理 有 时 不 影响 稳定 性 的 基本 结论 , 有 时 则 有 不 良 影响 。 此 外 , 本 章 中 判 稳 的 基本 
条 件 取 为 (12.4.7), 严格 说 来 它 只 是 数值 稳定 性 的 必要 条 件 ,在 许多 情况 下 它 还 不 充分 。 但 
是 ; 尽管 有 上 述 种 种 局 限 性 , 从 这 里 的 初等 方法 所 达到 的 结论 与 计算 实际 是 基本 相符 或 接近 
的 ,因此 具有 一 定 的 实用 意义 。 在 计算 实践 上 , 数值 不 稳定 性 大 都 表现 为 误差 的 恶性 增长 ， 
是 很 容易 察觉 的 ,因此 对 于 复杂 问题 , 也 可 以 用 实验 测试 的 手段 来 决定 保证 稳定 性 的 步 长 。 
关于 稳定 性 问题 比较 系统 的 讨论 可 以 参考 上 ]。 


$ 12.5 守恒 型 差分 格式 
我 们 知道 实践 上 求解 的 微分 方程 总 是 反映 物理 上 的 某 种 守 便 律 , 如 质量 守 便 、 动 量 守 
恒 、 能 量 守恒 粒子 数 守恒 等 等 。 我 们 以 热传导 即 “温度 扩散 "为 例 说 明 怎样 在 热量 守 便 律 的 
基础 上 导出 扩散 方程 以 及 怎样 在 同一 基础 上 导出 相应 的 差分 格式 。 至 于 双 曲 方程 的 情况 则 
见 8$12.8.9。 








二 
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19.5.1 “守恒 律 的 积分 形式 与 微分 形式 

虽然 本 章 主要 讲 空间 一 维 或 至 多 为 二 维 的 问题, 但 是 为 了 说 明 物 理 背景 , 以 考虑 三 维 空 
间 为 便 。 

设 在 空间 域 @ 内 有 温度 分 布 u(z, g 2 为。 分布 的 不 均匀 性 导致 热 演 ， 任 取 一 个 定向 
本 可 元 dz， 会 "过 未 其 正 向 法 线 。 家 传 立 时 热传导 定 律 ， 单 们 时间 内 正 疝 通过 dz 的 
量 为 -到 da, 负 号 表示 拖 量 总 是 内 ' 狼 ? 处 流向 " 冷 "处 , B> 0 为 介质 的 热传导 系数 可 以 
是 带 雪 (区 质 ), 可 以 是 族 B-= B(n 可 ( 非 均 质 )， 攻 至 可 以 有 同类 ( 角 合 介 夺 )。 

通常 情况 下 ,介质 单位 体积 所 含 的 热能 正比 于 温度 w 即 ou 为 
介质 按 单 位 体积 计算 的 比 热 , 也 和 B 一 样 ,可 以 是 常数 或 变数 甚至 有 
间断 。 于 是 体 元 go 内 所 含 热能 为 ouio。 任 取 子 域 DCQ。 当 时 刻 # 
由 蕊 增 至 如 时 刀 内 所 有 热能 的 增 量 为 


| 】 人 必 - 川 (Ore 


过 个 增 量 是 直列 丙种 因素 引起 的 ; 图 28 
(GD 在 时 段 Ysts/ 内 通过 刀 的 边界 3 流入 了 热量 , 按照 传 立 叶 传导 律 ,这 就 是 


| 4 企 6 焉 必 


纪 玫 示 8 忆 上 外 法 线 方 向 (图 12.8)。 
《2) 在 时 段 卫 委 坪 加 内 区 域 刀 的 内 部 热源 《如 果 有 的 话 ) 释放 了 热量 ， 即 


fwj 人 ee 


4 为 热源 项 ， 表 示 单 位 时 间 单 位 体积 内 释 放 的 热量 。 
于 是 , 根据 热量 的 守恒 性 应 有 


咱 eov- 几 (oveao=| w 介 2 恕 do sw aa.5 人 了 


对 一 切 凡 , 妇 ，DCQ 成 立 。 这 就 是 热量 守恒 律 的 积分 形式 , 也 是 最 基本 的 形式 。 
当 有 关 场 量 有 适当 的 光滑 性 时 , 可 以 运用 高 斯 积分 公式 


YV 








人 全 w- 人 (六 6 各 + 六 0 攻 + 训 芝 je aa 
以 及 和 
| |[[eov 一 oa 尖 | oj 六 党 (12.5.3) 
因此 对 一 切 [by 四 
人 本 用 [2 -( 襄 8 至 + + 癌 8 品 + 黄 8 便 +g]=0 (12.5. 人 4) 


令 纪 扩 一 二 力 缩 到 一 个 点 (z, 9 为 E2, 就 可 以 脱 括 弧 而 得 扩散 方程 


rt sme rr， oemrme neoereieormroeeoiioo 
peer 





ae8 
D D ou ，0 Di 0 OU 环 
这 是 守恒 律 的 微分 形式 , 对 于 Q 内 每 一 点 (c, 久 轨 成 立 。 

由 于 高 斯 积分 公式 仅 当 有 关 场 量 有 适当 的 光滑 性 才 成 立 ， 所 以 由 
(12.5.1) 至 (12.5.8 的 过 滤 并 非 处 处 可 行 。 当 有 介质 间断 时 就 是 这 
样 。 设 介质 系数 B=B(z, w% 切 在 曲面 工 上 有 跳 妈 性 间断 , 即 在 其 两 侧 

天 B+ 关 B- 
在 间断 面 荆 上 守恒 律 就 不 表 为 如 (12.5.5) 的 形式 而 是 采取 另外 的 形 

取 记 为 跨越 间断 面 工 的 任意 遍 盒 状 域 〈( 其 横 截 面 如 图 12.9)， 扁 
盒 的 高 度 。 取 为 小 量 (相对 于 “基底 ”)。 对 于 这 样 的 卫 ，(12.5. 卫 当然 照样 成 立 。 命 高 度 
e->0， 扁 盒 卫 退 化 为 工 土 的 一 个 面 元 8， 则 有 


| | | 0 | (ev do 中 2d0 _>0 


办 


V 芝 we 癌 )-(e 名 站 
> 为 工 上 任 定 的 法 向 , 它 所 指 的 一 方 为 (十 ), 另 一 方 为 (二 ) ,因此 


六 人 Ce 束 太 -Ge 区 站- 

对 于 一 切 雌 的 及 SC 成 立 。 命 如 训 - 二 8 缩 到 一 个 点 (z, 9 坊 E 研 就 可 得 到 
克 (8 末 ) -(8 末 ) -0 (12.5.67 
对 于 工 上 每 一 点 都 成 立 。 这 就 是 热量 守恒 律 在 介质 间断 面 上 的 微分 形式 ， 通 常 叫 交界 条 件 
或 间断 条 件 为 内 边界 条 件 。 由 于 在 工 的 两 侧 B+ 关 B-。 故 由 (12.5.6) 得 ( 弘 ) +( 卫 ) ， 
即 法 向 导数 有 间断 ， 但 其 乘积 8 -3 即 热 流 即 通 量 是 连续 的 。 至 于 扩散 方程 (12.5. 中 本身 


则 在 间断 面 卫 以 外 之 点 成 立 ; 





图 12.9 


0 vv6Ll 0v8 aa 6v 二 
0- 开 责 o( 贡 8 焉 + 而 8 融 + 黄 8 到 +g-0 (12.5. 作 
区 f ; 如 图 12.10 所 示 , 在 @ 的 边界 38 上 , 扩散 问题 的 边界 条 件 
和 07 
”的 一 般 形 式 是 
rw 人 2 7 5 (12.5.8) 
二 Tv 一 元 (12.5.9) 
7 8- 卫 一 9 人 (12.5.10) 
在 To 上 v 的 值 为 给 定 的 分 布 必 即 第 一 类 边界 条 件 。 在 Te 上 
图 12.10 流 进 的 通 量 6 -32 (z 为 外 法 向 ) 为 给 定 的 函数 分 布 g() 。 例如 


9(Go) = 多 即 给 定 通 量 的 值 , 这 就 是 第 二 类 边界 条 件 ,又 如 9 (为 双 的 线性 函数 9 一 2 一 7 
9>0, 这 就 是 第 三 类 边界 条 件 ( 包 括 了 第 二 类 )，? 为 介质 与 环境 之 间 的 热 交 换 系数 。 


-一 一 一 一 一 一 -一 一 一 enum 一 wereerrrrer 
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注意 第 二 、 三 类 边界 条 件 ， 如 (12.5.10)， 可 以 自然 地 吸收 在 积分 守恒 律 (12.5.J) 之 中 。 
事实 上 ， 任 取 子 域 DCo, 刀 的 边界 3D 可 能 与 0 上 的 7 相 接触 。 命 DZ 表示 2 有 D 上 
属于 了 9 的 部 分 , 27 一 76 表示 9 有 2 上 不 属于 Ze 的 部 分 ,于 是 2D=3D.70+ (9D 一 7T2) 


本 由 o 全 er 册 e 全 we 有 wor 几 6 生 < 
6 3 有 一 0 9 有 .79 3 卫 一 有 2 
因此 积分 守恒 律 (12.5.1) 就 育 表 为 


川 epvmw=- 才 epovw 
-2 [由 row | 6 号 oo+ 咱 je] (12.5.11) 


对 一 切 节 鸭 ，DC2 成 立 。 这 时 边界 条 件 (12.5.10) 已 被 吸收 在 内 。 反 过 来 ,在 守恒 律 
(12.5.11i) 的 基础 上 , 利用 上 面 采 用 的 “ 扁 盒 方法, 可 以 导出 边界 条 件 ( 切 .5.10)。 通 常 称 介 
质 间断 面 的 交界 条 件 ( 如 12.5.6) 或 第 二 、 三 类 边界 条 件 〈 如 12.5.10) ,为 自然 边界 条 件 , 因 
为 它们 或 者 可 以 自动 地 从 守恒 原理 导出 或 者 自然 地 吸收 在 守恒 原理 之 中 。 与 此 相反 ， 第 一 
类 边界 条 件 (如 12.5.9) 则 称 为 强加 边界 条 件 。 边界 条 件 的 这 种 区 分 也 可 以 从 变 分 原理 的 
角度 来 论证 , 见 第 十 三 章 。 

如 果 采 用 向 量 分 析 的 记号 ，、 


gredv-( 闻 pu 5] 


zx 3 3 
表示 由 标量 场 宝 产生 的 梯度 (向 量 ) 场 ， 


0D4。 04，，04。 
1 0 0 


表示 由 向 量 场 4= (4。，4，4q) 产 生 的 散 度 (标量 ) 场 , 则 (12.5.6) 可 以 写成 


冯 o 一 divBgrady -9=0 


有 时 也 可 把 (12.5.5) 进 一 步 化 为 


D 08 6 06 6 686 专 

机 wei+ 芒 下 + 而 别 + 寥 悦 蝇 + 中 -0 (2.5. 区 ) 
23 
一 证 


为 了 区 别 于 (12.5.12)， 可 以 称 方程 (12.5.5) 的 形状 为 守恒 型 的 或 散 度 型 的 ， 因 为 这 是 从 积 
分 守恒 律 (12.5. 忆 过 来 的 原始 形式 , 采取 散 度 的 形状 。 以 后 将 要 看 到 ,从 数值 解 的 观点 , 进 
一步 约 化 为 如 (12.5.12) 的 形式 是 不 必要 的 ， 最 好 从 原始 的 守恒 型 方程 (12.5.5) 出 发 ， 特 别 
是 从 最 为 原始 的 积分 守恒 律 (12.5. 了 出 发 。 

在 二 维 的 情况 下 , 即 一 切 量 不 依赖 于 坐标 2 时 ，(12.5. 巧 、(12.5.6)、(12.5.7) 分 别 简 
化 为 


[fcovear- 骨 向 训 dg- 全 l 8 如 dg + 峭 上 jw (12.5.13) 


对 一 切 节 ，DC2。 
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0 五 达 ov- (过 8 末 + 责 8 列 +g)- -0 (12.5.14) 
于 (8 洒 ) -(8 末 ) -0 (12.5.15) 


这 里 9 为 平面 域 ,也 为 介质 间断 线 ， 在 一 维 情况 则 进而 简化 为 
| 全 出 因 二 | [(e 末 ) (8 至 ) |a+| 4 gdz (12.5.16) 
对 一 切 世 拉 ，[m aqco。 


9- 石生 or-( 电 8 红 H-0 Ga 
了 


这 乡 = [o， 刀 为 线段 ,了 为 (人 内 的 介质 间断 点 。 


到 .5.9 守恒 律 的 离散 形式 


现 以 一 维 变 系 数 扩散 问题 为 全 来 说 明 怎样 构造 守恒 型 的 差分 格 趟 。 在 8 12.3 中 , 是 在 
形式 上 对 于 微分 方程 进行 模拟 而 建立 差分 方法 。 但 是 , 归根 到 底 , 应 该 去 模拟 这 个 微分 方程 
所 反映 的 守恒 律 。 因 此 希望 差分 方程 在 离散 的 意义 下 满足 守恒 律 。 

为 了 这 个 目的 ,应 该 从 积分 守恒 律 出 发 。 设 在 z 一 上/ 平面 上 求解 的 区 域 为 玉 0 入 z 坟 了 ， 
0 入 妈 了 。 作 格 网 线 (不 必 等 距 ): 

2 一 0 9 一 0 1 Ji 0=2zo< 轨 <<…< 困 一 
1 一 加 1 一 0，T，…，N， 0 一 加 一 三 二 … 和 < 太一 于 
”为 了 方便 引进 半 线 : 


o+1 


(加 七 加 + 


mn 2 
并 约定 *_1 一 mo wii3 一 于 是 半 线 5 一 ws 和 整 


2X0 7 并 2 Xi 二 xX7 线 t= 加 把 五 前 分 为 无 遗漏 ， 无 重复 ， 无 多 余 的 单元 
图 12.11 (图 12.1)。 


二 一 0 二 7 一 0 1 和 (2.5.19) 





网 | (es dz， 7 一 0 了 二 1 .…,， 太 
T 
一 台 
歹 汪 人”(p 3 Qt 7 一 0， 1 .ci; 名 一 0， 二， 六 一 1 
tn 2 一 了 和 

9 人 gdz，j=0 dp mw=0Ll -1 

让 

并 过 表示 通 量 即 由 蕊 ++ 流 至 防 的 热量 ， 而 一 马 注 则 是 由 瓦 流 至 刀 1 的 热量 。 马 演 是 


在 0 与 枉 ' 的 交界 面 “ 一 ,上 计 值 的 。 





5O1 
作 离散 化 的 第 一 步 ,要 求 积分 守恒 律 (12.5.16) 对 于 一 切 杷 宣 成立， 即 对 于 一 切 
了 一 0 和 2 一 0 1 缘 一 加 ， 如 一 加 +1 7 一 0， | ”3 vi 9 一 0， | 太一 工 
成 立 。 于 是 


了 
Of 一 Oy 一 B" 坟 一 也 全 十 Qi 1 一 0 1， Jin 一 0, 二 N 一 1 (12.5.20) 


逢 去 
作为 第 二 步 , 将 积分 CO, 了 B, Q 离散 化 , 命 . 
4 一 加 41 一 加 ， 访 一 全 一 0 访 汪 一 人 一作 (12.5.21) 
可 以 取 , 例如 
CI 一 cj 
n+ 到 凡 克 和 路 
2 人 A 和 (一 他 ) 4 (12.5.22) 


工 
名士 
Qi 一作 4 


代入 (12.5.21) 得 内 点 的 守恒 差分 格式 


《Ca 一 OO 方 一 [8;， 志 帮 了 GoGH 一 厄 ) 一 pi 去 7 3 人 一 人 好)] 2 了 十 9 访 Tatl 
9 一 二 7 一 00 一 (12.5.23) 


在 常 系数 qj=o= 了 1 p 3 ==j 和 等 距 格 网 廊 = 力 ,== 包 mm 汉 一 时 这 就 是 显 式 格式 (12.3.2)。 


这 样 的 差分 格式 即使 对 于 介质 间断 也 是 适应 的 ， 只 须 在 分 格 网 的 注意 把 介质 间断 点 落 
在 整 点 必 上 , 此 外 无 须 作 任何 处 理 。 这 是 因为 , 介质 间断 点 上 的 交界 条 件 (12.5.18) 本 身 也 
是 守恒 律 (12.5.16) 导 来 的 。 

当 区 闻 [0, 习 ] 的 两 端 是 第 一 类 边界 条 件 


& 一 人 (12.5.24) 
时 , 则 增补 两 个 边界 方程 
过 一 VS UV 一 2 一 0 1 ,六 一 工 (12.5.25) 
当 两 端 是 自然 边界 条 件 即 
B 下 -9 人 ( 风 三 全 一 ?从 (2.5.26) 


到 表示 对 区 间 f0, 怀 ] 的 外 向 微 商 。 这 就 是 说 


2Z 一 0 一 020， 一 避 到 一 ok) | 二 
(12.5.27) 


2 一 总 一 21 形 一 grGu) 一 入 一 0 
由 于 自然 边界 条 件 可 以 吸收 在 守重 律 之 中 ( 见 (12.5.11))， 考虑 到 约定 乞 3 一 zo， 4 一 0， 
故 有 


n+ 二 


| nt Du 本 
-| (8 彩 ) di go(0) 轴 | 


亿 十 1 tm:1 OU 羽 
了 -| (8 末 ) Cs 《9) 4 


加 


(12.5.28) 


因此 与 内 点 一 样 ,对 于 大 *2， 酌 注 运 用 守恒 律 而 得 两 个 边界 点 的 差分 格式 


rr seesrrgagggageaerissMeqps; eraeeeteeiy per mg -aoeeto 和 reC 人 werIYAPPPTIIAg0EI am ee in Aero 
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(Cirtilt 一 OguS)jo 一 [83 一 ) 上 go(d)]r 1 二 dBjor ， 本 


nm 十 可 
Ap 一 < 一 0o 


《12.5.29) 
《(C?H 一 好 时 一 Cy) 7 一 fy (2 一 Gy 3 去 (好 一 2 _1) ]T， 4 3 十 GT 1 生 


、 用 一 0J 一 07 7 
第 二 、 三 类 边界 条 件 已 经 吸收 在 内 。 


以 上 的 差分 格式 (12.5.23)，(12.5.29) 只 是 表示 守恒 律 (12.5.16) 对 每 个 单元 历 全 成 
立 。 事 实 上 由 此 就 可 以 保证 这 种 离散 的 守恒 性 在 更 大 的 范围 内 也 成 立 。 例 如 , 取 Y 一 04- 


刀 一 加 由 加 w 》 考虑 区 域 


人 二 zs<on at<t 内 + (12.5.30) 


0 

电 六 Cr-oD- 习 (全 -3 入 +g 生 
注意 所 有 内 部 交界 项 均 互相 抵消 , 因此 得 到 

匀 c- 己 oy- 习 杞 洛 - 妆 3 和 + 袜 dg 61 
这 就 相当 于 区 域 (12.5.30) 上 的 守恒 关系 (12.5.16) 。 这 样 , 从 每 个 单元 的 守重 性 出 发 ,由 于 
相 邻 单元 的 交界 面 项 都 正 负 相 消 一 一 也 就 是 说 在 差分 格式 上 保证 了 甲 方 支付 给 乙方 的 总 是 
等 于 乙方 从 甲 方 收 到 的 一 一 结果 自动 保证 了 大 范围 的 守 便 性 。 守 恒 要 点 正在 于 此 。 

差分 方程 (12.5.23) ，(12.5.29) 是 与 扩散 方程 (12.5.17) ， 交 办 条件 (12.5.18) 以 及 边 


界 条 件 (12.5.27) 相 容 的 。 见 812.3 事实 上 ， 设 “一 必 不 是 介质 间断 点 ， 将 (12.5.23) 除 以 
hr 得 到 


机 一季 [BCGa 一 .太一 B -所 3 一 一 好 切 ] 一 络 一 


命 j 久 久生 2 则 其 极限 形式 就 是 (12.5,17)。 设 “= 2 是 介质 间断 点 ,在 其 两 侧 
夺 关 厅 。 当 态 - 和 为 -3 为 二 -0 则 有 


了 去 全 
闪 此 (12.5.23) 的 极限 形式 就 是 交界 条 件 (12.5.18) 。 类 似 地 取 方 程 (12.5.29)， 命 fo 各， 
名， 所 3 一 0 则 得 边界 条 件 \(12.5.27) 。 突 出 之 点 在 于 , 我 们 直接 从 积分 守恒 律 出 发 ,并 没 


有 利用 方程 (12.5.17) 及 (12.5.18) 和 (12.5.27) 而 得 到 与 之 相 容 的 差分 方程 组 。 这 当然 是 
理应 如 此 的 ， 因 为 守恒 微分 方程 连同 自然 边界 条 件 与 这 里 的 差分 方程 组 一 样 都 是 积分 守恒 
律 的 推论 , 前 者 是 守恒 律 的 微分 形式 , 后 者 是 守恒 律 的 离散 形式 即 差 分 形式 。 

.守恒 差分 格式 的 优点 在 于 它 在 离散 的 意义 下 使 得 守恒 律 得 到 严格 满足 ， 对 于 交界 条 件 
以 及 第 二 、 三 类 边界 条 件 等 所 谓 自然 边界 条 件 是 采取 “自然 "处理 的 方式 ,不 是 形式 地 ,孤立 
地 处 理 而 是 与 守恒 律 统一 在 一 起 。 这 些 特点 在 物理 上 是 比较 令 人 满意 的 , 当 问 题 复 杂 时 , 这 
种 优点 更 显著 , 此 外 , 这 种 差分 格式 在 形式 上 的 单一 性 对 于 程序 实现 和 解 算 也 是 有 利 的 。 


闪 》 有 及 光 2 了 2 吕 
(Oy+ltl 一 OO 访 7 一 >0， p3 NG- 号 (6 下) ， B， 17 (他 一 0D->(6 末 ) 
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Ca 例如 改 取 


/和 


3 Die， 了 ( 公 村 一 VD) ， 全 00rT 3 


3 
或 取 

AI 中 

人 四 ifi 和 + 王 3 oo- 号 | J 


gj 一 (二 4 ?+ 十 工 1 于 他) 7 3 


这 就 相当 于 全 隐 式 (12.3.3) 和 平均 隐 式 (12.3. 你 。 
也 可 以 从 守恒 型 微分 方程 (12.5. ee 全 有 


人 
(六 8 如 ) ~ 天 [8 且 ) (二 ) 


CU AN 工 
Ca) 。 3 局- 


《073 一 他 
册 得 到 与 (12.5.23) 相同 的 守恒 格式 ,上面 已 经 见 到 , 当 介 质 间 断 点 落 在 节点 上 , 这 也 与 交界 
条 件 相 适应 而 无 须 特别 处 理 。 上 面 介绍 的 基于 积分 守恒 律 的 方法 ; 看 来 咒 长 一 些 , 但 其 本 质 
是 简单 的 , 物理 意义 也 更 明确 。 在 比较 复杂 的 情况 下 , 例如 二 维 问题 , 几何 形状 复杂 , 不 等 距 
格 网 介质 间断 条 件 复杂 等 情况 下 , 采用 “积分 ”的 方法 是 更 为 有 利和 可 靠 的 。 
站 o 0 与 二 无 关 ) 


d6 . DuL _ 下 
5 3 0 0 (12.5.31) 


出 发 来 构造 差分 格式 , 例如 取 ( 等 距 格 网 ) 
CT10tt1 一 1) 一 Bt 和 1 一 2 二 好) 一 (27) (8 一 8 27 (3 一 好 十 0 
这 个 格式 就 不 严格 守恒 。 事 实 上 , 将 它 改写 为 


or-100t1 -一 人 Bi 十 人 ](0ga 一 丰 


宇 ( B) 一 名 jj (好 一 好 |] 一 0 
对 于 节点 mr+ 也 可 列 类 似 的 方程 ， 只 须 将 9 改 为 ?十 1。 于 是 单元 怒 t: 给 予 也 的 热量 
(BT B)Nra0ya 一 一 般 地 不 等 于 单元 局 受 之 于 已 4 的 热量 ( Ba 一 如 和 饭 ) 
x (xi 一 区) ( 当 己 不 为 常数 时 )。 不 过 , 当 系数 有 光滑 的 时 候 , 这 种 偏差 随和 ->0 而 -0。 但 
是 当 系数 有 问世 时 就 会 造成 重大 的 偏差 。 在 介质 间断 处 , 方程 (12.5.31) 根 本 不 成 立 , 必 
须 代 之 以 交界 条 件 (12.5.18) 而 对 后 者 进行 离散 化 ， 这 样 做 又 引起 场 内 各 点 格式 形式 的 不 


统一 , 而 且 比 较 繁 琐 。 一 般 说 来 , 在 非 守 恒 型 方程 的 基础 上 来 离散 化 反而 不 太 方便 ， 而 且 容 
易 导 致 差错 。 





(C++ 工 隐 避 on) 
纹 





(一 到 ) 





ee rrmprmaerGTG99GGRGGP 全 和 <。 ng FF 人 ri 入 -入 由 和 本 种 r9 和 项 汪汪 了 和 He rr rm 一 
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8$12.6 扩散 方程 的 差分 格式 
在 8$812.3 中 曾 对 一 维 扩散 方程 列 出 几 种 差分 格式 ， 在 此 基础 上 还 可 派生 出 另外 几 种 实 
用 的 格式 , 并列 为 本 节 之 末 表 12.1。 这 些 格式 对 于 二 维 的 推广 以 及 根据 二 维特 点 设计 的 一 
些 特殊 格式 则 列 为 表 12.2。 表 中 还 附 列 了 截断 误差 瑟 以 及 增长 因子 和 稳定 条 件 , 供 人 参考。 
我 们 将 不 对 表 中 的 格式 逐一 进行 分 析 论 证 , 而 只 将 一 些 有 关 问 题 择 要 说 明 如 下 。 
表 12.1 一 维 扩散 方程 差分 格式 











2 0 
| 
82 好 一 好 :一 2 十 她 ，B 一 友 / 妇 ，0= 夺 
名 称 格 式 与 截 ， 差 增长 因子 与 稳定 条 件 
二 (3 人 一 好 ) - 误 39 好 一 9 一 0 一 1 一 48sam 号 
显 式 ; ， 
工 徐 引 也 六 十 肌 十 呈 6ANI 
全 隐 式 二 《3 一 雄一 -十 3 1 一 99? 1 一 0 》=(1-48sin3 
也 = 一 Or 十 好 ) 恒 稳 











、 1 人 要 和 6N\/ 6 
平 均 | 到 gg9- 几 - 训 襄 多 - 四 -让 麻 2 人 -9 | 和 人 -3paim 避 人 + 全 


式 ， 五 一 OU(rz2 十 72) . 恒 稳 





加 权 |1 














作 0 mL 四 D 1 几 人 写 - 了 2 
隐 式 盖 呈 -ol[ 许 讽 - 人 -Go[ 攻 mg- 0<o< 卫 时 恒 稳 
工 区 TI 
豆 <4s1 时 ess05 
壮 032- 呈 -总 池 9- 的 ma=0 人 本 
中 心 关 as 一 43sn2 与 士 MIT 3san2 和 
妃 一 OUr2 十 好) 人 恒 不 稳 
寺 (32 一 好 ) 一 旋 Cg 一 史 2- 邓 二 和 一 g 史 + 一 0 人 L 士 28))2 一 (48cos6) 一 G- 驳 一 
获 形 攻 ja= (28cos6 土 V 工 一 485gsin50) (1 十 26) 
1 一 Or 人 2) 二 OGstT 得 稳 
荆 凶 十 1 匆 D 62 人 4 一 0 当 
二 (地 一 好 )- 而 ?一 9 一 0， 当 % 十 1 十 ?一 侦 
跳 点 二 节 ) 一 二 Bag 一 999 一 0， 当 % 士 I 十 7 一 奇 梧 上 


盏 =0(za/12) 十 OUr2 十 ja) 





GD 显 式 和 隐 式 的 比较 

差分 格式 中 步 长 m 丸 的 选取 要 受到 截断 误差 和 稳定 性 两 个 方面 的 制约 。 扩散 方程 显 
式 格式 的 稳定 条 件 是 Y 坟 所 /20， 即 * 一 0O(， 时 间 步 长 * 为 空间 步 长 好 的 二 阶 小 量 。 这 是 
相当 苛刻 的 条 件 。 例 如 , 为 了 提高 精度 , 把 九 减 半 , 则 * 必须 缩小 四 倍 , 从 而 总 工作 量 增加 八 
倍 。 对 于 隐 式 ， 每 一 时 间 步 要 联 解 一 个 代数 方程 组 。 在 一 维 情况 ， 系 数 阵 的 三 对 角 线 带 状 
阵 , 有 象 追 赶 法 这 样 有 效 的 解法 , 使 每 步 联 解 的 工作 量 仅 线 性 地 依赖 于 节点 数 , 与 显 式 工作 
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二 ee 二 维 扩 宙 方程 差分 格式 
D2p .023 
到 - 2 只) 
G21 一 人 1 了 一 2 克 十 好 了 Bi 一 zP/ 取 ， 0 一 如 ja 
Gy 一介 Ai 0 Ce 0 二 Na 

















名 称 格 式 与 截 莽 增 长 因子 与 稳定 条 件 
一 - 痛 0" 旋 一 喜 5 已 一 鸣 =0 1 一 4(Pisina 全 十 启 siny 卫 ) 
se BoGHMH 半 [e+ 二 
1 2 害 . 证 人 
RS ~! 
2 一 勋 - 译 济 后 - 育 光 六 -9 | rdesm 全 +paam 全 ) 
B- Or 十 好 十 交 ， 重 稳 
二 ( 扩 一 声 ) -二 [ 识 3 十 -这 2 可 吕 2 一 吻 ] 入 一 [1- (pisina 8 十 包 Sin? 且 )] 
下 多 荆 329% 十 1 急 洒 工 2 妈 2.02. 
- 引 站 ao 襄 浆 的- 的 中 .+a(pisns 绎 +Pasins 全 | 
和 俩 稳 
立 Ce 一 坞 ) - 癌 本 了 一 4 一 ? 矿 十 雪 站 让 
菱形 机 一 人 十 健 从 一 ggf1=0 恒 稳 
BE-0{( 瑟 了 + 生 )++OC2+ 有 + 动 
工 从 十 工 妈 2 妨 b 27 7 姑 有 一 
过 (人 一 网 一 调 吕 一- 现 82 一 9 一 0,% 十 I 十 5 一 个 
跳 点 Sr 国 - 才 帮 得 郊 加- 史 0 % 十 1 二 iJ 一 奇 同 ”上 
3 
Bo( 呈 + 站)+0Getad 罗 
， 。 。 1 
二 (二 -让 训 训 8 人 十 商品 一 唱 | -0 hn 人 (psins 各 ) (+pasim 全 ) 
交 替 
方 向 三 ( 嘻 2 9- 计 放 2 人 扩 交 扩 一 多 !|-。 ja 一 (1 一 Pasin? 笠 ) (ta sins 全 六 
邮 
百 =O(r 十 形 十 ) 办 A 一 ja)a， 恒 稳 
Lao | 一 ioprrrerropaarroaeeraapee wirerearaaroyreeegappageroigeraomeiliearreraleaeeomerrememmjm | 一 
1 
二 (一 3) 0 hi (Hgtains 急 ) 
司 | 工 (untl tm 一 人 aa 人 
一 维 3 一人) 一 商洛 及 -到 哆 =0 和 一 二 sn 人) 
召 一 人 和 一))s， 恒 稳 





量 相 比 量 级 相同 或 接近 。 由 于 隐 式 的 恒 稳 性 ,r 的 选取 不 受 稳定 性 的 限制 而 只 决定 了 截 差 。 
因此 有 可 能 通过 的 放大 而 节约 工作 量 。 

此 外 从 扩散 过 程 的 物理 特征 来 看 也 以 取 隐 式 为 好 。 扩散 的 影响 是 退 刻 传 开 的 在 任意 
时 刻 上 任意 坐标 z 的 状态 受到 初始 10 时 全 轴 -ce<2<coe 的 影响 的 ， 也 就 是 说 扰动 以 无 
限 大 的 速度 传播 。 当 采用 显 式 时 , 扰动 在 差分 格 网 中 的 传播 速度 是 wr， 因此 如 取 r=O(， 
则 它 始终 将 落后 于 实际 扰动 的 传播 ， 故 不 稳定 。 反 之 ,在 采用 隐 式 时 , 在 每 个 时 间 步 内 , 每 个 
节点 值 影响 全 部 节点 ， 即 扰动 也 是 瞬 刻 传 开 的 , 这 就 比较 符合 于 物理 模型 , 同时 也 保证 了 稳 
定性 。 Fe 


oa | 下 条 了 本 玫 冰 本 生 。 二 Top Wi er 汪 抽 1 生理 和 二 有 :本 人 EaR 放下 1 下 抽 和 
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从 截 差 的 角度 来 看 ， 平 均 隐 式 比 全 隐 式 更 有 利 。 对 全 隐 式 ， 五 =O(r) +OUD， 如 取 
z=O( 匀 则 五 =O(J 为 一 阶 精度 ; 为 要 达到 二 阶 精度 则 应 取 一 OU , 这 和 显 式 的 步 长 条 件 
相当 , 隐 式 的 好 处 也 就 抵消 了 。 反 之 , 在 平均 隐 式 , 由 于 恒 稳 可 取 r=O( 人 ,于 是 五 =O(r) 
+OouUo =005， 这 就 达到 了 二 阶 精度 。 

在 计算 实践 中 解 一 维 扩散 方程 主要 是 采用 隐 式 ， 特 别 是 平均 隐 式 ， 也 叫做 Crank- 
Nicolson 格式 。 

(2) 解 一 维 隐 式 的 追赶 法 

在 一 维 扩散 方程 的 隐 式 格式 , 配合 着 适当 的 边界 处 理 , 在 每 个 时 间 步 要 解 一 个 线 代 数 方 
程 ,其 系数 矩阵 为 三 对 线 带 状 





人 C1 站 2 | 方 
Ca D3 C9 1s Ja 2 
直 (12.6.1) 
aw_1 5 款 本 VWw--1 思 - 
GN by Www | 万 
对 此 运用 顺序 的 高 斯 消 元 法 即 得 追赶 法 。 人 分 人 下 而 和 区 从 肌 个 寺 生 5 
正 消 : 置 Bo=-0， 2o 一 0 
对 于 1 一 1 2，…， 入 
oz 一 az Bi 十 Dr 
= 一 artcx 
中 一 0 ( 产 一 OOz-1) 
反 代 ， 置 -Us 一 0 


对 于 8 一 六, 太一 1 2, 工 
你 一 加 一 2ti 
追赶 法 中 正 反 两 过 程 都 是 步 进 式 , 也 有 稳定 性 的 问题 。 在 扩散 方程 , 矩阵 的 对 角 元 占 优 
势 , 可 以 证 明 追 赶 过 程 是 稳定 的 。 
(3) 尧 形 格式 与 跳 点 格式 
在 812.4 中 厚 到 ,扩散 方程 


-和 洛 -9=0 (12.6.92) 
的 中 心 差 显 式 格式 
去 002- 巧 -在 G 二 -2094+ 雪 刘 一 9 
耳 -0() 十 0() 
是 一 种 很 自然 的 逼近 , 具有 较 高 的 二 阶 精度 ,但 恒 不 稳 ,不 能 使 用 。 但 是 , 如 将 上 式 中 的 地 人 
| 


到 的 2- 动 -及 (划一 好 1 一 地 十 要 皇 ) 一 用 二 = 0 人 (2.6.3) 


公式 中 只 用 到 节点 ( 沁 内，( 0 人 ，(G 了 一 二 9 十 疙 ，( 二 二 9 十 轧 形 成 菱形 , 但 不 涉及 中 点 
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(mw 十 了 ,是 一 个 “空心 ”的 蓉 形 , 因此 叫做 凌 形 格式 , 或 称 Dofort-Frankel 格式 , 这 是 三 层 
的 , 特征 方程 为 二 次 


(+28))a- (48cosb) 一 (28) =0 8=z 友 / 9g= 砚 (012.6.4) 
不 难 验算 有 两 个 特征 根 , 其 模 量 便 委 工 
和 as= (26oosg 土 VI 456?sinsg )/ (二 26)，| as| <1 (412.6.5) 


因此 恒 稳 , 加 上 它 是 显 式 的 ， 这 是 它 的 主要 优点 。 由 于 它 是 三 层 的 ， 故 也 具有 三 层 格 式 的 共 
同 缺 点 , 即 要 求 两 片场 的 存储 量 和 另 法 启 步 。 但 是 , 它 的 主要 缺点 在 于 相 容 性 和 精确 度 的 问 
题 。 

事实 上 , 在 节点 (7 % 十 妃 作 寡 次 展开 , 得 到 截断 误 差 


了 -人 ( 工 工 ) 5 且 +0( rm+M+ -五 ) -0( 吾 ) +o(e+M+ 豆 ) (12.6.6) 
设想 在 刀 Y 一 0 时 ee en 
十 -2 
20 -2 妈 + 各 5 -5 二 (12.6.7) 


而 不 是 扩散 方程 。 为 了 保证 差分 格式 对 扩散 方程 的 相 容 性 ， 人 7 一 0 时 Y/ 久 也 
一 0。 为 此 , 可 以 取 为 一 O(0R9 ， 8>0。 

由 此 可 见 ,在 翘 形 法 中 , 时 间 步 长 * 虽 不 受 稳定 性 的 限制 , 但 却 受 相 容 条 件 的 限制 。 后 者 
7= OA)。 在 1>s>0 时 虽 比 显 式 的 稳定 条 件 * 一 O(j2) 稍 宽 ,但 召 =O() 下 
显 式 的 克 =O( 十 0 降低 了 精度 。 

设想 将 时 空 节点 ( 疙 四 按照 mw 上 + 和 奇数 或 偶数 分 为 两 组 ， 人 
网 如 图 12.12， 不 难看 出 , 在 菱形 算法 的 推进 过 程 中 , 这 丙 套 网 点 
是 互相 独立 的 。 

所 谓 跳 点 法 就 是 在 上 述 奇 借 分 组 的 基础 上 进行 的 ， 当 从 第 w 
层 进 至 第 ”十 革 层 时 , 先 在 偶 点 用 显 式 


三 0- 骨 一 让 人- 到 + 风门 - 风 =0 
mn 十 1T 二 9 一 偶 (12.6.8) 
产生 新 值 。 然后 在 奇 点 用 全 隐 式 
工 (ga 一 苞 - 冀 2 1 二 20 本) 一 0 一 0，9 十 1 十 = 奇 (12.6.9) 
这 时 奇 点 好 革 的 左右 邻 3 ，v 和 都 是 偶 点 , 已 经 有 了 新 值 。 因 此 这 是 奇偶 、 显 、 隐 交替 的 
方法 , 其 中 隐 式 只 是 形式 上 的 , 实质 上 还 是 显 的 。 


可 以 把 这 个 算法 稍 加 变形 以 节约 工作 量 。 事实 上 ， 每 当 用 隐 式 (12.6.9) 算出 奇 点 值 
邮 ” 时, 由 于 wm 十 2 十 9 必 为 偶数 , 故 由 12.6.8 有 显 式 表达 


之 一 光 一 三 一 20041 十 好 丰 ) 一 0 0 n+24+) 一 个 (12.6.10) 


将 此 与 (12.6.9) 相 减 ， 得 到 





12.12 


xd 2 n+T2 二 一 偶 .6 
故 奇 点 值 入 :算出 后 无 须 保 存 而 直接 用 只 含 两 个 加 法 的 公式 (12.6.11) 代替 (12.6.8) 以 产 
生 下 一 层 的 偶 点 值 六 2% 后 者 则 被 保存 。 因 此 , 在 初始 层 好 的 基础 上 ,首先 对 层 %= 荆 偶 点 


人 
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” 值 用 显 式 (12.6.8) 产 生 ， 以 后 便 接 方 才 所 说 的 方式 进行， 直至 算出 节 后 第 ”= W 层 的 偶 点 
值 ,最 后 用 隐 式 (12.6.9) 补 出 该 层 的 奇 点 值 。 
注意 , 从 式 (12.6.9) 及 式 (12.6.11) 消 去 好 得 到 


冯 人 09- 骨 - 让 0 和 -全 2 二 9 的 -90 n+ 一个 


这 就 是 龙 形 公式 (1 6.3)。 但 它 只 在 偶 点 格 网 进行 而 弃 去 了 奇 点 格 网 ， 在 鞭 形 法 中 这 奇偶 
两 套 本 来 是 互相 独立 的 。 因 此 ， 跳 点 法 实质 上 与 尧 形 法 等 价 ， 具有 相同 的 稳定 性 (12.6.4~ 贱 
和 截断 误 卷 12.6.6), 但 在 算法 组 织 上 有 政 进 。 它 只 要 一 个 场 的 存储 , 并 按 一 定 的 方式 自动 
启 步 , 因此 克服 了 萎 形 法 作为 三 层 格式 共有 的 缺点 , 还 能 节约 将 近 一 半 的 工作 量 , 此 外 , 保留 
了 显 式 和 人 恒 稳 的 优点 , 但 也 保留 了 相 容 性 和 精确 度 方面 的 缺点 。 

人 - 程序 实现 也 比较 简 
单 。 
(4 二 维 扩散 方程 
” 表 12.2 所 列 前 五 种 都 是 一 维 格式 的 自然 推广 。 我 们 知道 ,对 于 扩散 方程 ， 隐 式 是 比较 
合适 的 。 但 在 二 维 或 天 维 时 , 隐 式 每 步 要 解 一 个 类 似 于 椭圆 型 的 差分 方程 其 系数 阵 不 再 是 
三 对 角 线 带 状 ,没有 象 追 赶 法 那样 简便 有 效 的 解法 , 因此 全 隐 式 或 平均 或 隐 式 虽 有 恒 稳 的 忱 
点 , 但 使 用 上 不 方便 。- . 

-交替 方向 法 和 局 部 一 维 法 则 是 针对 二 双 ( 或 三 纵 ) 特 点 耐 设计 的 。 它们 都 是 把 每 个 时 间 
步 分 解 为 两 个 (三 维 时 为 三 个 ) 分 步 。 第 一 分 步 只 在 了 方向 采用 隐 式 ， 这 时 在 各 横行 上 求解 
的 代数 方程 组 是 彼此 独立 的 ， 可 以 逐 行 用 追赶 法 。 类 似 地 第 二 分 步 只 在 4 方向 用 隐 式 。 这 
样 沿 z 和 沿 y 互相 交 蔡 , 基本 上 是 用 解 一 维 隐 式 的 技巧 来 解 高 维 问题 。 

在 交 蔡 方向 法 中 ， 对 于 方程 


DLL D2U SS 
脓 -人 了 5) g=0 (12.6.19) 





在 第 一 分 步 , 和 -如 一 丰 十 瑟 ，-2 代 以 隐 式 产 商 ， 人 人 2 代 以 显 式 差 商 ， 得 到 


三 所 季风 -和 六 帮 3 的 -=-0 (12.6.13) 


在 第 二 分 步 ， 名 一 加 到 二 二 可， 意 代 以 隐 式 卷 商 而 3 代 以 显 式 关 南 ， 得 到 





二 (一 必 习 一 才 (过 生 +93utD 一 ga=-0 (12.6.14) 


全 步 分 步 本 身 构成 原 方 和 (12.6.12) 的 一 0 贡生 生 信 用 第 二 分 步 的 机 六 家 和 = 
分 步 的 格式 则 各 有 增长 因子 


和 二 一 Bisin ba72 1 sinap /2 


工 十 Psin20/12” 1 十 psin201712 
= 78/ 胖 ,Ba 一 友 / 悦 01 一 而 和 0g 一 1ja 
都 只 是 条 件 稳 。 但 交替 使 用 时 则 增长 因子 和 = 和 aiXs 相互 补偿 
_ II 一 Risinag/2 .1 一 Basin2bx/2 1 一 Bitsinzb/2 .T 一 Basin20/2 
“了 Rsin50s72 “了 工 十 85insg73 I5simnsg72 ITI 十 psin202712 
而 1X| 委 二 因此 恒 稳 。 也 可 以 推广 到 三 维 , 但 公式 比较 复杂 。 
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在 局 部 一 维 法 中 ， ee 
二 地 和 一 2) 一 起 2 d2 一 0 (12.6.15) 
于 一 帮 全 一 丰 各 个 后 ， 工 gii=0 -3.6.16) 


分 别 相当 于 微分 方程 : 
| 1 0v oO 1 
2 2 让 -03 人 
1a ,sw 1 
本 本 0 
因此 每 个 分 步 并 不 构成 原 方程 的 相 容 逼近 , 仅 当 两 步 累 加 起 来 才 与 原 方程 相 容 。 这 里 每 
分 步 的 公式 就 比较 简单 ,并 且 各 为 恒 稳 ， 
1 中 1 
证 籁 是 7 下 “8072 
因此 合 起 来 和 = 和 "和 sa 也 是 恒 稳 。 这 个 方法 很 容易 推广 到 高 维 以 及 其 它 类 型 的 方程 。 
蔡 形 法 ， 特别 是 其 改进 形式 即 跳 点 法 具有 显 式 恒 稳 的 优点 ， 这 项 优点 在 二 、 三 维 扩散 方 
程 包括 非 线性 在 内 更 为 显著 ， 在 程序 实现 上 也 比 局 部 一 维 或 交替 方向 法 简单 。 因 此 , 对 于 高 
维 的 , 比较 复杂 而 精度 要 求 不 太 高 的 问题 , 蒙 形 法 和 跳 点 法 是 可 取 的 。 
(了 变 系数 扩散 方程 
表 12.1 及 12.2 是 按照 常 系数 扩散 方程 编排 的 。 对 于 变 系 数 方程 ,如 
0 OO ，0U 
到 二 二 芝 韦 


入 1 一 


人 Oo 0 ， 0 
琵 去 o( 遍 0 融 ) 2 
出 引用 时 在 公式 中 应 作 替换 


二 (一 呈 ~ 工人 1 二 一 cg) 


二 2- 1 一 20 十 3 亿 - 二 - 5 [js 二 人 0 (wy 一 好 1)] 


和 5) 。 在 介质 系数 5，9 等 有 间断 时 ,cy 加 对 等 应 代 以 适当 的 平均 
值 。 在 二 维 以 及 高 维 的 情况 下 ， 当 j 宙 下 开 基 二 从 反而 记 检 天 二 计 则 以 采用 有 限 元 法 (第 
十 四 章 ) 来 离散 化 为 宣 。 

S 197 对 流 方程 的 差分 格式 


我 们 将 对 流 方程 的 -- 些 常用 格式 列 在 本 节 之 末 表 12.3， 至 于 含 时 间 的 三 阶 导数 的 波 
动 方程 的 三 层 格 式 则 列 为 表 12.4。 将 对 流 方 程 和 扩散 方程 的 格式 适当 地 结合 起 来 便 得 到 
对 流 -扩散 方程 的 格式 , 列 为 表 12.5。 对 于 一 些 有 关 的 问题 择 要 说 明 如 下 。 

(D 中 心 盖 格 式 及 其 改进 

对 于 对 流 方程 


《12.7. 沁 


本 aage ， 汪 ， ， ranperge 天 本 ora Var < 
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项 导 印 计 


圳 夺 


跳 


中 迟 


点 





表 12.3 对 流 方程 差分 格式 


oa 一 7Q/j，6 一 矶 


格 式 与 截 差 





1 5 
到 o99 一 巧 十 元 (ra 一 吧 ) 一 和 一 0 


五 =O(r 十 办 





工 难 从 他 人 
地 (一 多 ) 十 二 (他 一 她 一 史 一 0 
五 一 Or 十 内 





三 (4 号 十 是 (09 持 - 由 9990 


五 Or 十 阶 





工 CQ 
李 ( 一 好) 十 庆 (站 一 她 和 一 四 0 一 0 


卫 =-O(Gc 二 及 





了 /ww 
子 4 一 ) 二 六 gs 他) 一 好 =0 


也 =O(r 十 则 





1 
去 Cg 一 雪 ) 十 六 的 六 一 人 和 一 好 HL=0 


五 一 Or 十 人 





取 og9 一 二 + 下 总 (1 一 t 1 一 07 ] 
十 Ia (村 一 人 + 0 
可 有 中 手 一 人 > 一 好 1 
刀 一 0O(z2 十 j) 





间 四 ]j+ 冯 (9 1 一 2034 十 9+0 一 级 一 0 
7 一 O(h2/T) +O (< 十 了 


二 二 (一 号 + 二 Cg3 2 了 一 本 了 -1 一 2 好 十 2 和 1 一 0 


瑟 =0(e2 十 周 





误 罗 92- 几 + 有 00 和 -9 一 ga 


一 0G2+ 周 





工人 ye- 国有 站 3 一 好 1 士 弛 一 0,% 十 1 十 ?一 偶 
二 (9 有 十 生 G3-+ 的 -On+1+j= 厅 
五 一 Or3 二 7) 


增长 因子 与 稳定 条 件 


入 一 1 十 w 一 Qaz 认 


一 1 委 c 委 0 


入 一 1 一 Q 十 329 


0 和 ca 和 1 


和 一 (1 一 a 十 aztb)-! 


a<0 或 1 和 ac 


和 一 (1 十 w 一 as-t) 开 1 


as -1 或 0sa 


和 一 1 一 人 asinb 
便 不 稳 
和 = (1+iasing)-! 


便 稳 


人 1- 了 insing) 人 (+ 二 ta 
入 G 去 细 sinb 1 十 可 和 纪 gm6 


伍 稳 
和 一 c080 十 xsinO0 
[cl 和 1 
和 一 1 一 a2 十 a2cosg 一 xsing 


cl 委 I 


和 9=iasinb 土 V 1 一 a2sin2g 
|c| 委 1 此 时 |X{ = 














六 
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表 12.4 二 阶 波动 方程 差分 格式 


(I) 5 oo 0，co> 0; bc>0 


GO81 一 0 一 2000+1 十 0，63 克 一 2 一 2037 二 oO 1 


w% 一 7/1，B 一 Dr2/j，7y 一 Cr2，0 一 了 














, 式 与 截 差 增长 因子 与 稳定 条 件 








_ 工 41 用 27/ 及 +1 +1 一 引 asira 
吉 3 一 催 32ugn 一 gg9 一 0 j2+( toaasin 号 -3)x+1=0 








五 一 0O(z 十 ] 亲 





asl 即 和 han 





























误 Bog- 催 8og 2 一 ggH=0 (t+4oaim 号 )22-2+1=0 
了 =0(z 十 赔 恒 稳 
by 
二 go- 让 间 52 (1+22 sin? 中 )2 一 2 
3 
+ 22] -999=0 十 (1+2a sin2 引 =0 
思 一 O(r2 十 如 ) 恒 稳 
】 82t24+1 一 0 8324 让 4 有 3 2 Sjn2 
， 机 200 一 了 of (+ 全 二 (如 sin 号 -2+7) 
吉他 4 一 他 ) 十 co3+1 一 g9+1 一 0 +( -他 =0 
孢 = Orz? 十 因 3 了 <I 和 
人 人 
2 
襄 吕 全 3 CH 和 + 可) 
+ 遍地) 十 ogg 一 0 -2M+ 人 (1 一 号 )-0 
五 =O(z 十 风 但。 稳 
妨 ] 
吉 39+ 引 和 2 +c 轨 ] (t+aaasis 号 十 壮士 旺 )j 
二 并 引 每 82ug*?+ougo] 一 2 十 (1+2opsin3 全 
mi+2_， 六 1+I 一 0 了 8 2 
总 [ 邮 四 一 93 十 洗 十 全 ) 0 






五 =O 人 ?2 十/ 赔 


- werey weavef -rniaeweoerr 四 一 下 ee ee 
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表 共 .5 对流- 扩散 方程 差分 格 让 


他 +a 呈 一 5 -9=0，a<0， 2>0 




















DO 
ee 十 他 1，a=ar/j， 有 =br/12，0= 乳 
名 称 格 式 与 截 差 增长 因子 与 稳定 条 件 
和 =1 一 (28 一 四) 十 (28 一 ao)cosg 一 iasin9 
工 包 
二 ( 旭 一 好 ) 十 村 (0 一 好 ) 一 -2 好 一 星 一 0 芭 2 
四 介 - 加 ~ 殉 到 - 区 0 委 28 <K1 并 且 [ 一 吉 [SS1 
了 -Or 十 记 2 一 ah>0 并 且 r<min| 下 二 | 
2 一 ”0 
CR 
左 仿 本 00- 呈 二 的- 吃 0 褒 293- 罗 =0 0<28+a<1 并 且 一 一 
T28+af 8 可 S 
显 式 ; B=Of 本 用 了 35 十 归 
一 OCT 
22 十 o0 并 且 r 委 minj 一 一 一 现下 研一 一 
右 偏 二 9- 罗 二 和 (村 一 则 十 -闪光 8 一 的 10 和 一 [1 十 (28 一 o) 一 (28 一 a)cos9 十 和 sin 由- 
隐 式 一 O(r 二 月 28 一 ca<-1 或 2-c>0 
去 偏 三 Cg 号 ) 二 二 04 一 好 区 十 阁 3ag4 一 g940 人 一 [十 (38 十 dg) 一 (28 二 oj)cosb 十 这 sin 由 
隐 式 了 = Orz 十 用 26+oas 一 1 或 ”28 十 az0 
和 一 1 一 28 十 28cosb--iasing 
中 心 差 了 00-+ 机 国人 + 二 200 2p<1 并 且 委 <1 
显 式 即 
二 Orz272 刀 统 
画 -0(z2 十 区 人 妇 ] 
本 二 Cg 区 二 GD+ 阁 32 一 和 一 0 和 一 寺 十 38 一 28cos0 二 isin 分 - 
Ca ”本 
也-OGr 十 码 重 稳 
了 二 0g4- 辐 + 站 有 CD+ 训 的 -79 = 人 -e+poosb- 人 如 sg 
平 均 
作 必 4 “< 
隐 式 + 下 如 Ga- 不 ) + 商 0 (+p8-6cos6+ 作 am) 
如 = O(z3 十 1) 恒 稳 








耗 散 了 om- 到 (3 地 四 | 二 可 03 一 由 高 3 好 一时 -0 和 = 一 28+ (1+288)eosg 一 记 sing 
中 心 关 吾 =0(02/m 十 O(r 十 用 重 不 稳 











三 条 妥 | 。 二 Gg 一 加 十 本 Cg 一 地 人 一 (站 十 - 辣 )3 好 =0 | X=1 一 (oa+38) 十 (oa+26)cosg 一 ising 
=( 吾 =O(r2 十 ]9) oa 十 26 和 1 即 02r3 十 207<j2 
















记 的 汪 - 史 ) 二 用- (1 十 36)12 一 (26cosb 一 ixsinb) 和 
一 (一 26) =0 


lzls1 即 rswylal 


著 形 nn 一 9? 村 一 0 


妨 =0(r2/12) 十 O(z3 十 ]2) 


了 Cg 一 二 全 TEA 2 一 襄 2a8 一 和 外 =0, 9 十 1+)=- 侦 


陛 点 二 6g2 -+ 各 0 友 相 一 商 289 一 罗 m 一 On 上 IT+ 生 硒 
吾 一 O(r2/12) 十 O(r3 十 7) 
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中 心 差 格式 
二 半 一 节 ) + 如 (ci 一 1) 一 07 一 =0 (12， 7.2) 
是 一 种 最 自然 的 格式 ,但 是 恒 不 稳 , 不 能 工作 如 把 式 中 的 地 代 以 了 Cg- 二 os 则 变 为 -种 
实用 的 格式 


- 二 [wo 寺 (1 十 人 好) j+ 瘟 co- 1 一 0 二 0 (12.7.3) 
叫做 耗 获 中 心 差 格式 ,或 Lax 格式 。 它 的 特征 根 
和 =%80 十 asinb，a=- 生 ,0 一 大 02.7 多 


的 雪 迹 ( 当 9 变化 时 ) 在 复数 平面 内 为 以 原 卡 O 为 中 心 ， - 横 半 径 为 1 纵 半 径 为 1a| 的 椭圆， 

当 这 个 酉 贺 仿 在 单位 圆 之 内 时 ,格式 稳定 , 其 条 件 为 

la|<l 即 r<j1ylol 02.7.) 

这 就 是 库 朗 条 件 。 
0 


二 了 ga 动 - 十 防 也 (wa 一 1) - 立 ( 他 1 一 20 十 好 ED) 一 和 一 0 《12.7.6) 


可 角 入 在 不 丁 的 和 心 你 2.7 .的 区 上 适当 如 了 一个 起 作用 的 扩 了 
一 人 有 5 7 
因而 提高 了 稳定 性 。 因 此 称 之 为 耗 散 中 心 差 格式 。 和 
将 (12.7.3) 或 (12.7.6) 在 节点 (zu 多 作 短 次 展开 ， 得 电 误 关 (相当 于 差分 方程 减 ? 
微分 方程 ) 


三 外 


=--( 加)( 2 5) 十 O(r 二 内 (12.7.8) 


设 包 7 一 0 并 取 T=O( 人 ， 则 得 到 瑟 =O( 二 Or 十 内 =O(M， 即 具有 一 阶 精 度 。 但 是 ， 如 
果 当 凡 rY 一 0 时 12/r=a 保 持 为 常 值 (例如 取 r=O(2)) 则 由 (12.7.8) 知 差分 方程 (12.7.3) 
的 极限 形式 就 不 再 是 原来 的 对 流 方程 (12. 7. 蕊 而 是 对 流 - 扩 散 方 程 
有 “ 屯 - 可 王 - 一 9 一 0，a= ja1r SS (12.7.9) 
多 出 了 一 个 扩散 项 。 试 将 (12.7.9) 与 (12.7. 6~7) 比较 就 更 清楚 。 因此 , 在 计算 时 , 时 间 步 
长 z 不 能 取得 太 小 (相对 于 力 )， 否则 耗 获 太 甚 而 失真。 
对 于 g 拓 0 即 齐 次 方程 


uv 和 到 = 


的 情况 ， 上 述 全 不 稳 的 中 心 关公 式 (12， 7. 过 林 成 呈 -各 人 有 和 区。 对 7.2 
作 笑 次 展开 


0=- 二 (3 一 人 人) 十 及 (On 一 好 1) 


-( 侠 )+( 末 ) 是 下 +OGn+ 癌 (12.7.1) 
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由 于 


0 Do 坟 Di Dr 557 六 


3 2 稚 3 
车 每 ) -( 全 二 5 ) =- -3 2 十 O(TA3) 


代入 (12.7. 匡 ) 右 端 即 得 所 谓 “ 三 条 腿 "格式 , 也 叫做 Lax-Wendro 人 格式 
了 的 9 网 + 晶 全 本 直下 =0 (12.7.19) 

具有 二 阶 精度 巴 = 0(r2 十 jz) 。 它 的 特征 根 
入 一 1 一 aa 十 aacos0 十 ixsin 0， 二 高 大 0 一 厌 (12.7.13) 

其 轨迹 是 以 T 一 oz 为 中 心 ， 横 半径 为 邮 ， 纵 半径 为 |a| 的 精 图 ， 因此 稳定 条 件 为 la| <1 即 
ri/|e|, 即 库 朗 条 件 。 后 7.) 比 较 , (12.7.12) 多 了 一 个 扩散 项 








-用 的 一 到 二 史 ) -( 配 和 .0 (12.7.14) 
以 提高 稳定 性 。 
这 个 格式 可 以 人 分 让 上 起 
志和 一 可 (OH 十) 一 -了 ga 二 本 
(12.7. 匡 ) 
of) 


前 步 是 耗 做 中 心 关 格 式 ， 证 这 种 形式 便于 推广 到 拟 线性 的 守 便 型 方 
程 组 。 (12.7.12) 和 (12.7.15) 是 双 曲 型 方程 中 应 用 较 广 的 一 种 差分 格式 ， 它 有 较 高 的 二 阶 
精度 , 但 只 限于 齐 次 方程 (否则 只 有 一 


如 果 对 方程 (12.7. 1 中 的 两 个 偏 导数 到 机 ,可 2u 都 取 中 心 差 ， 则 得 “空心 ”的 葵 形 格式 
寺 包 一 全 十 冯 人 得 一 W 本 ) 一 2 一 4 
] (12.7.16) 
卫 =O(72 十 72) 
这 是 三 层 格 式 , 特征 方程 是 二 次 


2 二 (iasinb) 和 一 1= 0, js=iasing 寸 VI 一 Sa  ， (12.7.17) 
稳定 条 件 是 |<| <I 即 库 朗 条 件 * 短 jy lc|， 这 时 有 
IEI (12.7.18) 


因此 可 以 说 差分 格式 是 临界 稳定 或 中 立 稳定。 这 与 对 流 微分 方程 本 身 的 临界 稳定 性 
(12.2.11) 即 Rew= Reiat= 0 是 契合 的 ， 因为 差分 方程 的 特征 根 和 与 微分 方程 的 特 征 根 必 
有 对 应 关系 和 ~er。 

， 鞭 吏 格式 (12.7.16) 虽 有 二 阶 精 度 , 但 为 三 层 , 使 用 不 甚 方便 。 但 上 面 已 经 看 到 , 它 与 耗 
获 中 心 差 格式 相 结合 (引进 半点 ) 就 变 为 两 层 格式 而 且 保持 了 二 阶 精度 。 此 外 , 与 $ 12.6 中 
(12.6.3)，(12.6.8 一 9) 的 情况 相仿 ,菱形 格式 也 等 价 于 显 式 两 层 的 跳 点 格式 


三 2 罗 + 间 页 (1 一 v-1) 十 邓 一 0，% 二 1 和 一 侦 - 2. 区) 





到 02-+ 疝 名 和 一 人) 十 9 和 一 0，% 寺 1 十 9 一 奇 和 (12.7.20) 
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即 奇 .个 、 显 、 隐 交替 的 方法 , 并 且 8 12.6 中 的 情况 一 样 , 还 能 改 成 计算 上 更 节约 的 方式 。 这 
也 是 双 曲 型 方程 的 常用 方法 之 一 。 对 于 对 流 -扩散 方程 的 推广 见 表 12.5。 值得 指出 蓉 形 
或 跳 点 法 在 扩散 方程 为 便 稳 , 在 对 流 方程 为 条 件 稳 , 服从 库 朗 条 件 , 而 在 扩散 -对 流 方程 仍 为 
库 朗 条 件 稳 , 并 不 因 增 加 扩散 项 而 变 苛刻 ， 因此 是 比较 有 利 的 。 

(2) 特征 型 差分 格式 

两 个 偏心 格式 (12.3.9~10) 在 实用 上 可 以 总 结 为 


1 现 (ob 一 邮 -) 
到 0 一 哨 十 -99-0 当 | 一。 (2.7.21) 
交 (8 一) 


稳定 条 件 
TY<j/ |o| (12.7.22) 


这 就 是 说 按 c 的 正 或 负 而 取 左 偏 或 入 用 以 保证 差分 扰动 与 微分 扰动 沿 相 同方 向 传播 , 并 
且 按照 库 朗 条 件 取 步 长 *。 在 几何 上 这 玫 示 格 网 三 角形 的 斜 边 与 特征 线 同 倾向 ， 而 且 从 计 
算 点 ( 沁 ?十 向 下 引 的 特征 线 合 在 格 网 三 角形 内 时 稳定 (图 也 . 切 ), 在 外 时 不 稳定 。 


区 民 


-图 12.13 
不 难 验证 
Cu OU 


有 +e 型 = VI 页 


这 里 - 候 表示 向 上 沿 特征 线 的 方向 导数 。 据 此 还 可 对 特征 型 格式 作 另 一 解 释 ， 设 o>0, 由 


节点 ( 户 w% 十 芒 向 下 引 特 征 线 与 第 % 层 坐标 线 得 一 交点 , 位 于 节点 〈 矿 内 的 左 方 ， 它 与 节 丰 
( 记 w+ 了 的 距 离 记 为 ds vw 在 这 点 的 值 用 及 由 反 性 岳 册 ， 记 为 码 ， 

必 一 /证 05 TV/ 

他 一 [es 2 1 
注意 当 稳定 即 or//<1L 时 为 内 揪 ， 将 方向 导数 代为 方向 差 商 


V IT 十 中 琵 一 于 (一 好 = 二 (一动 
-二 (一动 十 元 (3 一 好 了) 


因此 特征 型 格 式 用 线性 插值 方法 产生 沿 特征 线 的 方向 导数 的 方法 。 
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为 了 便于 推广 到 方程 组 , 公式 (12.7.24) 可 以 改写 为 统一 的 形式 下 
工 (f 轨 + 各 (一 地 一 -Loy- 一 2 一 9 一 0 《27:23) 


RE 


8 
-区 Cg 一 2 直人 二 ) 5 (12.7.24) 


以 提高 稳定 性 。 试 与 耗 散 中 心 差 格式 的 (12.7.6) 与 三 条 腿 格 式 的 (12.7.12) 相 比较 , 大 家 都 
相当 于 对 中 心 差 格式 增加 一 个 起 稳 化 作用 的 扩散 项 , 只 是 扩散 系数 (是 小 参数 ) 取得 不 同 而 
已 。 

偏心 格式 也 可 以 列 为 隐 式 

左 偏 隐 式 








三 人 一 屿 十 生 ( 人 一 丰 区 930 盏 -0(r+ 有 02.7. 听 ) 
2 8 和 = (La 一 ae- 稳定 条 件 ac< 开 或 0<c 
右 偏 隐 式 
一 二 十 生 人 担 一 四 加 一 df 一 0， 刀 =O(r 十 从 肖 (12.7.26) 


和 = (1 a 二 ae)-1， 稳 定 条 件 ac<0 或 L<a 
对 于 (12.7.25) 只 取 0 和 oo 对 于 (12.7.26) 只 取 和 0,， 从 而 可 以 总 结 为 特征 型 的 便 稳 隐 式 ， 


是 一 


人 0>0 
上 j 帮 ”= 一 0， 当 | < (12.7.27) 


三 (一 呈 |。 
了 G 
疏 态 (一 中 + 
这 个 稳定 的 优点 是 实质 上 可 以 显 式 地 定 解 。 事实 上 , 设 g>0, 问题 的 边界 条 件 应 给 在 
左 端 , 比如 说 z=0 处 ,因此 吧 世 已 知 , 于 是 由 公式 (12.7.27) 可 逐次 算出 好 + 好 + …, 计 
算是 自 左 至 右 。 当 a<0 时 , 则 边界 条 件 在 右 端 而 计算 ， 自 右 至 左 。 因 此 计算 的 方向 重 与 特 
征 线 的 走向 亦 即 扰动 传播 的 方向 一 致 
(3) 边界 处 理 
设 定 解 域 是 0 委 z 委 台 ， 0 冬 反 了 
她 一作 ，1 一 0 1 .Ji 7 一 碟 [7 
加 一 0T，8% 一 0， 1 和 ， 和 NT 一 人 /从 
当 %>0 时 特征 走向 如 图 12.13, 在 左边 界 z= 0 要 给 定 边界 条 件 
tt 一 Wi， 一 0 1 …， 太 (12.7.28) 
而 右边 界 z= 闷 即 /= > 处 则 不 给 条 件 ， 应 由 方程 本 身 决定 。 无 论 采用 怎样 的 差分 格式 ， 当 
从 第 浆 层 推进 到 第 % 士 1 层 时 在 左边 界 49= 0 处 不 按 格式 列 差分 方程 而 代 以 上 列 边界 条 件 
(12.7.28)。 在 右边 界 ?= 了 上 ,如果 采用 的 中 心 差 格式 或 其 种 种 变形 则 要 改 用 左 偏 即 特征 
型 的 差分 方程 。 当 <0 时 情况 类 似 , 但 反 过 来 。 特 征 型 差分 格式 的 一 个 优点 就 在 于 其 对 于 
边界 处 理 的 适应 性 , 这 是 很 自然 的 , 因为 边界 条 件 本 身 总 是 与 特征 线 相 适应 的 (312.2) 。 
(4) 显 式 和 隐 式 的 选择 
根据 8 12.4 以 及 表 12.3 可 以 知道 ， 影响 条 件 即 库 朗 条 件 是 显 式 波动 差分 方程 的 基本 
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判 稳 条 件 。 对 于 波动 过 程 而 言 ， 这 是 自然 的 条 件 。 它 对 时 间 步 长 只 要 求 与 空间 步 长 思 同 
量 级 , r= 0( 信 ,一 般 不 算 苛刻 。 因 此 , 在 多 数 情况 没有 必要 采用 隐 式 , 这 是 与 扩散 过 程 有 所 
不 同 的 。 但 是 ， 在 有 些 问 题 中 ， 例 如 弹性 体 的 强迫 振动 ， 如 果 弹 性 体 的 尺寸 比较 小 而 使 得 
zj/|a| 比 载荷 波 以 持续 时 间 全 小 若干 量 级 , 则 库 朗 条 件 对 于 的 限制 也 会 造成 沉重 的 负 
担 , 这 时 采用 隐 式 就 有 好 处 。 在 对 流 与 扩散 并 存 的 情况 ( 见 表 12.8 由 于 有 两 种 因素 wa= ra/ 力 
B= 0/ 尼 的 交互 作用 ， 判 稳 条 件 一 般 地 要 复杂 些 。 一 般 说 来 对 于 显 式 ， 由 于 有 了 扩散 的 因 
素 , 对 步 长 要 求 就 比较 严格 , 因此 需要 考虑 隐 式 。 值 得 指出 , 凌 形 格式 及 其 改进 的 形式 跳 点 
格式 在 单纯 对 流 方程 时 稳定 条 件 是 库 朗 条 件 , 在 单纯 扩散 方程 时 便 稳 , 而 在 对 流 一 一 扩散 方 
程 中 稳定 条 件 仍 保留 为 库 朗 条 件 ,不 因 多 了 扩散 项 而 变 严 。 


8$ 12.8， 双 曲 型 方程 组 


双 曲 型 方程 组 , 和 其 他 类 型 的 方程 一 样 , 通常 导 源 于 一 组 守恒 律 。 取 尤 拉 坐标 下 的 一 维 
可 压缩 气体 的 运动 为 例 。 刻 划 流 场 的 有 四 个 物理 参数 , 密度 po, 速度 ww 单位 质量 的 内 能 e 和 
压力 2， 其 中 p, e, 2 三 者 之 间 存 在 着 一 个 函数 关系 , 叫做 状态 方程 , 对 于 理想 气体 这 就 是 
2= (7 一 蕊 pex.7 为 绝热 常数 (12.8.1) 
运动 的 基本 规律 是 质量 、 动量 和 能 量 的 守 便 律 。 任 取 时 段 刀 < 妈 纺 人 区 
质量 守恒 律 表 为 


| redc- 人 (yetz=| (sed-| ee (02.8 光 

表示 [ 祥 ，z] 内 计 量 的 增加 是 通过 边界 z=w 及 “一 or 顺 流 带 进 的 。 动 量 守恒 律 为 
eg- 人 om- oo urnrpjeeal Ga2.83 

表示 动量 的 增加 是 由 于 顺 流 带 进 了 动量 以 及 两 端 压 差 引起 的 。 能 量 (内 能 十 动能 ) 守重 律 为 


人 (er 让 加 人 ee 四。 
-|.[e (e+ 到 四 uro] 二 一 | [e (e+ 到 os+ou] _ (12.8.4) 


表示 能 量 增 加 是 由 于 顺 流 带 进 了 能 量 以 及 两 端的 压力 功 差 引起 的 。 假定 场 量 有 一 定 的 光滑 
性 。 于 是 命 妨 加 -> 加 上 述 三 武 可 以 化 为 : 


忆 辫 | oaz- (pm sw 一 (ps 


人 


豆 | > pullz 一 (pu2 十 9)e-e 一 (pu2 十 D)e-er， 


昌 站 o(e 生 站 -Be 二 -Dertod 


再 命 wo" 一" 则 得 


2 D 0 
于 6+ 责 mr0 (G2.8 可 
元 本 -0 (12.8.6) 
8 SS 洛 本 2 0 
号 pof+ 豆 中)+ 庆 |o(e+ 本 加 ju+mu]=0 (12.8.7) 


下 玫 ie 
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这 就 是 微分 形式 的 守恒 律 ,连同 (12.8. 卫 共 四 个 方程 以 定 四 个 量 p, w @ 2。 
… 在 一 般 情 况 , 设 有 
CQ1 
o-| 
CQm 


z 
-| 
Wom OPm (D) 小 


这 里 刀 ，，…，vwn 是 一 组 守恒 的 物理 量 ，pr (0 …，vn)，…， om (w …， wm) 是 …，twe 的 
一 组 己 知 数 ， Cl …， Gdm 为 一 组 分 别 对 应 21， ”2 的 源 项 。 守恒 律 的 积分 形式 是 


六 Deaz- Doom 


oa(U) 











oo-| 


》 





-| @G(D)) eu- (DZ)) at| | Quad (12.8.8) 
或 者 
豆 | Daz= 古 ( 太 )。 一面 (DT)。w + Qdz (12.8.9) 
从 而 得 守恒 型 的 微分 方程 
ar 26(D) 
+ 2.8.10) 
在 前 面 的 例子 中 ， 
PP Pu 
8 : 亿 本 | Q@-0 p=(-1Dpe (12.8.1) 
工 3 工 人 
pe+ 豆 四) p( e+ 豆 v ju+mu 
到 根据 微分 公式 


训 ww 5 了 - 忆 - 和 于 党 
方程 组 (12.8.10) 可 以 化 为 通常 所 谓 的 标准 型 
4 -4 .8.1) 


这 里 4 就 是 函数 组 pz，，…，gpm 对 于 妇 ，…，tm 
4= [ua -| 型 ] (12.8.13) 


方程 组 (12.8.13) 叫做 拟 线性 的 , 如 果 扼 阵 4 的 元 依赖 于 …，vm, 即 如 ~ 妈 (D), 反 
之 , 如果 44 的 元 不 依赖 Z7, 则 方程 组 叫做 线性 的 。 

当 称 阵 4 的 元 依赖 于 如，…， wm 即 和 = 熏 ( 世 ) 时 , 称 方程 组 (12.8.12) 为 拟 线性 的 , 拟 
线性 方程 是 非 线性 方程 中 比较 简单 而 实践 上 最 重要 的 一 种 。\12.8.5~~ 7) 就 是 拟 线性 的 。 当 
公 的 元 不 依赖 于 ww，…，vo 时 则 称 方程 组 为 线性 的 ， 这 时 如 果 佣 的 元 依赖 于 m 二 即 入 一 
4(2, 坊 ， 则 称 方程 组 为 变 系数 的 ， 0 方程 (12.1. 了 和 (12.1.8) 是 常 系 
数 的 。 

当 抢 阵 4 的 本 征 值 cu，…，cnm 都 是 实数 而 且 有 线性 无 关 的 本 征 向 量 组 ， 则 称 方 程 组 
(12.8.12) 为 双 曲 型 的 。 这 时 取 和 矩阵 天 = [po], 它 的 行 向 量 是 4 的 本 征 行 向 量 , 于 是 
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4 0 
人 (12.8.14) 
0 呈 


P4=4P 4= 





dm 
当 4 依赖 于 尽 时 ， 它 的 本 征 值 , 和 本 征 行 向 量 也 依赖 于 V。 用 矩阵 己 左 乘 (12.8.12) 的 
两 端 ,并 利用 (12.8.14) 可 得 


PP2C > +4P2C 2 -Po (di2.8.15) 
或 写成 分 量 的 形式 
久 m( 台 + 纱 一 oh)-0 4 一 本 。…， 包 (12.8.16) 


这 就 是 方程 组 (12.8.10) 的 特征 型 , 只 有 双 则 型 方程 组 才能 化 成 特征 型 。 注意 (12.8.16) 与 
单 向 波 方程 非常 相似 。 在 单 向 波 方程 通过 每 个 点 (z, 坊 有 一 条 特征 线 z 一 at 一 oonst, 即 斜 率 
为 4 的 直线 。 在 (12.8.16) 通 过 每 个 点 (2 切 有 m 根 曲线 , 也 叫做 特征 线 , 其 斜率 分 为 


0 
机 一 2 “一 二 0 


总 的 说 来 共有 中 族 特征 线 。 在 拟 线性 或 变 系数 时 一 般 都 是 曲线 , 在 常 系数 时 特征 线 是 直线 。 
G2.8.16) 中 每 个 方程 中 的 导数 只 以 一 人 交 和 - ) 的 形式 出 现 。 
因此 ,如 命 第 # 特征 线 的 弧 长 坐标 为 5 ee 则 (12.8.16) 也 可 以 表 为 


久 mw(VIT5 0 站 (12.8.17) 


人 共有 灾 个 “特征 关系 式 ”。 
可 以 证 明 , 方程 组 (12.8.10) 的 解 的 小 扰动 在 w, 夺 平面 上 是 沿 着 几 族 特征 线 传播 的 ， 也 
可 以 说 小 扰动 以 特征 速度 cj，…，cw 传播 , 当 w>0 为 向 +z 方 向 传播 , <0 时 则 向 一 z 方 
向 传播 。 国人 
根据 特征 线 的 概念 可 以 明确 边界 条 件 的 给 法 
($ 12.2)。 设 定 解 区 域 为 
0 和 z 委 和 ，0 雪 长 了 


除了 初始 条 件 即 给 定 旺 (2 0)，…， Un(2， 0) 外 ， 
还 要 规定 边界 条 件 。 在 左边 界 (0, 轨 上 ， 设 w 中 
有 了 个 为 正 , 即 向 下 引 的 特征 线 有 2 条 指向 界外 ， 
则 相应 的 2 个 特征 关系 失效 ， 这 时 应 给 定 呈 个 边 





界 条 件 以 补足 之 。 在 右边 界 (总 , 为 上 , 设 w 中 有 图 12.14 
9 个 为 负 即 向 下 引 的 特征 线 有 7 条 指向 界外 , 则 相应 4 个 特征 关系 失效 而 应 代 以 Y 个 边界 
条 件 , 2 十 9 委 mm。 


对 于 一 维 气体 运动 方程 (12.8.5~ 力 ， 不 难 写 出 其 标准 型 和 等 征 型 。 实践 上 往往 改 取 
P， .了 为 独立 因 变 量 ， 经 简化 得 标准 型 
有 +4 和 -0 
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p Tvw .pp 0 
DT=|v 4-|0 二 V 记 7- 声 速 (12.8.18) 
[L2J， 0 pc 4 由 
4 的 本 征 值 为 & 一 ce 刀 v 十 c, 即 2 
一 0 0 0 -pc 工 
4-| 0 0  P-|-oo0 1 (12.8.19) 
0 .04 十 C |， 0 pc 革 
因此 特征 型 者 为 国 
-ec( 训 +G-9 天 ju+( 基 +G@-9 雄 )p=0 
-e( 训 + 部 jp+( 到 +u 芭 )p= 0 本 .8.20) 


oo( 总 十 (十 0) 基 jo+( 高 十 (+9)p=0 


8 12.9 ， 双 曲 型 方程 组 的 差分 格式 


”对 流 即 单 向 波 方程 的 差分 格式 都 可 以 通 当 地 推广 到 双 曲 型 方程 组 或 字 恒 的 方程 组 。 
(也 特征 型 差分 格式 
双 曲 方程 组 有 一 类 常用 的 数 信 解 法 是 所 谓 特征 线 法 ， 它 是 在 特征 线 和 特征 关系 的 基础 
上 进行 的 ; 在 解 的 推进 过 程 中 逐步 构造 特征 线 网 ,一般 说 来 形状 是 不 规则 的 。 这 类 方法 历史 
发 展 比较 早 ,可 以 达到 较 高 的 精度 ， 但 逻辑 上 比较 复杂 , 对 此 将 不 作 介绍 ， 可 以 参考 专门 的 著 
作 如 [2]。 下 面 的 方法 可 以 看 做 特征 线 法 的 一 一 种 变形 和 简化 。 


在 将 方程 组 表 为 特征 型 要 
驴 m[ 隐 |- 一 9， 一 六 人 Ga.9. 

的 基础 上 /对 其 中 每 个 方程 运用 特征 型 信 必 格式 ， 即 
双 m[ (一 骨 站 十 -全 al 一 加 中 =0, 5 了 (12.9.2) 


这 里 名 ， 表示 你 在 节点 (2 处 的 值 ， 而 空间 差分 按 ws 的 人 隐 全 全 长 有 旺 、 


全 0 切 ， 当 > 0 
亿 四 
全 3 一 示 

人 (二 二 记 当 axr<0 


于 是 在 每 个 节点 (oj 加 1) 得 到 含有 未 知 数 好 于 ，…， 的 方程 组 需要 解 算 ， 
> ix 太一 辽 za( 迪 一 全 5 十 rge) (12.9.3) 
当 mw 依赖 于 J 即 非 线性 时 可 以 取 pz=pu(Dm) 库 朗 条 件 则 推广 为 ; 
帮 
| 或 T< TXTGT 《12.9.4) 
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实践 上 多 采用 严格 不 等 式 的 形式 。 在 变 系数 或 非 线性 的 情况 , 这 个 条 件 必 须 逐 点 满足 , 故 随 
着 时 间 的 推进 * 可 能 经 常 变化 。 

在 边界 点 上 , 根据 w 的 正 负 号 人 而 将 余下 的 方程 与 给 定 的 边 
界 条 件 \ 加 起 来 还 是 私 个 方程 ) 联 解 。 

这 是 一 个 有 效 的 差分 格式 ， 对 于 非 线性 方程 组 乃至 有 间断 解 的 情况 也 是 适用 的 。 不 便 
之 处 在 于 需要 预先 把 方程 组 化 为 特征 型 , 每 点 还 要 联 解 一 个 方程 组 。 为 了 改进 , 可 以 采用 等 
价 的 形式 (12.7.7， 即 先 将 (12.9.2) 写成 


半 pks[ (人 一 内 及 十 台 (HI 一 和) 





融 到 计 凤 7- 中 =0 (12.9.5) 
了 =O(r 十 7 
命 
01. 0 ] | lc 0 
4 人 i-| 有 
0 2 0 oj| 
于 是 


户 二 (OP +4 玫 南 人 OO) 于 玫 二 (207+09) 一 DO7-0 
用 忆 -: 左 乘 两 端 ,注意 


P-L4P-4 
并 且 命 
4-P-iP (12.9.6) 
便 得 到 等 价 的 特征 型 格式 
地 (一 DO)+ 基 全 (Of 一 ID) 
-过 第 CO) 一 203+D9) 一作 -0 (12.9.7) 
这 里 符 阵 和 即 (12.9.6) 可 以 玫 为 阵 4 的 赛 次 和 
ww 屋 m4 


系数 wo, …，om-:l 是 线 代数 方程 组 
号 cp 地 一 |ot| ，4 王 工作 


的 解 , 详 见 [3] 。 

(2) 守恒 型 差分 格式 

可 以 仿照 8$ 12.5 的 方法 在 (12.8. 力 的 基础 上 构造 守恒 型 的 差分 格式 。 取 格 网 同 于 
8& 12.5,， 命 


”0Oy= 了 咒 Tea 了 0 Var0D 


加 工 tn 
B 了 =| Gd 01p win=0 1 … 一 I 
顶 4 
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玫 十 加 4 2 
qd 汪 ~- -| | Qdz，j=0, 了 ,万 mn=0,1 pw NI 
四 2 
于 是 有 
8 Or 一 Cj 也 全 刀 汪 + 和 =0， 71=0, 1 pn=0 LN (2.9.8) 
可 以 取 , 比方 说 


这 里 西 ,@ 表示 相应 线段 或 面 元 上 的 某 种 均值 ， 具体 尚 待定。 于 是 形式 上 有 
CI 一 0 全 放下 和 虽 + 本 的 于 0 (12.9.9) 
按照 古人 的 取 法 ， 可 以 把 对 流 方程 的 一 些 主要 格式 推广 为 守恒 型 ( 取 等 距 格 网 ) 


(i) 中 心 差 显 式 : 取 
配 汪 - 于 [(0?) +G(UHaD)] 


DGQy 
得 到 
7(D 生 一 0 十 二 [ 古 (I8D) 一 5 一 9 一 0 (t2.9.10) 
马 - 0O(r 十 内 ， 恒 不 稳 
Gi) 中 心 差 隐 式 : 取 


史 二 [5(DY) 二 GOD 和)] 
厂 生 -gj 
得 到 
NU 和 一 D9 十 可 医 (I 委 ) 一 惠 (I)] 一 9 和 =0 (12.9.11) 


刀 -O(r 十 加 ， 人 恒 稳 
Giit) 耗 散 中 心 差 : 取 
可 入 ~ =- 亏 工 [6(D75) 十 G(07 1)] - 芝 (OH 一 DY 


得 到 
RD9 一 DT 们 十 二 [ 画 (I3D) 一 5(D) 一 9 一 0 (12.9.12) 
相当 于 (12.7.2) , 稳定 条 件 为 (12.9. 务 。 
(iv) 三 条 腿 格 式 一 一 对 于 Q=0 的 情况 : 取 
De 一 到 (COI+Dyo) 下 [(D 和 ) 一 瑟 (Z 功 ] 


和 示 





酌 注 -6(U2) 





所 23 


得 到 
(IT 一 D 人 十 +[ 记 (07 汪 ) 一 GCC )]=0 (12.9.13) 
瓦 一 O(z2 十 j2) 


这 就 是 分 两 步 走 的 格式 (12.7.7), 稳 定 条 件 同 (12.9. 鸭 。 
(W) 守恒 的 特征 型 差分 格式 ; 取 
枉法 - 言 [CD +E(DIa1 一 全 3 yn- 


W 二 于 
1 一 人 


. -- 记 [L4(DZ 人 十 4(Z7)] 


了 
二 豆 


得 到 
AD 和 一 DZ 人 十 本 [本 (CD) 一 瑟 (O7D] 


一 743 《HH 一 忆 9 一 4 1 《UV 一 CD 一 9 =0 (12.9.14) 


相当 于 (12.9.7), 稳定 条 件 同 (12.9.4)。 
(3) 交错 格 网 
对 于 含有 多 个 未 知 函 数 的 方程 , 还 可 以 构造 交错 格 网 的 差分 格式 。 例 如 , 对 于 二 阶 的 波 
动 方程 


0 0 





和 
命 w= 22，o=4 3, 得 等 价 的 一 阶 方程 组 
av ov_ 
亚 “ 王 二 
(12.9.15) 
0 
ee i-1 1 1 
根据 这 个 特殊 形式 , 可 以 把 岂 w 户 9 配置 于 不 同类 型 的 图 12.5 
节点 上 如 邮 和 中 二 用 内 环 ， 如 图 12.15。 然后 对 两 个 方程 分 别 运用 次 形 中 心 差 格式 而 
。 得 到 
有 十 卫 】 去 十 卫 
了 -入 -9 
| (2.9.16) 
一 人 和 -时 G 全 -和 -Pa-0 
为 = 0O(z2-j2) 
特征 方程 是 
和 2 十 (4acasin20/2 一 2) 和 十 1=0 
稳定 条 件 是 


a2<l1 即 rz<p/c 

当然 也 可 以 把 六 "等 均 置 于 整 点 (2 如 ) 而 直接 运用 蒙 形 公 式 , 具有 同 阶 的 精度 与 相同 

前 稳定 性 能 ， 但 中 心 差 是 跨 点 进行 的 间距 为 2r，2U。 (12.9.16) 的 节点 是 交错 配置 适宜 中 
必 差 的 间距 成 为 "， 轧 缩小 了 一 半 , 实际 上 提高 了 精度 。 
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(4) 边界 处 理 

对 于 方程 组 , 边界 处 理 往往 是 很 麻烦 的 问题 。 一 种 处 理 方法 是 不 论 内 点 用 什么 格式 , 边 
界 点 恒 采 用 特征 格式 与 边界 条 件 相 结合 的 形式 。 在 左边 界 上 , 设 特征 值 cv，…，qm 中 有 了 个 
>0, 则 应 有 了 个 边界 条 件 or(a，…， wun) =0 ,pp 人 Gd， …， um) 一 0， 从 特征 型 方程 组 中 易 
去 相应 的 了 个， 对 余下 的 和 m 一 2 个 特征 型 方程 (对 应 于 >>0) 按照 特征 型 即 右 偏 格式 列 出 
中 一 2 个 差分 方程 , 加 上 了 个 边界 条 件 联 解 出 思 个 未知 数 。 在 右边 界 上 , 设 m， …， am 中 有 
9 个 <0 则 应 有 ?9 个 边界 条 件 。 这 时 从 特征 型 方程 组 中 吻 去 相应 的 9 个 方程 ， 对 余下 的 
一 个 方程 采用 特征 型 一 一 这 时 为 左 偏 一 一 格式 再 与 边界 条 件 联 解 。 

(5) 关于 间断 解 的 计算 

拟 线性 双 曲 型 方程 可 能 有 间断 解 , 即使 初始 条 件 是 光滑 的 , 也 有 可 能 在 随后 的 时 间 内 自 
发 地 形成 间断 解 , 如 气体 力学 中 的 冲击 波 。 在 间断 点 , 解 不 再 适合 原始 的 微分 方程 而 是 满足 
所 谓 间断 条 件 。 以 方程 组 (12.8.5~.7) 为 例 ,间断 条 件 则 为 





pr 望 + p- 各 二 (pt)- (12.9.17) 

-ed 全 二 (pet 有 rp 经 十 (oa 十 功 - (12.9.18) 
[等 -D( -ra 

-ole+ 于 加 | 译 +[e(e 王 outro] (12.9.19) 


< 表示 间 晰 点 移动 的 速度 即 击 波 速度 。 方程 (12.9. 切 ~19) 实质 上 是 守恒 律 在 间断 点 的 


表达 形式 , 作 差分 形式 。 它 光滑 点 上 的 微分 形式 的 守 便 律 (12.8.5~.7) 一 样 都 是 从 积分 守重 
律 (12.8.2~ 全 导出 的 。 

对 于 间断 性 有 两 类 处 理 方法 。 一 类 是 间断 分 离 法 , 即 对 间断 点 进行 眼 踪 , 把 它 隔离 出 来 
单独 处 理 , 要 求 满足 间断 条 件 如 (12.9.17~19) 。 这 类 方法 精度 较 高 ,但 逮 辑 上 比较 复杂 , 特 
别 当 物 理 条 件 复杂 以 及 二 维 或 高 维 的 情况 则 相当 困难 。 关 于 在 特征 线 法 的 基础 上 间断 跟踪 
的 处 理 见 [2] 。 另 一 类 所 谓 穿行 计算 法 ， 即 不 论 有 无 间断 ， 不 加 区 别 便 按 统一 的 格式 处 理 。 
这 时 间断 解 被 玫 为 具有 一 定 过 滤 层 的 连续 解 (如 图 12.36)， 但 后 者 应 能 基本 上 反映 本 来 的 
间断 特征 。 事 实 上 不 是 随便 的 差分 格式 都 能 做 到 这 一 点 的 。 为 此 目的 ， 通 常 在 待 解 的 微分 
方程 组 中 外 加 一 定 的 扩散 项 如 。 -5.4 或 更 确切 一 些 如 学- 到 在 冲击 波 计算 中 ， 这 种 人 
为 引进 的 项 起 着 粘性 的 作用 , 因此 叫做 人 工 粘性 项 , 产生 平滑 化 的 效果 , 把 间 其 解 平滑 化 为 
具有 过 渡 层 的 连续 解 。s 是 一 个 小 参数 ,应 随 , 8->0 市 -0。 顺 便 指出 ,本 章 介绍 的 一 些 
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差分 格式 中 , 虽然 没有 事先 明显 引入 粘性 项 , 但 差分 格式 的 构造 中 自动 列 藏 了 这 样 的 项 , 如 
耗 敬 中 心 差 格式 (12.7. 幼 相当 于 取 s= 把 三 条 服 格 式 (12.7.3) 相当 于 取 。- -2-， 特 征 型 
格式 (12.7. 作 相当 于 取 s- 名 2 。 实 践 也 表明 这 些 格式 是 可 用 于 穿行 计算 的 。 此 外 ,由 于 


间断 条 件 与 微分 方程 一 样 都 是 从 积分 守恒 律 导出 的 ， 因 此 用 于 穿行 计算 的 差分 格式 最 好 也 
直接 从 积分 守恒 律 推导 ， 也 就 是 说 ， 最 好 取 为 守恒 型 的 。 事 实 上 ， 守 人 恒 型 差分 格式 的 引入 
正 是 为 了 适应 间断 解 的 计算 的 。 间 断 解 特别 是 冲击 波 的 计算 是 一 个 重要 的 课题 ， 可 以 参 
考 上 四。 





参 考 资 料 
[1] 李 奇 特 迈 尔 , 《 初 值 问题 差分 方法 >， 科 学 出 版 社 ， 1966; 或 其 新 版 ，Richtmyer-Morton, “Differenoe Methog; 
for Initial Value Problems,”2nd ed.，1967。 
[52] 儒 科 夫 ,< 应 用 特征 线 方法 解 气体 力学 一 维 问题 ?上海 科 学 技术 出 版 社 ，1963。 
[3] 张 关 泉 , 《关于 气动 力学 方程 的 ~ 个 差分 格式 >， 应 用 数学 与 计算 数学 131\196 和 ，57~~63 页 。 
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第 十 三 章 ，” 偏 微分 方程 边 值 问题 数值 解法 
$13.1 问题 的 来 源 


13.1.1 椭圆 方程 及 其 定 解 条 件 


物理 上 的 定常 态 问题 ， 例 如 弹性 力学 中 的 平衡 问题 ， 无 粘性 流体 的 无 旋 运 动 ， 亚 声速 
流 , 位 势 场 包 括 静 电磁 场 、 引 力 场 等 , 热传导 (温度 分 布 ) 及 扩散 (浓度 分 布 ) 问 题 等 等 通常 归 
结 为 酉 圆 型 微分 方程 。 最 简单 的 典型 就 是 拉 普 拉 斯 方程 





DO20L ，D322 
-天 + 一) (18.1. 切 
这 是 齐 次 的 , 即 不 带 右 项 。 还 有 泊 松 方程 
DLL ，024， 
-( 2 0 (13.1.2)》 
这 是 带 有 右 项 即 非 齐 次 的 方程 。 更 一 般 些 则 有 变 系 数 的 方程 如 
-( 各 8 绚 + 二 有) (13.1.3) 


这 里 B= po 0) >0, J 一 Jo 力 是 给 定 的 系数 分 布 。 

椭圆 方程 的 主要 定 解 问题 是 边 值 问题 ， 即 要 求 定 出 来 知 函 数 v 一 ww， 吃 使 它 在 某 区 域 
2 内 满足 微分 方程 如 (13.1.3)， 并 且 在 边界 32 上 满足 给 定 的 边界 条 件 。 方程 (13.1.3) 是 
二 阶 的 , 需要 给 出 一 个 边界 条 件 , 通常 取 下 列 三 类 形式 之 一 ,而且 在 边界 的 不 同 区 段 上 可 以 
取 不 同类 的 条 件 。 

第 一 类 : 给 定 函 数值 如 


第 二 类 : 给 定 外 法 向 导数 值 如 


第 三 类 ; 给 定 函 数 及 外 法 向 导数 的 线性 组 合 的 值 如 
8 继 十 m=g， 7>0 
这 里 妨 9，6, 也 均 为 边界 上 给 定 的 分 布 , 8 就 是 方程 (138.1.3) 中 的 系数 在 边界 上 所 取 的 值 ， 
>0。 
显然 可 见 , 第 二 类 是 第 三 类 条 件 的 特殊 情况 , 相当 于 "==0。 此 外 , 由 于 B>0 第 一 类 虽 
然 不 能 被 包括 在 第 三 类 之 内 ,但 它 可 以 看 为 第 三 类 边界 条 件 
6 到 +mGu- 到 =0 


当 ? 一 ee 的 极限 情况 。 
一 般 说 来 , 边界 条 件 可 以 表 为 
380= To 二 双 
太 0 vv 一 天 (13.1.4) 
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有 8 到 +mu-9 (13.1.5) 


即 9 分 解 为 互补 的 两 个 部 分 To，T%, 其 上 分 别 给 定 第 一 类 和 第 三 类 边界 条 件 。To 友 各 
自 又 可 以 是 由 不 相连 的 区 段 组 成 。 图 18.1 中 边界 上 组 线 部 分 ， 
表示 Tw 其 余 的 部 分 表示 7T。 


183.1.2 守恒 原理 


梢 圆 方程 的 数值 解法 分 为 两 步 。 首先 是 把 它 离散 化 , 变 为 Ta 
一 组 代数 方程 。 然 后 解 算 这 组 代数 方程。 

为 了 摘 好 离散 化 ， 最 好 要 人 得 待 解 的 微分 方程 在 物理 上 是 
怎样 导 来 的 。 这 样 对 问题 背景 有 较 深 的 理解 后 可 以 减少 解 题 时 图 芒 . 
的 盲目 性 ; 而 且 , 以 后 将 要 表明 , 比较 正确 的 离散 化 方法 正 是 从 问题 的 推导 过 程 中 自然 形成 
的 , 并 且 由 此 得 到 的 代数 方程 在 解 算 时 也 是 比较 有 利 的 。 

物理 上 有 意义 的 微分 方程 总 是 某 种 守恒 规律 (包括 平衡 规律 , 协调 规律 等 等 ) 的 数学 表 
达 形 式 。 它 们 是 从 积分 形式 的 守恒 原理 推导 出 来 的 。 此 外 , 在 大 多 数 场合 下 , 它们 还 可 以 从 
另 一 途径 , 即 某 种 “能 量 ” 极 值 原理 即 变 分 原理 导出 。 下 面 将 以 方程 (138.1.3) 为 例 说 明 , 物理 
有 众多 的 现象 都 可 以 用 (18.1.3) 来 描述 。 为 了 方便 ,这 里 认为 它 是 二 维 定常 热传导 方程。 
zy 一 wo, 切 表示 温度 分 布 , B= 8(z, 甸 表 示 介质 的 传 热 系数 。 

我 们 将 从 热量 守恒 原理 来 推导 (13.1.3) 。 

设 有 某 种 介质 ， 占 有 区 域 9， 其 上 有 温度 分 布 ww(z, 仿 。 温度 分 布 的 不 均匀 性 引起 
热流 。 按照 传 立 叶 热传导 定律 , 在 介质 的 任意 点 上 , 单位 时 间 内 通过 法 向 为 m= (ns, ww) 的 
单位 截 段 的 热量 为 


7 


I9 


一 8 全 
， DO 

即 正比 于 温度 梯度 ， 比 例 常数 >0 为 介质 的 传 热 系数 ， 负 号 系 表 示 热 量 是 从 热 处 流 向 冷 
处 。 这 里 设 介质 为 各 疝 同 性 的 ， 介 质 可 以 均匀 的 即 B 为 常数 ， 也 可 以 非 均匀 的 即 变 系数 
B8=B(o,9)。 更 设 介质 含有 热源 , 在 单位 时 间 单 位 面积 释放 热量 了 =z, y)。 


在 域 姑 内 任 取 子 域 妈 , 图 13.2。 单 位 时 间 内 通过 忆 以 边界 20 流出 刀 的 热量 为 
av 


-和 8 要 Br 
mn 表示 8 的 外 法 向 。 同 时 间 内 刀 的 内 部 热源 释放 的 能 量 为 
anw 
由 于 热量 的 守 便 性 , 在 定常 状态 时 应 有 


13.2 。 二 了 古 - jew (13.1.6) 


这 个 积分 关系 式 对 于 任意 子 域 DC Q 都 成 立 。 这 就 是 积分 形式 的 热量 守 便 律 。 
当场 量 充 分 光滑 时 , 高 斯 积分 公式 


-和 6 多 w-- 昌 6 器 + 高 6 品 ja 


成 立 , 于 是 (18.1.6) 成 为 





re 
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人 
败坏 6 蝇 + 页 8 如 +1)m-0 (18.1.7) 
对 于 一 切 PCc2 都 成 立 。 因 此 ， 把 ” 缩 至 任 到 的 点 (， 力 E2“ 脱 括 弧 "后 即 得 
关 8. 到 十 放 0 


就 是 (13.1.3), 它 在 任意 点 (zc,，9%) E 忆 都 成 立 。 0 通常 叫做 定 
常 热传导 方程 。 反 之 , 设 微分 方程 (18.1.3) 在 域 如 内 成 立 。 任 到 子 域 DC2, 将 (18.1.3) 式 
两 端 对 忆 积分 ,并 运用 高 斯 积分 公式 就 能 导出 积分 关系 式 (18 .于 .6)。 因 此 可 以 说 守重 律 的 
积分 形式 (13.1.6) 与 微分 形式 (13.1.3) 是 等 价 的 。 但 这 种 等 价 性 是 有 条 件 的 , 它 依赖 于 高 
斯 积分 公式 ,而 后 者 只 当场 量 足够 光滑 时 才 成 立 。 在 扬 最 不够 光 清 处 微分 守 便 律 则 到 另外 
的 形式 , 现 以 介质 系数 8 有 间断 的 情况 说 明之 。 
设 2 内 有 介质 间 产 线 ， 即 系数 8 跨 过 工时 有 跳跃 。 为 简便 计 ， 设 工 把 2 分割 为 两 部 
0 2+, 在 二 上 规定 指向 * 的 方向 为 正法 向 > 任 取 线段 SC 取 狭 条 形 子 域 DC4 使 得 
8 位 于 条 形 域 忆 的 中 线 。 必 的 四 个 顶点 记 为 6， 0，o Q (图 了 3.3)， 


命 带 宽 jdc=j。 根据 (13.1.6) 
入 8 避 @ 人 em- 由 ein8 吕 
+|7aetro (13.1.8) 
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图 13.3 设 源 项 了 在 忆 上 没有 集中 的 奇异 性 。 于 是 当 j->0 时、 


AR 


因此 本 
| 人 8 颗 ) -(8 恕 ) -0 
对 任意 SC 工 成 立 。 再 将 咏 编 至 一 个 点 则 得 


Cg- 的 ea 

对 一 切 点 (z， 急 E 了 成 立 。 人 由 于 在 荆 的 两 侧 

pp-, 故 法 向 导数 也 间断 ( 38) 关 ( 中】 ， 但 它们 的 乘积 6 58 则 便 连 续 , 在 热传导 问 

题 中 这 就 是 热流 的 连续 性 。 此 外 , 基于 物理 上 的 考虑 ; 加 在 介质 虹 上 
应 该 连续 即 她 一 。 

这 样 , 当 介质 有 间断 时 , 微分 守恒 律 的 完整 形式 是 
族 - 二 -( 世 8 恒 + 而 8 珊 )- (8.1.10) 
7 (8 彩 ) -(8 杂 ) =0 《8.1 


(这 里 @-- 工 表示 域内 除去 间 斯 线 忆 以 外 的 部 分 )， 它 们 综合 起 来 与 积分 守 便 律 (18.1.6) 
即 
四 8 瑟 @||7anm-0 对 一 切 DCg (18.1.12) 
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”等 价 。 


热传导 问题 的 边界 条 件 大 致 有 三 种 。 一 是 给 定 边界 温度 v= 乙 这 属于 第 一 类 。 二 是 给 
定 通过 边界 的 热 演 B 尼 一 9, 属于 第 二 类 , 当 9 一 0 时 相当 于 热 绝缘 。 三 是 牛顿 冷却 定律 
8 取 -mGo* 一 切 +B 


这 里 心 为 环境 温度 , 9>0 为 介质 与 环境 的 热 交 换 系 数 ，2 为 边界 上 的 线 状 热源 ， 这 属于 第 
三 类 ,v*, 沪 2 都 是 预 给 的 分 布 。 因 此 可 以 回 到 在 13.1.1 节 中 讨论 的 一 般 情 况 , 边界 条 件 
统一 地 表 为 


00=7o 十 7 
0 (13.1.13) 
色 B 洒 十 员 =9 (13.1.14) 


应 该 指出 , 第 二 、 三 类 边界 条 件 可 以 自然 地 吸收 在 积分 守重 律 (138.1.6) 中 。 事实 上 ,在 2 内 
任 取 邻接 于 边界 9 的 子 域 刀 图 13.2 上 方 , 设 九 的 边界 3D 与 99 上 的 第 三 类 边界 条 件 段 
Ts 有 公共 部 分 , 记 为 3D.7T60， 其 余 的 部 分 记 为 3D 一 7o。 于 是 由 (18.1.6) 自 然 有 


JJ 3D 6 妈 四 -| ，。8 喇 +| 8 弛 -| 8 号 4+ 0 
因此 , 对 于 这 样 的 DC2(18.1.6) 就 成 为 


5 万 ,Po 
OU 
8 一 ds 十 [一 亿 十 9] 必 十 azawy 
2D-r5 On 23D.P% 


比较 (18.1.10~ 芽 ) 和 (13.1.12) 可 以 看 到 , 积分 守恒 律 与 微分 守恒 律 等 价 , 前 者 取 积分 
形式 ,只 含 一 阶 导 数 , 比较 统一 简单 , 并 能 把 通常 较 难 处 理 的 第 二 、 三 类 边界 条 件 和 交界 条 件 
自然 统一 在 内 ; 而 后 者 含 二 阶 导数 , 形式 比较 繁琐 。 此 外 , 处 理 积分 总 比 微分 容易 , 处 理 低 阶 
微分 总 比 高 阶 容易 。 因 此 直接 从 积分 守恒 原理 出 发 来 进行 离散 是 有 利 的 , 见 813.3。 


”了 切 .!1.38 变 分 原理 


椭圆 方程 (18.1.3) 连 同 它 的 第 二 、 三 类 边界 条 任 也 可 以 从 适当 的 变 分 原理 导出 。 事 
实 上 , 对 应 于 (18.1.3) 和 (13.1.5) 可 以 构造 所 谓 “ 能 量 积分 ” 
1 718 /gu 下 
>- 儿 计 8( 吕 ) +8( 珊 ) ] -名 azm+|。 [记忆 一 刀 ] 本 Gd3.1. 功 
对 于 任 给 函数 V=V(z, 急 有 一 个 积分 值 v(u) 与 之 相应 , 因此 了 (他 可 以 说 是 “函数 的 了 数 ”， 
通常 也 叫做 “ 泛 函 ”。 重 要 之 点 在 于 : 在 所 有 满足 边界 条 件 (13 .1. 分 
《0: 从 一 化 
的 函数 类 中 ， 使 得 了 了 达到 极 小 值 的 函数 即 极 值 函数 v=v(z，9) 必定 在 @ 内 满足 微分 方程 
( 切 .1.3),， 而且， 除了 在 边界 段 Fe 上 满足 给 定 的 条 件 (13.1.4) 外 还 在 其 余 的 边界 段 Te 上 
自动 满足 条 件 (138.1.5) 。 反 之 ,也 可 以 证 明 , 设 函 数 & 一 MX g) 在 吕 内 满足 方程 (18.1.3)， 
在 To， 态 上 分 别 满足 边界 条 件 (18.1. 和 ，(183.1.5) 则 它 必 定 是 满足 条 件 (13.1. 委 的 函数 
类 使 / 达到 极 小 的 函数 。 这 就 是 说 条 件 变 分 问题 


_ ss Rssereerag api 如 ripoopraer rp ltg on rr 和 人 





Po 的 的 站 ee 下 革 wo 时 
总 (183.1.16) 


过 0， 亿 一 包 
等 价 于 边 值 问题 
ool 06cl\ 
2 一 (二 8 到 + 砍 8 融 )-f 
刀 ， B 下 二 Wu-9 (13.1.17) 
了 0: 公 一 此 


(参看 上 ,[ 委 或 第 十 四 章 8 14.1) 

应 该 指出 ， 上 述 等 价 性 是 在 介质 系数 B 无 间断 时 成 立 的 ， 这 是 因为 与 13.1.1 节 中 情况 
相似 , 等 价 性 的 过 渡 有 赖 于 高 斯 积分 公式 , 而 后 者 是 有 条 件 的 。 事 实 上 我 们 知道 , 当 系 数 B8 有 
间断 时 ,在 间断 线 了 上 微分 方程 (13.1.3) 不 成 立 而 应 代 以 交界 条 件 (18.1.9) 。 可 以 证 明 ， 
当 介 质 系 数 B 有 间 斯 时 , 变 分 问题 等 价 于 下 列 边 值 问题 

D Du | OO ol\ 
Te Br 7 才 2 到 )-/ 
OU OU 
了 ， 二 和 : 


| 有 8 瑟 +urg 





人 > 0， & 一 化 


从 上 述 等 价 性 可 以 看 到 在 解 微分 方程 边 值 问题 时 , 第 二 、 三 类 边界 条 件 以 及 当 有 介质 
间断 时 的 交办 条 件 都 必须 作为 定 解 条 件 列 出 。 但 是 ,在 解 等 价 的 变 分 问题 时 , 这 些 条 件 是 被 
7 的 极 值 函数 所 自动 满足 的 ,无 须 作 为 定 解 条 件 列 出 ,这 就 大 大 简化 了 。 这 类 边界 条 件 叫 做 自 
然 的 边界 条 件 。 与 此 相反 , 第 一 类 边界 条 件 , 在 变 分 问题 中 和 在 微分 方程 问题 一 样 需要 作为 
定 解 条 件 列 出 , 这 类 边界 条 件 巴 做 强加 的 边界 条 件 。 对 于 方程 (13.1.18)， 强 加 边界 条 件 只 
含 % 本 身 , 比较 简单 , 而 自然 边界 条 件 含有 法 向 导数 ,一 般 较 难处 理 ,特别 当 几 何 形 状 较 复杂 
时 。 能 量 积分 (138.1.16) 中 只 含 一 阶 导数 ， 比 方程 (13.1.18) 中 的 二 阶 导数 要 容易 处 理 。 因 
此 直接 从 变 分 原理 出 发 来 解 题 也 是 一 条 有 利 的 途径 , 见 8$ 13.4。 特别 是 第 十 四 章 有 限 元 方 
法 。 变 分 原理 的 有 利 因素 与 守 便 原理 是 基本 相似 的 (比较 13.1.2 节 之 末 段 )。 


$ 13.2 离散 化 和 差分 格式 


椭圆 方程 的 待定 解 是 连续 变量 的 未 知 函数 , 有 无 穷 多 个 自由 度 。 为 了 进行 数值 解 , 首先 
要 把 问题 离散 化 , 把 无 穷 多 自由 度 的 问题 简化 为 有 限 多 个 自由 度 的 问题 , 也 就 是 把 微分 方程 
代为 一 组 代数 方程 ,然后 进行 解 算 。 

离散 化 的 一 类 方法 是 差分 方法 。 问题 的 定 解 区 域 化 为 离散 的 格 网 ， 待 定 函数 代为 格 网 
的 节点 值 , 征 分 方程 和 边界 条 件 等 则 化 为 相应 的 差分 方程 。 这 类 方法 简单 通用 ， 在 进入 计算 
机 的 时 代 后 成 为 主要 的 数值 方法 。 

离散 化 的 另 一 类 方法 是 函数 的 有 限 展开 方法 , 亦 称 李 兹 -加 和 辽 金 方法 。 适 当选 取 一 组 基 
函数 gz，gas …， 把 待定 解 展 为 有 限 的 线性 组 合 v= 3o， 要 求 在 一 定 的 意义 下 近似 满足 熏 
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分 方程 和 定 解 条 件 , 或 近似 满足 相应 的 变 分 原理 ， 从 而 得 出 关于 系数 ci， as，… 的 代数 方程 
组 以 定 解 。 这 类 方法 在 历史 上 曾 占 重 要 地 位 。 但 是 ,在 其 传统 的 形式 下 , 基 函 数 的 选择 往往 
很 困难 , 通用 性 较 差 , 故 对 此 将 不 作 专 门 介绍 。 

近年 来 还 发 展 了 一 类 离散 化 方法 即 有 限 元 法 。 这 是 以 格 网 为 基础 的 基 函 数 展开 法 。 避 
以 说 它 是 前 述 两 类 方法 的 比较 成 功 的 结合 , 在 构 圆 型 问题 已 上 升 到 主导 地 位 , 特别 适合 于 几 
何 上 物理 上 比较 复杂 的 问题 , 也 便于 算法 的 标准 化 , 将 在 第 十 四 章 中 介绍 。 也 是 由 于 这 个 原 
因 , 本 章 对 于 差分 方法 的 讨论 主要 局 限于 比较 简单 规则 的 问题 。 

求解 矩形 域 Q= [c, 0， 加 上 的 泊 松 方程 





=-( 全 + 和 王 )-1G JW (13.2.31) 

为 了 说 明 问题 , 设 边界 条 件 同 含 一、 二 两 类 ， 
C0，0C， 风 一 化 (13.2.2) 
cd，5d， 严 =9 3.2.3) 


? 为 外 法 线 , 户 季 9 为 给 定 的 分 布 。 
最 简单 的 离散 化 方法 是 差分 化 , 即 布 上 格 网 , 把 方程 和 边界 条 件 中 的 微 商 代 以 差 商 而 得 
到 差分 方程 组 。 为 此 月 的 , 取 顶 点 4 为 坐标 轴 的 原点 ,用 。 。 4 
纵横 线 
ZX 一 0 一 包 ,4 一 0 1 …， 杂 
8 一 幼 一 敌 ， 0 二 
把 2 分 为 等 距 格 网 如 图 13.4。 帮 天 分 别 是 w%，9% 方 向 的 
步 长 ,节点 (ze 9%) 记 为 (如 力 ， 通 数值 2，957) 记 为 wyo 
节点 分 为 两 类 , 一 类 是 内 点 (一 卫 …， 厅 一 二 5 二 
N 一 已 ， 其 余 是 边 点 。 边 点 中 有 四 个 角 点 即 o bo 由 
其 它 是 非 角 点 的 边 点 。 
对 于 内 节点 , 根据 数值 微分 公式 


( 琵 )， 轩 襄 (1 一 20.7 十 Us1 旋 十 Op2) 





( 坷 )， = 让 他 一 2 二 ay) 十 0(1) 
可 将 (13.2. 芒 代为 差分 方程 
- 韦 (Us 一 204.7 十 tl 坊 一 惠 Gsrt2usr+wr) 一 访 3 (13.2.4y 
即 AR 
2( 调 + 二 jw 一 证 (4-1y 十 rd 放 一 -机 (xs 十 Wd+ 功 一 扩 y (13.2.D2) 
ES 
它 联系 上 下 左右 共 五 个 节点 , 叫做 五 点 差分 格式 。 在 8 一 不 的 情况 下 则 简化 为 


4 一 (63 十 2 十 罗 计 十 略 和 一 说 (13.2.6) 
至 于 边 点 ,在 c8，cc 上 第 一 类 边界 条 件 (13.2.2) 可 以 表 为 
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CD. 0 一 Wi 0， 4 一 0， 二 人 有 (13.2.7) 


CC: 10 一 Vo,y 7 一 0， 王 ， 3 人 《138.2.8) 
利用 差 商 公式 
( 侣 ) =-Cor-wcoD+OO 
20V 工 
(号 ),; 一 天 (一心 和) 十 ON 
可 把 4，od 上 第 二 类 边界 条 件 (13.2.3) 表 为 
20: 了 (or 一 arr 一 ar 7=1| ，… 太一 I (13.2.9) 
于 Gu 一同 w 一 4 一 1，…， 玉 一 工 (13.2.10) 
它 联 系 上 下 或 左右 两 点 , 是 两 点 差分 格式 。 在 凤 一 双 的 情况 下 也 可 写作 
2 一 208-1 一 7OM 7 一 十 ， we 人 一 工 (13.2.1) 
2 一 邮 ,N=-1 1 一 jp0i W， 4 一 民 ， 杂 一 工 (13. 2. 12) 


还 有 左上 方 的 角 点 4= (M,， 六 )。 对 此 按 刀 或 吕 的 方式 不 理 有 巴 拓 。 但 是 ， 由 于 ZX 
在 前 列 其 它 方程 中 都 不 出 现 ， 放 不 坊 咯 去 这 个 节点 。 于 是 共有 (M+DTD (+DID -个 方程 
和 相同 数目 的 未 知 数 ww (一 0 1 …， 30; 7 一 0 1 …， ,除去 和 一 ,7 一 六 ) 可 以 定 解 ， 具 
体 解 法 见 8$ 43.5。 
如 果 将 四 边 边界 条 件 都 改 为 第 一 类 
2， 一 9 (13.2.13) 
并 取 2 为 正方 形 , 格 网 亦 取 正 方 的 ( 即 刀 = 太 ,到 = 六 ) 。 得 到 差分 方程 组 
Li 一 Mt 一作 秆 一 HH 一 jj 交 9 二 一 上 (183.2. ]4) 
2 一 0 0, 太 或 了 一 0, 太 (18.2.15) 
这 里 可 以 视 内 点 的 好 y(， j=1 …， 太一 必 为 未 知 数 ， 共 (Y 一 1 个， 也 有 同 数 量 的 内 点 方 
程 。 矶 可 以 称 为 模 理 的 畏 国 关 分 方程 组 。 四 
如 上 所 列 的 差分 方程 通常 也 叫做 差分 格式 。 这 是 因为 这 种 公式 是 规格 化 的 ， 人 们 无 须 
把 各 节点 的 方程 逐个 列 出 , 只 须 列 少数 几 种 典型 的 格式 , 而 在 同类 型 的 节点 上 重复 套用 , 这 
在 编制 程序 时 比较 方便 并 有 节约 存储 的 优点 。 


$ 13.3 ”基干 守恒 原理 的 差分 格式 


可 以 直接 从 守恒 原理 (13.1.2 节 ) 来 推导 问题 (13.2.1-3) 的 差分 格式 。 对 应 于 方程 
(18:2.1) 有 积分 关系 式 (138.1.6) 即 


-和 到。 和 row 对 一 切 DC9 均 成 立 413.3.1) 


3D 基 


在 图 13.4 的 格 网 上 引进 “ 半 线 ”( 图 18.5 中 的 虚线 ) 
za 一 ( 计 豆 轴 计 0 MI 


由 


0) 了 0 避 尖 近 
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这 些 半 线 形成 另 一 套 格 网 ， 与 原 格 网 相辅相成 。 对 应 于 每 个 节点 (i， 力 有 一 个 虚 矩 形 及 
如 图 13.5 中 的 阴影 块 。 注 意 它们 在 边 点 上 只 有 半 块 大 4 
在 角 点 上 只 有 四 分 之 一 块 大 。 
DG=0 …， ai; 和 -0 …， 和 N) 形 成 9 的 无 遗漏、 
无 重复 、 无 多 余 的 覆盖 。 作 为 离散 化 的 第 -- 步 , 要 求 积分 
关系 式 对 于 每 个 D,; 成 立 。 
-和 到 w= 中 ww (13.3.2) 
4 一 0，…，20i 让 -0 和 
为 简便 计 只 讨论 到 下 的 情况 ， 对 天光 乃至 非 均匀 步 长 


的 情况 本 质 相 同 , 只 是 系数 复杂 
合 图 13.5 








2 1 0 有 
4sn ( 杂 ) (全 一 Mt 一 


(2 Du 加 ER 要 
Bo 和 GZ 生 王 (Hi 4 力 一 同一 2 


Fo 一 | | ”7aza=JEJo 一 My 
人 
于 是 对 于 内 点 (人 J, (13.3.2) 可 以 表 为 ( 见 图 1.5 的 中 央 ) 
人 (13.3.3) 
即 
li 一 HH (13.3.4) 


对 于 右边 点 (1 们 ,9= 卫 YY-I 命 


全) 


Y 7 2- 


人 也 =- 生 
2 到 汪汪 ,2 (天 J+1 一 zi， 放 一 三 人 了 1 一 20f， 用 


af 
| 人 7aemy= 计 三 ui 一 坦 李 ja 
oo 


2 
类 边界 条 件 ,于 是 (13.3. 兄 表 为 ( 见 图 13.5 的 右 端 ) 
4 证 Bs Be (13.3 .加 
即 
En 1 -1 (8.3.6) 


对 于 上 边 点 (人 N)，5= 卫 …， 开 一 1 情况 也 类 似 ， 命 


2202 ,一 Ma-1; 


JADlN 大 _ 工 
4 人 (二 ) .四 = 一 ww 一 机 Cooa 一 wa 


(人 (各 ) am 
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Per-|” | jdzo= 节 及 六 v= 于 嫂 jw 
2Z4-4 yy x-! 


则 (43.3. 昂 表 为 


4 二 3 xy 十 甩 w-3 一 到 一 Roy (13.3.7) 


[人 1 和 
即 
1 1 人 本 
2 一 可 ru 一 一 MI 一 可 队 fv 十 guw 7 一 填 ， …， 太 一 工 (13.3.8) 


对 于 角 点 (af， 略 ) 命 
如 人 (下 -人 (下 ) 四 > 于 Wurw- 直 qun 
0 | (如 ,dz 四 | 册 (人 < 到 0 


辐 业 。 jdzm= 开 大 所 于 大 7 


这 里 ,为 了 简便 , 假定 在 角 点 给 的 w%, 9 方向 两 个 法 向 导数 取 相同 值 rw。 于 是 (13.3.2) 表 
为 ( 见 图 18.5 的 右上 和 角 ) 


4 一 4ar,r 十 妃 


NM 一 去 


一 Bu sw 一 Buy (13.3.9) 


1 
于 一 过 和 


即 
urx 一 豆 ur- 一 可 wrtx-i= 开 Mofuw 十 襄 Mouy 十 到 Paar, (183.3.10) 


至 于 左边 及 下 边 第 一 类 边界 条 件 则 同 (13.2.7~13.2.8) 。 

以 上 (13.3.3~138.838.10) 每 个 方程 都 是 反映 了 单元 Di 的 局 部 守恒 性 。 由 于 交界 项 
4 在 相 邻 单元 Di 及 Dazy 的 方程 中 反 号 ，B,s 在 相 邻 的 刀 .， 及 Djrx 的 方程 中 反 号 ， 
因此 将 相 邻 单 元 的 方程 相 加 时 , 其 交界 项 正好 抵消 , 这 意味 着 甲 方 “给 予 ”乙方 的 热量 等 于 乙 
方 从 甲 方 “ 收 到 ”的 热量 ， 这 种 “ 收 支 " 平 衡 的 关系 正 是 守 便 性 的 要 点 。 因此 局 部 的 守恒 性 保 
证 了 整体 的 守恒 性 。 例 如 , 对 于 一 引 了 十 二 2 了 一 人 光 二 二 …, 头 的 方程 相 累 加 , 则 
所 有 内 部 交界 项 都 抵消 而 得 到 


误 2 人 4 睹 它 2 - 衬 B 7 地 一 - > 2 (13.3.11) 
这 相当 于 区 域 
了 = 之 祝 Du (13.3.12) 


上 的 守恒 关系 式 (13.3.1)。 

利用 (13.2.7-8) 代 进 第 一 类 边界 点 的 已 知 值 ， 得 到 MT 个 未 知 数 mi,uaa, …，tax 和 相 
同 数目 的 方程 (13.3.4-6-8-10), 可 以 定 解 。 如 果 将 未 知 数 依 序 记 为 wu， wa，…， xz m = MN， 
将 各 方程 也 按 同 一 次 序 排列 并 将 已 知 项 统统 移 到 右 端 则 得 


为 oou=m 让 (13.3.13) 


即 
4u 一 (13.3.14) 
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可 以 证 明 , 系 数 阵 4 是 对 称 
0j 一 0 态 了 一 二 
正定 的 ( 兄 8$13.4), 因 此 (13.3.13) 有 唯一 解 。 这 里 的 对 称 性 是 显然 的 ， 它 意味 着 : 当 节 点 
4 与 了 不 相 邻 时 , 点 了 方程 中 点 放 的 系数 和 点 J 方程 中 点 4 的 系数 同 为 0。 当 节点 4 与 7 
相 邻 时 , 则 点 了 方程 中 点 了 的 系数 等 于 点 ] 方程 中 点 4 的 系数 , 这 可 以 从 方程 43.3.3~10) 
中 看 出 来 , 实际 上 反映 了 差分 方程 的 守恒 型 即 甲 方 给 予 乙 方 的 等 于 乙方 受 之 于 甲 方 的 。 

把 这 种 基于 守恒 原理 的 差分 格式 与 8 13.2 中 基于 数值 微分 的 格式 相 比较 , 在 内 点 是 相 
同 的 ， 不 同 之 处 只 在 第 二 类 边 点 。 在 8 13.2 中 第 二 类 边界 条 件 (13.2.3) 是 与 基本 方程 
(18.2.1) 割裂 开 来 的 形式 化 的 处 理 ， 而 在 这 里 是 与 基本 守恒 律 统一 起 来 考虑 的 ,比较 优越 。 
象 守恒 这 样 的 基本 规律 性 在 离散 化 时 能 得 到 保持 , 是 很 重要 的 。 

守恒 方法 显然 可 以 推广 到 变 系 数 情况 。 这 时 引用 
积分 关系 式 (13.3.2) 而 取 


4 (oa 一 念力 
已 AR (Car 一 2 
等 等 , 无 待 细 说 。 


守恒 方 法 处 理 不 规则 边界 上 的 第 二 、 三 类 边界 条 
件 也 是 比较 方便 的 , 从 图 13.6 就 可 以 看 清楚 。 对 于 这 
种 情况 , 单纯 用 数值 微分 的 方法 是 难以 处 理 得 当 的 。 当 
问题 趋 于 复杂 时 , 守恒 方法 的 优点 就 更 显著 。 





关于 第 二 类 边 值 问题 
考虑 问题 (13.2.1-3) 的 一 个 变形 , 即 全 部 边界 条 件 都 是 第 二 类 : 
0， -( 弱 + 彩 )-/ (13.3.15) 
30， 形 -9 (8.3.16) 
通常 叫做 第 二 类 边 值 问题 或 纽曼 (Neuman) 问题 。 这 时 间 题 成 为 退化 的 , 可 以 没有 解 ， 有 解 
(相应 的 齐 次 问题 一 一 即 /=0，9=0 的 情况 一 一 显然 有 非 零 解 


= 一 常数 (13.3.17) 
并 且 可 以 证 明 齐 次 问题 的 解 必 定 作 此 形式 。 
(2) 问题 并 不 是 对 随便 的 妃 9 都 有 解 。 事实 上 对 (13.3.15) 两 端 在 Q 上 积分 ,运用 高 

斯 公式 , 得 到 
OU 


20 07 





-|| fazm 


0 


这 相当 于 在 (18.3.1) 中 取 刀 一 2, 再 用 条 件 (13.3.16) 就 得 到 
| dzmy+ 中 gas=0 (13.3.18) 


这 就 是 说 , 当 问 题 有 解 时 , 了 和 9 必须 满足 这 一 条 件 。 反 之 , 可 以 证 明 , 当 条 件 (13.3.18) 满 
足 时 ,问题 (13.3.15~16) 有 解 ; 命 《 为 一 个 特 解 , 则 问题 的 通 解 必 可 表 为 特 解 & 与 相应 齐 次 
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问题 的 通 解 之 和 , 即 
人 (13.3.19) 

条 件 (183.3.18) 通常 叫做 边 值 问题 (18.3.15~16) 的 协调 条 件 。 它 在 物理 上 是 显然 的 ， 
如 果 将 方程 (13.3.15) 理解 为 不 受 支承 的 薄膜 平衡 问题 , 与 9 分 别 是 面 载荷 与 边线 载荷， 
显然 只 有 当 外 部 载荷 与 9 达成 平衡 即 满足 (13.3.18) 时 ， 落 膜 才 能 达成 平衡 。(13.3.17) 
则 表示 任何 刚性 位 移 是 不 受 支承 不 受 载荷 的 自由 医 膜 的 平衡 解 。 

用 守恒 原理 的 方法 离散 化 后 得 到 类 似 于 〈18.3.3~10) 的 差分 方程 组 ， 但 有 (M 二 IT) 
(W+ 攻 个 未 知 数 woo von …， zxy， 方 程 的 个 数 也 相同 。 将 未 知 数 依次 排列 记 为 如 ，…， tw 
各 方程 也 相应 排列 并 移 项 后 得 


oil 玉 61 mw wm (+TD(W+DT 8.3.20) 
和 工 


即 
4u-5 (13.3.21) 
这 时 方程 组 与 (13.3.13) 不 同 之 点 在 于 退化 , 可 以 没有 解 , 有 解 时 也 不 瞧 一 。 
《3) 相应 的 齐 次 代数 方程 组 一 一 即 5=0 的 情况 一 一 显然 有 非 零 解 (从 方程 (13.3.3~ 10) 
的 具体 形式 看 出 ) 
WwW 一 0 一 常数 ，1 一 二 ,7 (18.3.22) 
并 可 证 明 , 齐 次 方程 组 的 解 必 作 如 此 形式 。 可 以 证 明 4 为 对 称 ， 退化 半 正 定 。 所 谓 退 化 是 
指 系数 行列 式 为 零 
14|=0 
(4) 方程 组 (18.3.21) 不 是 对 随便 的 右 项 也 都 有 解 。 事实 上 , 将 全 部 方程 (43.3.21) 累 
加 ; 这 就 是 (13.3.1L~12) 而 取 汉 一 0 久 一 和 了 = 一 0 了 一 N, 孔 =, 并 将 已 知 项 (涉及 了 和 
2 的 项 ) 移 至 右 端 , 由 于 守恒 性 , 内 部 交界 项 都 抵消 而 得 . 


衬 %=0 (13.3.23) 
f= 


这 就 是 说 , 当 方程 组 (18.3.2T) 有 解 时 ， 右 项 所 必需 满足 的 条 件 。 反 之 也 不 难 证 明 ， 当 
(13.3.23) 满足 时 , 方程 组 (13.3.21) 必 有 解 ; 命 忆 为 一 个 特 解 , 则 通 解 & 必 可 表 为 特 解 世 
与 齐 次 方程 组 的 通 解 之 和 即 
八 一 帮 十 c，4 一 二 角 (13.3.24) 
条 件 (13.3.23) 称 为 退化 差分 方程 组 (18.3.21) 的 协调 条 件 这 一 条 件 也 可 以 从 线 代数 方 
程 组 的 一 般 理论 直接 导出 对 称 退 化 线性 方程 组 (13.3.21) 有 解 的 充 要 条 件 是 右 项 向 量 已 一 
(Di …，8) 与 相应 齐 次 方程 组 的 一 切 解 = (2，…，o) 一 一 现在 是 (13.3.24) 即 D 一 (ce 
0) 相 正 交 ， 即 








这 就 是 (18.3.23) 。 
注意 第 (1)，(2) 段 的 (18.3.17)，(13.3.18)，( 取 .3. 区 ) 分 别 对 应 于 第 (3)，( 约 段 的 
(43.3.22)，(13.3.23)，(13.3.24) 。 特 别 从 离散 化 的 过 程 可 以 看 出 


Y 5 时 racez+y 94s 
《一 了 2D 


oo 
9 
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因此 对 于 第 二 类 边 值 问题 而 言 ,应 该 注意 到 使 得 协调 条 件 (18.8.18) 在 离散 的 意义 下 也 得 到 
满足 , 即 (18.8.23) 应 该 成 立 以 保证 退化 线 代数 方程 组 有 解 。 如 果 某 种 离散 化 处 理 所 得 右 项 
4 不 满足 (13.3.23) 即 习 六 一 s*0, 则 可 以 用 & 一 全 代 荐 和 作为 新 的 右 项 而 满足 协调 条 件 
418.8.23) 从 而 保证 方程 组 可 解 。 


8 13.4 基于 变 分 原理 的 差分 格式 
可 以 从 变 分 原理 出 发 来 形成 差分 格式 。 根据 13.1.3 节 边 值 问 题 (18.2.1-3) 等 价 于 条 


件 变 分 问题 
了 (w) -| 全 [全 ) (一 ) ] -名 dzdy 一 | dds 一 极 小 
| 加 (13.4. 了 1 


7Z 0: 4 一 外 
这 里 Te 就 是 边线 o8 十 ac, 态 就 是 边线 4 十 cd。 
取 格 网 如 图 13.4。 纵 横 线 z 一 必 一 押 ，g= 幼 = 多, 把 2 前 分 为 矩形 块 即 面 单元 


Cl 证 ms<2z 和 olW 和 So 十 
人 


同时 也 把 边线 76 前 分 为 线段 即 线 单元 


Ca 一 { 他 一 Ia WiSyS 二 


Cs<zszrab yy 一 
2 


太一 芋 了 一 1 
2o 一 各 Crv 咯 4 名 Cr 
于 是 
了 -1N-I xf xd ， 
v (一 总 名 人 7 Var3 十 名 寺 了 了 (13.4.2) 
有 Tav 12aucY] 
vo3a 首 司 [( 瑟 ) +( 吉 ) ]- 交 如 m 
Ce34 
wa 一 一 | ddS 
Ca 
ve。 一 一 | 0Qs 
Cr 


进一步 要 对 各 单元 的 能 量 积 分 进行 离散 化 。 对 此 有 许多 途径 。 比 方 说 ， 可 以 把 积分 号 
下 的 函数 用 差 商 的 平均 值 代替 ， 


外 有) 


付 机 ,和 计 千 


工 


工 
二 未 (Li 一 2 3 (2 一 史诗 匡 有 
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这 里 ,为 了 简便 ,与 $13.2，$ 18.3 一 样 ,考虑 四 的 情况 。 英 似 地 处 理 关于 去 ( 到) 的 面 
积分 。 对 于 . 态 的 面积 分 则 可 以 采用 , 比方 说 , 梯形 公式 


2 
中 vdzody= 于 (Fl 十 Pit 十 太志 


Ce 


因此 有 


1 
Tier= 玉 | Cr 一 响起 2? 十 Cd 一 人 于 3 十 (oj 一作 访 2 十 Curra 一 usa 下 


3 
. 一 于 (大 克 十 faraaas 士 疡 和 1 十 Fly 人 切 (13.4.3) 
类 似 地 对 4%u 的 线 积分 也 采用 梯形 公式 , 得 到 
人 一 和 (oraae 十 gxiraaanaa) (13.4.4) 
下 ) (13.4.5) 
Hg 一 一 可 ORGN 十 gerl, NE) -全 - 


以 上 诸 式 中 用 到 的 wo,; 及 w。 则 根据 强加 边界 条 件 (13.2.2) 取 已 知 值 (13.2.7~8) 。 这 
样 ， 能 量 积分 了 (2 就 离散 化 为 WN 个 未 知 数 wyG= 荆 …， Mi5= 二 …， 六 ) 的 二 次 函数 
7 Gu za …，Wax)。 因 此 变 分 原理 (13.4.1) 就 化 为 多 元 函数 的 极 小 问题 


v Gin aa …，WUav) 一 极 小 (13.4.6' 
其 极 值 方程 为 
2 3 2f;7 =1|， 的 六 (13.4.7) 
Du 


二 次 函数 微分 后 成 为 一 次 , 故 这 是 MA 个 线 代数 方程 。 
当 ( 作为 内 点 ， 即 4 一 上 好 一 六 了 二 克 一 时 ,中 只 有 与 点 ( 坊 作 邻接 的 四 
个 面 元 项 才 含有 xi， 
DJ D 


到 下 
工 工 72 
一 太 (or 一 2 十 吉 《5 一作 ,关切 一 天 j 
工 工 万 3 
十 可 (一刀 -1 记 十 可 (Wi 一 僻 , 六 匡 一 本 思 


工 3 
十 可 (6 一 2 -+ 于 (er 一 和 1 -条 包 


工 工 
十 可 (Cs 一 AH 十 可 (Cs 一 2 和 - 思 
一 0 


由 此 得 方程 同 于 (13.3.83) 。 
当 (\ 力 为 右边 点 而 非 角 点 即 4= .Mr ,J=1 …， 和 一 1 时 ，y 中 只 有 与 点 (M, 力 邻 接 的 
两 个 面 元 项 和 两 个 线 元 项 才 含 有 va 
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人 1 十 了 1 十 Jr 1 十 了 
人 


Ai 攻 1 1 ;、 荆 
OUir,j OU 开 可 和 豆 一 人 入 豆 


一 可 (La yj 一 War 人 二 子 (la 一 2 和 1) - 症 广 ， 


+ 记 (er + 二 (at,y 一 War,j+1) 一 和 js 一 全 Ga - 立 Ca 
=0 
由 此 得 方程 同 于 (13.3. 负 。 类 似 地 对 上 边 的 非 角 点 (加 N) ,4 一 1 …， 形 一 工 得 方程 同 于 
(13.3.5) 。 
当 ( 信 9 为 角 点 (2 ，WN) 时 ，>7 中 只 与 (M, W) 邻接 的 一 个 面 元 项 和 两 个 线 元 项 才 含 


Zar,N， 





D7 
Our,y 3 一 去 一 汉 3 二 3 


-也 (rw 一 Mar-t) + 误 (Gary 一 Mr,y-1) -全 广 一 立 gas 一 全 0ra 

由 此 得 方程 同 于 (13.3.6) 。 

这 样 ， 从 变 分 原理 出 发 ， 对 能 量 积分 作 适 当 的 离散 化 后 ， 可 以 导出 一 组 差分 格式 ， 与 在 
8 13.3 中 从 守恒 原理 导出 的 相同 。 对 能 量 积 分 可 以 有 不 同 的 离 珊 方案 ， 导致 大 同 小 异 的 卷 
分 格式 。 

将 未 知 数 sr 一 二， 对 ,和 =1 …，J) 按 一 定 顺 序 排列 后 改 记 为 如 
_ rn ,与 此 同时 将 C13.4. 信 内 的 方程 也 按 同 一 顺序 排列 , 并 将 常数 项 移 到 右边 , 得 到 方程 
组 


衬 cowu=z 人 (18.4.8) 
= 


或 表 为 矩阵 形式 
424 一 (13.4.9) 
可 以 证 明 系 数 矩 阵 如 =- [os] 为 对 称 正 定 。 
事实 上 ， 能 基 v， 作为 2 ”2 ER 一 定 能 表 为 


7 Ca， …， 人 如) 一 亏 3 0 一 习 pon 十 人 (13.4.10) 
人 1 = 


而 (13.4.7) 按 顺序 就 是 
和 一 0 和 (13.4.1) 


不 难 算出 
一 - 羡 立 (5 十 0 2 一 p 


放 


中 


(13.4.10) 就 成 为 


六 


忆 豆 (0 二 的) 全 一 杞 
与 (13.4.8) 比 较 系 数 , 就 得 到 


本 
Cj 一 可 (ao 十 Qi 一 0jp 有 一 及 





三 4 
因此 全 对 称 。 由 于 
袜 5iu 2 计 (十 Do 二 习 oo 
所 以 也 知道 
(0 - 玉 习 。 Ci 一 袜 zau+5 
罕 于 盖 的 正定 性 ,只 须 证 明 二 次 型 
om 


恒 0 而 且 当 vol0a， ”3 2 一 0 时 必 有 人 一 一 一 0。 事实 上 ， 从 能 量 函 数 了 的 构成 公 
式 可 以 知道 它 是 以 定 解 条 件 的 数据 六 gu gw wo wo 为 参数 ， 以 如， ，…，xu 为 变量 
的 二 次 函数 。 当 上 列 参数 全 取 0 人 Jo …，x) 因 此 


7 省 如 了 
OALL1 ?2n 工人 4 工 
丰 名 | “和 + 和 


其 中 涉及 的 记 ; 以 及 we 和 am 均 取 为 0。 根据 (13.4.3)，Juiis3 为 平方 和 ， 因 此 ve 全 
>0。 此 外 , 当 Jo=0 时 也 1 全 为 0, 因此 


人 本 了 + 豆 
2 一 HT 一 MT 人 1 4 一 0， 了 一 全 7 一 0， ev 太一 1 
由 于 好,o Wo 全 为 0, 所 以 二 0 即 包 一 … 一 侯 一 0。 
设 将 问题 (13.2.1~3) 改 为 第 二 类 边 值 问题 (13.3.15~16)， 则 后 者 等 价 于 无 条 件 变 分 


问题 
了 JOD 一 人 低 [( 末 ) +( 呈 ) ]-Pmezm- | 90s=min (13.4.192) 


而 不 受 任何 强加 约束 。 用 变 分 方法 离散 化 时 , 未 知 数 有 (M 十 J (人 十 巧 个 woo wob …uarm 
记 为 妇 ，…，?tWno 于 是 同样 有 


(人 -了 工 总 aol 一 六 Di 
2 人 : = 并 
《7 5 2 ) ee CC 
多 9 一 1 
- 衬 ow- 一 0 一 (13.4.13) 
访 


按照 上 述 特殊 的 离散 方法 , 这 里 所 得 的 结果 与 8 18.8 中 的 (13.3.20) 是 一 致 的 。 这 时 妈 的 
的 半 正 定性 即 yo(w， …，?) 恒 关 0 仍然 成 立 。 不 同 之 点 仅 在 于 ， 当 yo(u 
,， z) 一 0 不 能 得 到 结论 凤 =… 一 国 一 0 而 只 能 得 到 较 弱 的 结论 媚 =… 一 姑 一 = 常数 ， 因 
此 短 降 4 只 是 退化 半 正 定 。 正如 在 $ 13.4 末 段 所 述 ， 协 调 条 件 13.3.18) 是 边 值 问 题 
(18.3. 二 ~16) 有 解 的 充 要 条 件 ， 因 此 也 是 变 分 问题 (13.4.12) 有 解 的 充 要 条 件 。 在 离散 化 
后 ,退化 代数 方程 组 (13.4.13) 有 解 的 充 要 条 件 是 (18.3.23)。 因 此 在 用 变 分 方法 离散 化 时 也 
要 注意 到 保证 协调 条 件 在 离散 的 意义 下 成 立 , 即 (13.3.23) 成 立 , 以 使 相应 的 代数 方程 组 

有 解 。 
一 般 说 来 , 椭圆 算 子 具有 对 称 正 定性 (或 半 正 定性 ), 这 是 构 圆 问题 的 物理 特征 的 一 种 数 
学 反映 。 用 变 分 原理 (或 守恒 原理 ) 离 散 化 时 得 到 对 称 正 定 的 系数 阵 , 保持 了 这 一 特征 , 因此 


re 0 5 0 
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是 可 取 的 。 这 对 于 数值 解 算 也 是 有 利 的 ， 因 为 关于 对 称 正定 矩阵 的 数值 解法 比较 成 熟 ( 兄 
$13.5 及 第 八 章 ) 。 应 该 指出 单纯 用 数值 微分 来 离散 化 时 ， 往 往 不 能 保证 系数 邱 阵 的 对 称 
正定 性 。 

值得 指出 , 在 变 分 方法 中 , 一 旦 能 量 积分 写 出 后 , 离散 化 即 按 统一 的 程式 进行 。 对 于 第 
二 、 三 类 即 自 然 边界 条 件 不 需 再 作 任何 特殊 处 理 ， 它 们 自动 地 得 到 保证 。 对 于 变 系数 而 系 
数 有 间断 时 的 交界 条 件 也 是 这 样 。 在 变 系数 B= 8(z, 几 时 ,在 变 分 方法 中 , 只 须 在 每 个 单 
元 Cj; 上 联 居 为 适当 的 常数 平均 值 & .3.3 ,而 单元 能 量 积分 离散 化 为 


十 DDN 16] 
Ts 用 语 [8( 澡 ) + 全 ) | 人 交 人 m 
二 3 
| 玉 主人 人 as 一作 玉 十 (ttt 一作 生生 (tra6 玉 十 (rt 一 Ms 让 


72 ， 站 
二 > ( 户 A2y 十 ja 十 六 as 二 入 二 


这 样 , 当 介质 系数 有 间断 (通常 是 分 片 为 常数 ) 而 其 间断 线 与 格 网 线 一 致 , 交界 条 件 也 自 能 得 
到 保证 而 无 须 特 作 处 理 ， 这 也 是 变 分 方法 的 优点 。 这 一 切 都 是 由 于 使 能 量 达到 极 值 的 函数 
自动 满足 相应 的 微分 方程 和 全 部 自然 边界 条 件 。 

当 定 解 区 域 的 形状 和 介质 间断 线 的 分 布 很 不 规则 时 , 则 上 述 矩 形 格 网 剖 分 就 不 尽 适 应 ， 
而 要 采取 三 角形 格 网 等 其 它 的 剖 分 形式 而 导致 有 限 元 法 ， 这 是 更 系统 更 通用 的 变 分 离散 化 
方法 , 见 第 十 四 章 。 


$13.5 松 弛 法 


椭圆 差分 方程 组 的 主要 数值 解法 是 迭代 法 。 这 是 因为 未 知 数 的 个 数 比较 多 , 往往 有 上 
百 个 或 上 千 个 , 而 且 差分 格式 具有 较 高 的 规律 性 和 重复 性 , 迭代 法 的 程序 实现 比较 简单 , 存 
储量 和 运算 量 都 比较 省 。 在 迭代 法 中 又 以 松弛 法 最 简单 最 常用 , 因此 下 面 主要 介绍 这 一 种 。 
当然 , 对 于 椭圆 差分 方程 , 除了 松弛 法 外 还 有 其 它 有 效 的 迭代 解法 和 直接 解法 ， 可 以 参考 第 
八 章 以 及 [二 ，[2]，[3] 。 


13.5.1 简单 迁 代 法 和 松弛 法 


我 们 将 以 风 圆 差分 方程 模型 问题 (13.2.14~15) 为 例 来 说 明 松弛 法 。 取 单 位 正方 形 域 ， 
上 的 波 瓦 松 方程 第 一 类 边 值 问题 


0 -( 赴 + 证 )- 记 0<oy<l (13.5.) 
六 ，VU=9 (13.5.2) 
作 等 距 方形 格 网 , 命 
可 usa 疯 ， 瑟 了 0 了 NA (13.5.3) 
在 内 点 取 标 准 的 五 点 差分 格式 


dl 一 2 一 一 (13.5.4) 
在 边 点 取 已 知 值 
一 Is， 当 4 或 和 王 0 或 六 (13.5.5) 


让 ee 
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任 取 初 值 即 初始 场 Li， 多 和 一 0 …， 和 满足 边界 条 件 
他 =%.， 当 4 或 了 =0 或 六 (13.5.6) 
在 内 点 按 人 下 列 方式 
多 让 一 
即 
一 开 人 (7 0 十 好 下 1) ， 二 7 一 二 有 一 1 (13.5.7) 


进行 迭代 , 边 点 值 则 保持 不 变 
Vi9=VW9 7 或 和 =0 或 广 (13.5.9) 
这 叫做 简单 选 代 法 。 这 个 选 代 过 程 是 收敛 的 ， 即 不 论 初 值 wy? 怎样 取 , 当 轻 一 co 时 入 ' 恒 
收敛 于 差分 方程 组 (18.5.4~ 吕 的 真 解 ,区 ( 见 18.5. 生 节 )。 缺 点 是 收敛 很 慢 , 实际 上 很 少 采 
用 , 但 是 在 它 的 基础 上 可 以 导出 种 种 有 效 的 迁 代 解法 。 
注意 在 简单 欠 代 法 中 , 在 每 点 产生 新 值 时 不 能 立即 冲 掉 旧 值 ， 因为 后 者 在 其 后 邻接 点 工 
作 时 还 要 用 到 。 可 以 把 上 法 稍 加 变形 , 在 每 点 产生 新 值 时 立即 用 以 冲 掉 有 旧 值 , 也 就 是 说 在 每 
个 工作 点 上 充分 利用 已 经 产生 的 新 值 , 这 就 得 到 所 谓 松 弛 法 , 也 韦 塞 德尔 (Seidely) 迭代 法 。 由 
于 更 新 值 的 提前 使 用 , 松弛 法 收敛 可 比 简单 选 代 法 加 快 约 一 倍 (18.5.4 节 ), 而 且 程序 实现 
。 上 更 方便 , 存储 要 求 最 低 , 对 未 知 数 wj 只 需 一 片场 (以 及 存放 , 记 ; 的 另 一 片场 )o。 
在 迭代 时 规定 一 个 扫描 顺序 , 比方 说 取 行 列 顺序 ， 即 先 按 行 号 ?= 二 2 ……， 每 行内 按 列 
号 J= 二 2 …。 这 样 ,在 节点 (人 作 工 作 时 其 邻 点 一 也 了 9 一 浅 都 已 有 了 新 值 , 因此 
松弛 法 可 以 表 为 


一 开 O210A 和 二 十 He 
可 以 将 上 式 改 写成 增 量 的 形式 
人 
| (13.5.9) 
这 里 每 点 所 给 的 增 量 工 (…) 就 是 要 求 方程 局 部 达到 平衡 时 应 补充 的 量 。 还 可 以 引进 一 个 先 
，” 代 参数 即 松弛 因子 中 而 将 上 法 推广 为 
十 和 (Ho 二 一 9) 
人 (13.5.10) 
取 w= 工 时 就 是 原来 的 塞 德尔 法 。 
在 简单 和 代 法 中 ,每 次 送 代 的 结果 显然 不 依 玉 于 扫描 的 次 序 。 松 弛 法 见 不 然 ,不 同 的 扫 
措 顺 序 可 以 导致 不 同 (也 可 能 相同 ) 的 结果 , 因此 得 到 不 同 的 松弛 方案 。 除了 上 面 所 说 的 行 
列 顺 序 (如 图 13.7, 这 是 比较 简单 常用 的 ) 外 , 还 可 以 采取 , 比如 说 ,奇偶 顺序 。 把 节点 (人 必 
按 下 标 和 6- 一 奇数 或 偶数 分 为 奇偶 两 组 。 每 次 迭代 时 先 扫 光 奇 点 ， 后 扫 遍 偶 点 (如 图 


18.8) 。 注 意 奇 偶 两 组 点 作 播 花 状 分 布 , 在 奇 点 工作 时 , 它 的 邻接 点 都 是 偶 点 , 都 只 有 划 值 。 
其 后 在 偶 点 工作 时 则 邻接 点 都 是 奇 点 ,都 有 了 新 值 , 因此 松弛 格式 可 以 表 为 
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13.7 图 13.8 


一 过 介 + 玉 ( 庆 放 十 2 合十 帮 各 十 奏 晤 十 大 细 : 一 4 史 ) 4 十 7 一 奇 
| (13.5.11) 
一 雪人 车 ( 庆 放 十 这 于 宁 十 达 和 和 十 达 和 十 他 一 人 人 ) ， 和 7 一 偶 
注意 在 程序 实现 时 ,不 论 采用 什么 顺序 ,松弛 法 都 表 为 相同 的 动态 竺 公式 ， 命 Vi 力 表示 
场 pp 0( 和 力 表 示 场 妇 /， 则 有 
2， 作 十 到 人 力 +V(G 一 二 力 十 4 二 二 用 十 (9 一 
十 2( 人 7 二 二) 一 和 (人力 ) 一 (人 7 5 
只 是 扫描 控制 有 所 不 同 。 
在 松弛 法 中 , 由 于 增加 了 选择 参数 中 的 余地 ， 以 及 (在 较 小 程度 上 ) 选择 扫描 顺序 的 余 
地 ， 方 法 的 潜力 增加 了 。 可 以 证 明 (13.5.4 节 )， 当 松弛 因子 取 在 0<w<2 内 时 都 是 收敛 
的 。 取 w> 工 时 叫做 超 松弛 或 过 量 松弛 ， 即 每 点 给 予 的 增 量 超过 使 方程 达到 局 部 平衡 之 所 
需 。 反之 ,， 当 w< 工 时 则 叫做 低 松 弛 或 欠 量 松弛 。 重要 的 是 松弛 因子 w 有 一 个 最 优 的 选择 
% 一 必 能 使 收敛 大 大 加 快 ， 这 个 最 优 值 在 1<ow*<2 之 间 , 属于 超 松弛 的 范围 。 通 常 把 这 类 
方法 叫做 超 松 弛 法 ， 简 称 为 松弛 法 。 对 于 不 同 顺序 , 最 优 参数 值 w* 以 及 最 优 的 终极 收敛 速 
度 是 相同 的 , 但 初期 的 有 限 次 内 的 收敛 性 能 则 有 所 不 同 。 
将 各 点 的 未 知 量 妈 (2 7= 二 …, 六 一 芒 按 一 定 的 扫描 顺序 (例如 图 13.7 或 加 13.8) 排 
列 , 记 为 色 ， …，w %= (太一 了 ?2。 与 此 同时 ， 将 各 内 点 的 差分 方程 (13.5.4) 也 按 同 一 顺序 
排列 , 得 到 线 代 数 方程 组 E 


守 oow= 0 (13.5.13) 
于 是 简单 迭代 法 表 为 
《7 D_ 工 _ ACID 
n+ 二 5 号 oo ) (3.5.1) 
而 松弛 法 则 表 为 四 
2 一 00 + 刀 ( 0 一 宾 ad 人 ob) (13.5.15) 


这 里 ， 对 w 加 工时 ， 按 顺 序 在 4 以 前 的 量 都 取 新 值 ， 故 记 为 几 "+， 在 4 及 以 后 的 分 量 则 
均 取 旧 值 , 记 为 gm。 


py 9 本 
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注意 在 不 同 的 顾 序 下 ， 系 数 cu，u 不 同 的 ， 见 8 44.5.3， 相 差 的 是 行 与 列 之 间 的 排 


列 。 








: 。 | 2 
Eee 2 Cn 0， | [L 人 
方程 组 (13.8.13) 才 为 具 阵 形式 





人 天 一 此 
把 4 分 解 为 对 角 线 娓 和 下 三 角 天 及 上 三 角 尽 三 个 部 分 
并 一 天 十 艺 十 可 
， 41 0 ， | 
Rs Col W 4 生 由 四 
5 2 芝 机 Cn 一 1n 
世 他 和 . Cd Cn 一 0 0 
于 是 简单 多 代 法 可 以 麦 为 上 
弛 21) 一 丰 - (8 一 (4 一 全 ) 8 
昌 
人 zt1 一 一 (4 一 肋 ) (00) 十 态 
松弛 法 则 表 为 
tn 一 000 十 加 有 -全 一 也 ent 一 (万 十 玉 )zm) 
即 


(了 二 or-D)aorD= 一 ( 民 上 + 人 一 oDDD)wm 十 5 


18.5.2 和 迭代 法 概述 


上 上 述 几 种 迭代 可 以 在 形式 上 统一 起 来 。 设 将 系数 隆 4 作 适 当 的 “分 解 ? 


4=PHC 


于 是 方程 42z = 可 表 为 人 
4U 一男 2 二 CU 一 六 


据 此 制定 欠 代 法 
可 2+3) 于 CC) 一 8 
册 为 一男 陛 
于 是 (18.5. 针 ~~22) 分 别 玫 为 
2 一 2 十 五 -2 


2 一 丽 2tm) 十 五 - 声 


(13.5.16) 


(13.5.17) 


(13.5.18) 


(13.5.19) 


(13.5.20) 
(13.5.21) 


(13.5.29) 
(13.5.23) 


(18.5.24) 
(13.5.25) 


矩阵 召 = 一 至-C 在 方法 中 起 着 关键 的 作用 ， 岂 做 这 个 和 迭代 法 的 迭代 矩阵 或 收 束 矩 阵 。 


回顾 (13.5.18~149) 可 知 简单 迭代 法 相当 于 取 
及 -站 C-4- 丰 有 -Dr04- 态 -三 DG 


而 在 松弛 法 相当 于 取 ， 
五- 克 +or-D，C= 玉 TUG-oD 


(13.5.26) 
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盏 =- (5E+orD)-:(R+G orD) 让 可 ， (13.5.27) 
当 w= 工 即 塞 德 尔 法 则 为 
万 一 万 二 站，C- 玉 ， 巨 - 一 (TD 站 -天 页 03.5.29) 


对 于 和 送 代 法 首先 要 求 收 敛 。 这 就 是 说 , 不 论 取 什么 初 值 go 当 加 一 co 时 8 应 收敛 

于 真 解 &。 定 义 误 差 向 量 
em) 一 2 一 化 ， 们 一 0 二 (13.5.29) 
收敛 性 就 意味 着 ， 不 论 初始 误差 e0 如 何 ， 当 凤 一 co 时 便 有 em 一 0。 将 (18.5.25) 与 
(183.5.24) 相 减 , 得 到 


ee 一 百 em， 存 一 0 工 … (13.5.30) 
由 些 递 推 ed 由 一 玖 ec(0)， el3) 一 尼 ed) 一 下 2e(0)， ee 因此 
et 一 玉 ne(0， 轴 一 0 工 … (13.5.31) 


气 阵 至- 一 0C 在 每 步 迭 代 时 起 着 压缩 或 放大 误差 的 作用 ， 因 此 叫做 收 束 阵 。 方 法 是 否 
收敛 , 快慢 如 何 , 主要 取决 于 抢 阵 百 的 本 征 值 模 量 的 大 小 。 

命 召 的 全 部 本 征 值 为 思 ，…，7m， 相 应 地 有 本 征 向 量 240， …，tDo， 即 如 2109 一 RD。 
如 果 这 些 本 征 向 量 是 线性 无 关 的 , 则 任意 e) 必定 可 表 为 


刀 '0) 一 at2DG) 十 十 ai200) 


于 是 


ed 一 再 e(0) 一 aaa2DGD 十 十 oo7EDO) 
e(00) 一 到 me(0) 一 ad77 和 2DG) 十 要 十 Cn 名 0) 
显然 可 见 ，e 一 0 的 充 要 条 件 是 五 的 本 征 值 的 绝对 值 都 小 于 1 
| 他 | < 二 < (13.5.39) 
事实 上 ,可 以 证 明 ， 这 一 命题 对 于 一 般 的 矩阵 召 ( 即 使 它 不 具有 线性 无 关 的 本 征 向 量 组 ) 也 
是 成 立 的 。 通 常 把 任意 矩阵 如 的 本 征 值 的 绝对 值 的 最 大 值 叫做 吾 的 谱 半 径 ， 记 为 
P( 吾 ) 一 max| 祝 | (13.5.33) 


于 是 欠 代 法 (13.5.25) 收 敛 的 充 要 条 件 就 是 收 束 阵 召 的 谱 半 径 p( 至 ) <1。 
在 收敛 的 情况 ,收敛 快慢 取决 于 召 的 本 征 值 的 绝对 值 的 大 小 , 基本 上 取决 于 本 征 值 的 
最 大 绝对 值 即 谱 半 径 p=P( 怪 ) 的 大 小 , 愈 小 收敛 愈 快 。 通 常 取 
玉 = 一 Inmp， 即 p=e (13.5.34) 
作为 收敛 快慢 的 度量 , B 叫做 渐 近 收敛 速度 。 当 迭代 到 一 定 次 数 m, 基本 上 稳 化 时 , 可 以 证 
明 , 任 取 一 种 模 量 ( 见 第 八 章 或 8 13.5.6) 必 有 
eolee 有 ee 
因此 要 把 误差 在 原来 的 基础 |eeo| 上 于 缩 s 倍 一 一 : 是 小 量 ，s<1 一 一 所 需 的 选 代 次 数 放 
近似 地 满足 


p 一 6-RN 8 


jx 二 hn 人 (二 ) (13.5.35) 


例如 , 到 s 一 10-*% 即 要 把 误差 在 原 有 基础 上 压 缮 10" 倍 ,相当 于 要 提高 十 进 制 * 位 精度 则 
项 选 代 次 数 为 


即 





工 8 
之 二 Im 10: 二 -一 In 10 之 2. 玉 
下 豆 in 10 页 10 3s/ 


实际 选 代 时 需要 给 出 某 种 收敛 的 判 据 ， 例 如 使 误差 向 量 e” 的 某 种 度量 小 于 某 个 预 给 
的 容 差 以 便 结束 迭代 。 但 是 误差 e ”一 & ”一 中 本 身 是 不 知道 的 , 不 过 相 邻 两 次 迭代 的 差额 
即 “ 增 量 ” 


Com+D- Un+D_ Von (13.5.36) 
或 者 “ 余 量 ” 
7 一 六 一 4ttm (183.5.37) 
则 是 知道 的 。 它 们 与 误差 em) 的 关系 是 
Co+D 一 em+D_ ed (13.5.38) 
7 em，em- 一 4-17m 018.5.39) 
并 且 有 
cot 一 末 com (13.5.40) 
站 mr+1D) 一 4 到 4-17om) (13.5.41) 
实 且 上 可 以 采取 
或 者 
1 一 max 1d| 入 3 (13.5.43) 


作为 收敛 控制 , p 或 》 为 预 给 的 容 差 , 对 此 将 在 8 18.6 中 讨论 。 


13.5.38 模型 问题 的 频谱 和 和 矩阵 表达 


为 了 对 和 迭代 法 进行 分 析 ， 最 好 知道 模型 问题 (18.5.5~~6) 的 “频谱 ” 即 本 征 值 分 布 。 对 
应 于 差分 边 值 问题 (18.5.5 尽 6) 有 差分 本 征 值 问题 
人 翁 4 一 1 六 一 1 (183.5.44) 
ij 一 0， 当 “或 =0 或 人 (13.5.45) 
对 于 2 9 一 十 …, 六 一 上 全 


Ne 一 2(1 一 cos  ) 二 2(1 一 cos 9 ) 一 4sin2 -了 十 4sins -和 (13.5.46) 


2 2 
go 一 sin Be sin 3 到， 和 -0 有 (13.5.47) 


它们 满足 方程 组 (13.5.44~45)， 因 此 Xe,w 是 本 征 值 ， 都 是 正 的 ，w” 是 相应 的 本 征 “ 函 
数 ”, 共有 (一 1)2 个 。 特 别 有 最 小 及 最 大 本 征 值 
2752 


jam 一 Nd 一 算 一 eos 中 )-8sim 珈 =- 证 (13.5.48) 





( 二 和 二 全 
和 4(1 cos 元 ) 8eos" -二 -一 8 一 junw8 (13.5.49) 
不 难 验证 

子 [Dee 二 Merar-o] 一 4 人 ， 0 一 十， 。…， 人 一 1 


因此 , 所 有 的 本 征 值 对 应 于 入 = 由 即 在 和 = 4 的 左右 成 对 出 现 。 2 
将 wy (加 7 一 | …， 人 一 按 一 定 顺 序 ， 例如 按 行列 顺序 tl，1W012，。。， 芭 1，?a2，。…， 
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Uxy-1W-1 记 为 妇 ， Wo，…，Wy 09= (和 一 轧 2 得 到 列 向 量 妈 ， 类 似 地 将 户 ; (连同 边界 值 9 人) 排 
列 为 ，2ba，…，D， 得 列 向 量 及 将 方程 (13.5.4) 以 及 (13.5.42) 也 按 相同 顺序 排列 。 于 是 
边 值 问题 (138.5.4~5) 和 本 征 值 问题 (13.5.44~ 皇 ) 分 别 表 为 








阅 oomu=i 袜 ooan=iw EN (13.5.50) 
， 4 一 D，485 一 和 2 (13.5. 中 ) 
这 里 4= [coso] 是 三 对 角 块 带 状 阵 , 阶 数 为 m_ 一 (六 一 功 ” 
人 从 人 
| Z 妃 - 5 
五 =- 二 (13.5.52) 
rr 忆 本 | 
-7 玖 |， -1 4 
对 角 抉 吾 是 丸 - 工 阶 的 三 对 角 带 状 阵 , 非 对 角 块 上 了 表示 六 一 工 阶 单位 阵 。 和 2 2，ge'2 也 
就 是 第 阵 4 的 本 征 值 和 本 征 向 量 


0 一 入 (22200297)， 2 d 一 ]， ev 人- 
因此 阵 4 的 性 态 数 , 即 条 件数 , 即 最 大 与 最 小 本 征 值 的 比 为 : 
0 一 0(4) 一 和 aar/ 和 ain 一 (8cos2m/2N)/1(8sin2m/2N) 
一 ctg2 (%i/277) 4Na1ors (13.5.53) 
上 列 系数 阵 4 的 块 状 结构 形式 是 由 行列 顺序 以 及 五 点 差分 格式 的 特点 决定 的 。 事 实 
上 上， 到 行列 顺序 时 ， 相 当 于 把 内 节点 (如 力 按 行 分 为 太一 [组 习 ，S3，…，Sw-a， 并 对 节点 
(2 力 赋 以 统一 的 单 标号 D=1 2，…,， %= (太一 12。 en 
8 fd 轴 ， 俩 人 (NTD}= 人 2 一 癸 
8 = {(2 1，(2, 9)，…，( 2 -={N， NT+L … 2 太一 分 
设 节 点 的 单 标号 属于 8x， 即 该 点 位 于 第 妈 行 ， 该 点 的 差分 方程 至 多 与 三 个 组 zx-+ (前 一 
行 )， 如 (本 行 )，8Sxzsi (后 一 行 ) 的 节点 相 于 。 因此 对 于 单 标号 4 不 属于 Sr 8Sx， Se 的 
co 一 0。 因此 4 必 为 三 对 角 块 带 状 
.41 4 
42 4 4 ” 
4= (13.5.54) 
2 天 一 工 4 本 二 


块 4u 表示 组 8 ( 即 第 大 行 ) 与 Si( 即 第 7 行 ) 之 间 的 相干 性 。 此 外 , 在 每 行 中 节点 交 的 差分 
方程 至 多 与 三 点 即 2 一 坟 (前 一 点 ), 史 (本 点 )，2 十 革 (后 一 点 ) 相 干 , 因此 对 角 块 是 三 对 角 线 带 
状 阵 如 (13.5.52) 中 的 丈 ; 再 由 相 邻 行 人 4 xz 
如 (183.5.52) 中 的 一 了 
类 似 的 方法 可 以 定 出 在 别 的 顺序 下 系数 阵 的 表达 式 。 在 奇偶 顺序 下 ， 相当 于 折 节 上 
(人 0 4 十 9 一 奇数 或 偶数 分 为 奇偶 两 组 
一 {( 人，(1， 和 (2 了，(2， 3)， 一 车 2 
Re 切 ，(1， 3)，，…，(2, 人，(2， 外， 一 { 十 二 人 十 2 册 
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在 五 点 差分 式 中 , 每 点 只 与 上 下 左右 四 个 邻 点 相干 , 与 斜 向 邻 点 不 相干 。 因 此 在 奇 点 的 常 式 
中 只 合 一 个 奇 点 即 本 点 和 四 个 邻 点 都 是 偶 点 。 偶 点 的 格式 则 相反 。 因 此 ， 
人 陋 (18.5.55) 
4 ， 7: 

这 里 对 角 芯 也， 力 分 别 表示 奇 组 或 偶 组 内 部 的 相 千 性 ,本身 都 是 对 角 阵 。 Li，4si 表示 
奇 对 倡 或 偶 对 奇 的 相干 性 。 在 模型 问题 中 ， 力 ， 户 的 对 角 元 都 是 4 4is 和 42: 的 每 行 至 
多 有 4 个 非 零 元 素 , 都 是 一 1 细节 从 略 。 

不 同 硕 序 下 的 系数 阵 只 相差 行 与 列 的 重新 排列 ， 本 征 值 是 不 变 的 ， 都 是 (13.5.46) ,本 征 
向 量 只 相差 分 量 标号 的 排列 , 其 实 还 是 同一 个 格 网 本 征 函 数 (13.5.47) 。 

在 模型 差分 组 系数 阵 (18.5.52) 或 (13.5. 吨 ) 都 是 对 称 正定 的 。 在 复杂 的 区 域 以 及 变 系 
数 方程 的 情况 ， 用 变 分 原理 或 守恒 原理 推导 的 差分 方程 组 能 保证 系数 阵 的 对 称 正 定性 ， 见 
0 本 9 3。 


1 .5.4 收敛 性 分 析 
在 模型 问题 中 4 的 对 角 部 刀 = 工 子 因 简 单 多 代 法 的 收 束 阵 


G- 一 D-04- 站 一 三 D24 一 工作 (13.5.56) 
因此 @G 的 本 征 值 履 与 和 的 本 征 值 》 之 间 有 线性 关系 
wp-1 一 于》 (13.5.57) 
于 是 ,根据 (13.5.49) 
ps=1 一 开 和 ww>>0 (13.5.58) 
ET 和 min 一 工 一 一 Nmazs0 (13.5.59) 


全 和 
注意 , 由 于 4 妈 的 本 征 值 对 称 于 入 = 和 4 故 G 的 本 征 值 对 称 于 风 = 0, 即 正 负 成 对 出 现 。 因 此 @ 
的 本 征 值 的 最 大 模 , 即 谱 半 径 , 今 后记 作 兄 就 是 


人 Mad jn 一 1 一 2sin? -os 站 <1 (13.5.60) 
全 六 > 妨 。 因 此 简单 迭代 恒 和 收敛 。 当 认 六 1 时 
peos 下 二 1 一 ma/2N3 (13.5.61) 
困 此 有 收敛 速度 
友 二 1 (13.5.62) 
松弛 法 的 收敛 分 析 在 理论 上 要 复杂 些 ， 这 是 因为 它 的 收 束 阵 
如 = 一 (CoD)-(R+G arnD) (13.5.63) 


不 对 称 ， 有 复数 本 征 值 。 下 面 ,我 们 仅 对 模型 问题 引述 一 些 主要 结论 (参考 [2], [了 ]) 。 

(H 当 送 代 参数 取 在 0<w<2 之 内 时 , 松弛 法 都 是 收敛 的 。 这 一 结论 对 于 对 称 正定 
阵 4 普遍 成 立 。 

《2) 松弛 法 收 束 阵 瑟 。 的 本 征 值 " 与 简单 选 代 的 收 束 阵 @= 7 一 万 :4 的 本 征 值 凡 之 间 
有 对 应 关系 


rt 2 yy ve re pe wmorr 





SS48 
(和 十 四 一 站 21co27== NS (13.5.63) 


G 的 未 征 倘 都 是 实 玫 , 正 负 成 对 出 现 ,都 在 (一 二 巧 之 内 ; 可 .的 本 征 值 了 可 以 有 复数 。 
(38) 取 w= 工 即 塞 德尔 法 时 上 列 关 系 简 化 为 


六 一 好 (13.5.65) 
因此 塞 德 尔 法 收 束 阵 豆 ; 的 谱 灶 径 作为 简单 迁 代 法 收 束 阵 C 的 谱 半 径 凡 的 平方 
ee 一 1， 人 一 PCG) (3.5.66) 


因此 窦 德尔 法 收敛 速 度 比 人 简单 欠 代 法 快 一 
人 2( 一 Ini) 一 2 及 
(分 当 w 按 照 下 列 公 式 取 优 选 值 o* 时 丽 , 的 谱 半 径 加 达到 极 小 : 





了 让 0 (13.5.67) 


us 一 D( 盏 0) 一 坟 一 工 


这 个 优选 值 在 1<o<2 之 间 ， 属 于 超 松 弛 范围 。 

(5) 当 w<o*, 玖 , 按 模 最 大 的 本 征 值 是 正 实数 即 加 一 mmsr, 并 且 单 本 征 值 。 当 oso” 
时 瓦 . 的 全 部 本 征 值 (其 中 有 复 的 ) 按 模 均 相等 , 模 值 为 7w 一 
ow 一 I。u 一 p( 如 。) 对 参数 w 的 依赖 曲线 如 图 了 3.9 在 极 小 点 
ao 一 凡 的 右 侧 (o>o*) 以 斜率 工 缓 升 , 在 左 侧 (o<ow”") 以 斜 


T 一 人 代 一 必 
13.5.68 
工 十 wWV 工 一 / 姑 4 





率 c<o 急 升 。 
《6) 在 不 同 的 扫描 咕 序 下 ， 尽 管 系数 阵 人 航 以 及 收 束 阵 
C, 玖 .的 形式 不 同 ， 例 如 在 行列 顺序 熏 形 如 (13.5.52)， 在 13.9 


奇偶 顺序 4 形 如 (18.5.55), 但 是 上 述 各 点 结论 都 同样 成 立 。 由 于 不 同上 顺序 下 C 的 本 征 值 
芭 凤 相同 , 因此 参数 的 优选 值 w” 以 及 渐 近 收敛 速度 均 相 同 ， 只 是 初期 的 即 有 限 次 的 欠 代 效 
果 有 所 不 同 。 

用 插 阵 已- 4 的 性 态 数 一 2 (4) 来 刻画 各 种 移 代 法 的 收敛 速度 比较 方便 。 命 
刀 -:4 的 最 小 最 大 本 征 值 为 5om， goar。 CC 一 IT 一 从 :4 的 最 小 最 大 本 征 值 为 um 一 一 几 
pmaz 一 Ko 由 于 忆 4= 2 一 @, 故 





《ai 一 工 一 Anax 一 一] Eaaz 一 于 一 Kain 一 上 十 几 (13.5.69) 
因此 
< 开 ea 一 工 士 几 
ee (13.5.70) 


对 于 模型 问题 六 -+4 - 工 4， 因 思 -:4 与 礁 有 相同 的 性 态 数 即 


0=0( DA4)=D(4) =:ctg? -4N2m | (13.5.71) 
实践 上 重要 的 是 Z 六 1 即 亦 六 工 的 情况 。 不 难 算出 
和 __Tr27 3 | 
风 人 人 2]/2N (19.5.72) 
-(2= 了 ) 有 (18.5.78) 
1 J 于 .D… fa. 





5 








有 1 一 和 与 (六 2 4 





vTTi 人 (183.5.74) 
俯 此 得 到 渐 近 收敛 速度 

简单 欠 代 ， 
刁 - -了 ps 了 ma/2N3 3.57) 

塞 德尔 法 ; 
总 二 一 了 六 = (13.5.76) 

优选 超 松弛 
人 (13.5.77) 
V 7 


塞 德尔 法 比 简单 迭代 快 一 信 ， 已 见 前 述 ， 而 优选 超 松弛 比 塞 德尔 法 又 快 约 2rmN 二 0.6N 
倍 , 这 是 很 可 观 的 改进 。 对 于 三 维 模型 问题 ， 由 三 维系 数 阵 的 性 态 数 与 二 维 的 相同 ,收敛 速 
族 也 相同 。 总 的 说 来 , 上 述 几 种 迁 代 法 的 收敛 速度 都 是 受 系数 阵 (更 确切 些 说 阵 4) 的 
性 态 数 p 制约 的 ， 矩阵 病态 愈 其 ， 收敛 愈 慢 。 简单 迭代 和 塞 德尔 法 的 收敛 速度 都 反比 于 饭 
而 优选 超 松弛 法 则 反比 于 /P 。 

以 上 结论 虽然 是 对 模型 问题 在 行列 或 奇偶 顺序 下 说 的 , 事实 上 , 在 更 广 的 范围 内 , 即 对 
于 所 谓 具有 “性 质 4 的 系数 阵 在 所 谓 “ 一 致 顺序 "下 结论 (H) ~ (6) 都 成 立 。 有 关于 细节 比较 
繁琐 ,从 略 ， 可 以 参看 [2 。 笼 统 地 说 上 述 结论 对 于 二 阶 椭圆 方程 的 五 点 差分 格式 在 相当 广 
泛 的 顺序 下 均 适 合 , 而 实际 上 应 用 范围 甚至 还 要 宽 些 。 但 是 , 对 于 四 阶 的 椭圆 方程 , 如 板 、 壳 
问题 中 的 重 调 和 方程 的 差分 格式 , 则 上 述 结 论 未 必 成 立 ; 即使 成 立 , 由 于 性 态 数 2 二 O(N4)， 
收敛 也 是 很 慢 的 。 目前 看 来 , 对 这 一 类 问题 采取 其 它 方法 ， 人 
结合 的 共 斩 斜 量 法 ( 见 第 八 章 ) 等 为 宜 。 

综 上 所 述 , 由 于 松弛 法 的 算法 简单 , 存储 要 求 低 , 并 可 优选 参数 使 收敛 大 大 加 快 , 它 是 粒 
俩 差分 方程 的 主要 数值 解法 之 一 ,特别 适用 于 二 阶 (二 维 或 三 维 ) 椭 圆 型 问题 。 它 还 可 以 推 
广 为 行 松弛 或 块 松弛 即 成 组 松弛 法 , 也 有 类 似 的 优选 参数 方法 , 可 以 参考 [二 中 。 


13.5.5 变 参 数 松弛 法 


超 松弛 法 取 优选 参数 w= o* 时 能 得 最 快 的 (相对 于 其 它 的 w 值 ) 终极 即 渐 近 收敛 速度 。 
但 是 , 实际 表明 ,有 时 在 迁 代 初期 误差 反而 增长 , 只 当 迭 代 了 一 定 次 数 后 才 下 降 。 反 之 , 取 
w 一 工 即 塞 德尔 法 时 , 虽然 最 终 收敛 速度 是 很 慢 的 , 但 送 代 初 期 误差 下 降 较 快 , 特别 对 随机 性 
揭 初 始 误差 是 这 样 。 因 此 希望 能 把 两 法 结合 起 来 , 保持 最 优 的 渐 近 速 度 , 同时 加 速 初期 的 收 
敏 性 以 期 及 早 结束 迭代 。 对 此 可 以 采用 变 参 数 的 松弛 法 。 

一 个 最 简单 的 结合 方案 是 迭代 第 一 步 取 w=1，, 而 从 第 二 步 起 恒 取 o 一 wx*。 结 果 相 对 单 
纯 的 优选 松弛 有 所 改善 。 可 以 证 明 , 当 取 奇 偶 顺 序 时 , 误差 的 欧 氏 模 量 是 单调 下 降 的。 

另 一 种 较为 有 效 的 加 速 法 是 在 奇偶 顺序 下 进行 的 。 设 想 把 每 步 欠 代 先 扫 奇 点 后 扫 偶 点 
的 步骤 看 作 两 次 迭代 ， 在 这 个 奇偶 交替 过 程 中 每 次 采用 不 同 的 欠 代 参数 wo=o，oa，ows， 

.。 这 样 (13.5.11) 就 改 为 ; 
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2 雪 十 1 2m 一 1) 1 C03m 上 + 2 攻 
一 V 人 十 沁 (2 十 2 十 迪生 十 几 十 2 一 4or)， 





4 十 ) 一 呈 
人 = (13.5.78) 
9 一 W 人 于 于 (0 十 赋 区 十 W 人 于 提 ) 十 WP 所) 十 VE1t 一 dm) ， 
“十 9 一 偶 1 
参数 ux 用 下 列 递 推 公式 产生 
2 
ai 一 二 ， 33 一 0 CON+T1 一 4 一 1050， 8 一 十 ， 2， 过 汪 (13.5.79) 


凤 的 意义 同 前 w=P(C)。 这 就 是 所 谓 切 比 晓 夫 加 速 法 , 也 是 切 比 晓 夫 迭 代 法 的 一 种 变形 , 其 
推导 见 8 13.7。 

这 里 第 一 步 取 w= 工 以 发 挥 塞 德尔 迭代 初期 压缩 误差 的 作用 。 当 8->coe 时 几 稳 定 到 
一 个 极限 值 。 只 须 在 递 推 公式 中 命 wrtx 一 几 就 可 以 算 这 个 极 值 就 是 超 松弛 的 优选 值 


CU 


E ET 一 or (13.5.80) 


因此 渐 近 收敛 速度 与 优选 松弛 法 同 。 至 于 初期 收敛 性 则 有 显著 改进 , 见 13.5.6 节 这 个 方法 
在 超 松 弛 的 基础 稍 作 变化 就 可 实现 , 因此 在 实践 上 是 可 取 的 。 


5.6 初期 收敛 性 的 比较 


节 对 常 参数 和 变 参数 松弛 法 的 初期 收敛 性 进行 比较 。 为 此 目的 ， 先 提 一 下 向 量 和 抵 
ee 

通常 衡量 一 个 向 量 0 的 “大 ”小 "可 以 采取 一 定 的 模 量 ( 即 范 数 ) jp|, 例如 : 向 量 的 欧 几 

里 得 模 量 定义 为 

oj = ( 喧 十 … 十 襄 )23 (13.5.81) 


对 于 所 取 定 的 向 量 模 量 可 以 规定 矩阵 五 的 模 量 
| 怪 o 
| 如 = 0 (13.5.82) 
并 且 恒 有 不 等 式 
和 肥 o 和 | 邓 | ol (13.5.83) 


这 里 等 号 是 可 以 达到 的 ， 即 总 存在 适当 的 向 量 9 使 得 | 瑟 o| = | 如 本 Je。 可 以 证 明 ， 当 向 
量 取 欧 氏 模 量 (13.5.81) 时， 相应 的 矩阵 欧 氏 模 量 | 玖 | 就 是 矩阵 至 "如 的 谱 半 径 的 平方 根 
即 


和 再 | 一 (po( 盏 7 再 ) )322 (13.5.84) 
当 鸡 为 对 称 阵 时 , 妇 " 一 五 ,p( 尼 玉 ) 一 (p( 互 ))2 因此 其 欧 氏 模 量 与 谱 半径 同 即 
| 妇 | = 至 ) (13.5.85) 
在 非 对 称 阵 则 两 者 可 以 不 等 但 恒 满 足 不 等 式 
p( 丁 ) 入 | 如 | 入 np( 甩 ) (3.5.86). 


和 迭代 法 的 收敛 条 件 是 其 收 束 阵 召 的 谱 半 径 p( 吾 ) <T。 这 时 虽然 保证 终极 的 收敛 性 , 但 
在 有 限 次 和 迭代 的 误差 增 减 可 以 比较 复杂 。 事 实 上 , 根据 (13.5.31), (138.5.83) 
je 四 入 和 画 汪 ec (13.5.87) 


人 
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当 办 为 对 称 阵 时 , 例如 在 简单 迭代 法 就 是 这 样 ， 
和 到 1 一 (再 ) | 再 中 一 PC 一 (P( 囊 ))” (13.5.88， 
当 p( 奴 ) < 工时 ,误差 按 欧 氏 模 量 是 单调 递减 的 。 但 是 ， 例 如 在 超 松 弛 法 中 ， 收 束 阵 吾 不 对 
称 ， 虽 然 p( 奴 ) < 而 可 能 欧 氏 模 量 | 召 | > 了 这 时 可 以 发 生 ec 一 | 如 | .eolecol， 因 
此 误差 模 量 可 能 增长 。 但 是 
| 再 "和 mp ( 盏 ") 一 mp( 盏 )) 一 0 《>co) 





到 了 最 终 ; 模 量 还 是 递减 至 于 零 的 。 
对 于 优选 超 松 弛 法 , 收 束 阵 为 互 。。 

是 人 

7 一 0( 再 ) 人 (13.5.89) 
本 
内 一 p(C) 讨 二 二 (13.5.90) 

e00) 一 再 0e(0，P( 再 和 ) 一 ? 严 (13.5.91) 
|eei 和 入 五 2 人 人 ec 《13.5.92) 


虽然 9= p( 吾 0) 和 人 =p( 互 %) 都 < 二 但 当 思 较 小 时 ，| 五 .| 和 | 五 gj 都 >1。 事 实 上 , 可 
以 证 明 ( 风 [23) 
和 人 了 7 2m 2m \ 1 
Vio1H2I-[- 玫 二 (学 ) 十 工 ] ，W 一 0 了 (13.5.93) 
右 端 第 一 因子 [.…] 基 本 上 随和 m 线 性 上 升 ， 第 二 因子 癌 随 轻 指数 状 下 降 。 由 于 9 二 Am 
淄 较 小 时 第 一 因子 占 主 导 ， 当 夭 很 大 时 第 二 因子 占 主导 。 因 此 ， 当 唉 从 0 开始 增 大 时 ， 
g(m) 从 9(0) =1 上 升 到 一 定 的 峰值 (>J 然 后 单调 下 降 以 至 于 0, 这 表示 在 和 迭代 初期 误差 模 
量 会 上 升 。 
对 于 w=1 即 塞 德 尔 法 , 可 以 证 明 [2] 
01() 一 人 再 介 一 V I 十 12 02 加 (13 .5.93) 
履 的 意义 同 前 。wa(" 几 是 单调 于 降 的 。 
对 于 切 比 雪夫 加 速 法 可 以 证 明 [23] 有 矩阵 Ci:，Ca，…，Ca。 (这 里 Gan 是 与 2m 次 切 氏 
多 项 式 相连 系 的 对 称 和 所 阵 ) 使 得 
em 一 Goneo) 


并 且 





wo(m 一 1Go| 一 二 二 人 (13.5.95) 


9 的 意义 同 前 , 这 也 是 单调 下 降 的 。 
对 于 模型 问题 , 取 
和 =128，1p=eosm/128 一 0.99997 
or=1.952，7 一 0.952 

0 有 6 曲线 oe(m)， 拉 (mm)， yo(m) 见 图 13.10 (参考 [3])。 
| 图 13.10 在 优选 超 松 弛 法 ,最 初 20 次 送 代 到 20 次 时 呈 (oo) 

上 升 达 30 倍 , 至 128 次 (二 人 太 ) 开 始 复原 。 在 塞 德尔 法 , wx(m) 微微 向 下 的 曲线 , 没有 误差 增 
大 现象 。 最 好 的 是 切 氏 加 速 法 we(m) , 它 位 于 其 它 两 曲线 之 下 , 初期 误差 下 降 最 快 , 大约 32 
( 信 /和 次 后 2(oo0 一 p 达到 渐 近 收敛 速度 。 
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$ 13.6 实际 计算 中 的 处 理 
13.6.1 收敛 控制 和 问题 规模 的 估计 


如 18.5.2 节 所 述 ,迭代 过 程 的 结束 可 以 用 余 量 控制 
| 一 Ia | 入 p (13.6.1) 
或 增 量 控制 
|G ”一 max” | < 人 (13.6.2) 
这 里 p 或 8 是 预 给 的 容 差 。 容 差 过 宽 , 精确 度 成 问题 , 过 严 则 浪费 机 器 时 间 。 关于 究竟 取 余 
量 还 是 取 增 量 来 控制 以 及 容 差 如 何 定 的 问题 ， 一 般 没 有 和 定论， 要 结合 具体 问题 作 具 体 分 析 。 
下 面 只 能 给 出 粗略 的 讨论 。 
首先 , 对 于 椭圆 差分 方程 , 迭代 达到 过 高 精度 , 既 耗 费 大 也 不 必要 。 这 是 因为 , 在 用 差 商 
代替 微 商 时 必 有 截断 误差 。 以 模型 问题 为 例 , 由 于 采用 了 二 阶 精 度 的 数值 微分 公式 , 微分 方 
程 的 精确 解 并 不 严格 满足 差分 方程 (13.5.4) 而 只 是 近似 满足 


方 一 填 (ti 一 一 ws 一) 之 党 12 一 O(A2) (13.6.3) 


这 可 以 从 寡 次 展开 得 出 , Ms 为 四 阶 导 数 的 上 界 。 也 就 是 说 
民 丰 一 (ay 一 全 -一 一 OCR) (3.6.4) 
注意 向 量 五 相当 于 这 里 的 妇 记 ;而 不 是 . 包 j。 因 此 在 和 欠 代 时 只 需 将 余 量 9 一 和 一 42em 压 
至 00 二 O(N- 人 的 量 级 ， 再 低 就 没有 意义 了 。 因 此 余 量 容 差 大 致 可取 为 p=O(CY-)。 
如 果 用 增 量 de 控制 , 则 容 差 3 应 有 所 不 同 。 这 是 由 于 
妈 m+TD 一 et 一 CO 一 em) 一 CD) 一 (4 一 们 eq) 
一 (4 一 站 (一 4 一 (4 一 站 7rm) (13.6.5) 
在 模型 问题 中 4 的 最 小 本 征 值 为 W-? 量 级 ， 即 4 的 最 大 本 征 值 为 彤 量 级 ， 故 用 竺 阵 
(4 于 一 站 ) 作用 时 可 能 (最 坏 的 情况 ) 把 向 量 放 大 六 ” 倍 , 因此 要 使 交 5” 压 至 ON 9) 量 级 应 
取 增 量 go) 的 容 差 约 为 8=O(W )。 
现 以 取 余 量 控 制 p=CUN- 为 例 ， 证 人 全 作 区 用 让 总 量 人 粗略 估计。 由 于 


久 () 和 ecn)， 





rn- 家 can， 4 一 十， 人 


挫 引 
| < 襄 : el “emaxle| 它 |od| 
1 气 


5 0 了 
lei< 它 eai .|! ismaxlg| 辣 la| 
= 
因此 | 本 
有 入 44 ee 141=msx 启 |o| (13.6 .6 
fen 一 1 


在 模型 问题 14【 就 是 各 点 差分 方程 的 系数 绝对 和 的 极 大 值 , 在 模型 问题 141 一 8， 因 此 
lem|> 亏 IF 


园 此 , 当 余 量 Yi” 压 至 ON ) 量 级 时 ， 误 差 e” 压 至 8s，8 盖 ON :天 的 学。 
根据 人 13.5.35), 和 迭代 至 此 所 需 的 次 数 
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1 到 莫 ( 二 )= 吉 (tnN+me 坟 全 玉 (18.6.7) 


这 里 认为 太 充分 大 , 略 去 了 与 W 无 关 常 数 mo, 忆 为 渐 近 收敛 速度 。 
(18.6.7) 只 是 和 欠 代 次 数 的 上 界 估计 ,实践 上 , 当 有 较 好 的 初始 值 时 , 可 以 在 远 低 于 这 个 
估计 的 次 数 就 达到 合理 的 结果 。 
设 格 网 的 节点 总 数 为 内 ， 和 迭代 时 每 点 的 运算 量 为 g， 于 是 一 次 迭代 的 运算 量 为 Mew， 
迭代 大 次 总 的 运算 量 B 一 ZNMo。 在 二 维 模型 问题 ， 人 一 N ,每 点 运算 量 二 6， 因 此 
马 二 24N2in N/R。 


优选 松弛 四 一 o* ， Be 生 ， G 二 2NaimN 
塞 德尔 法 w= 1 BR 二 入， 下 2.6Neln 


对 于 一 般 的 二 阶 风 圆 差分 方程 , 这 个 界限 估计 在 量 级 上 也 是 对 的 。 结合 着 机 器 的 速度 和 容 . 
量 , 可 以 对 问题 的 规模 作出 基本 估计 , 以 便 在 解 题 时 心中 大 致 有 谱 。 
13.6.2 ”和 迭代 参数 的 试 选 方法 
通常 在 实践 上 人 yt 对 于 不 同 参数 w, 收 鳞 速度 有 数量 级 的 差别 , 因此 四 是 否 为 优选 影 
响 很 大 。 
收敛 速度 取决 于 收 东 阵 瓦 , 的 谱 半 径 %, 后 者 对 四 的 依赖 曲线 如 图 18.9。 曲 线 在 优先 
点 wo= wx 有 反 折 。 在 o<o* 的 方面 ,mw 以 斜率 co 急 升 ; 在 w>o* 的 方面 以 斜率 上 缓 升 。 因 
此 在 凡 的 邻近 取 人 参数 由 宁可 偏 大 而 不 要 偏 小 。 
优选 值 u* 取决 于 谱 半 径 p(G) = 如 在 模型 问题 中 确 知 凡 =eosm/N; 在 一 般 情况 下 风 是 
不 知道 的 , 但 可 以 在 选 代 过 程 中 定 出 。 在 和 迭代 的 每 一 步 , 余 量 rm 一 0 一 4zwtm) 或 增 量 dt 
一 2 一 Un) 是 现成 的 已 知 值 。 它 们 的 发 展 规律 是 (14.5.40~ 纽 ) 即 
Yi 一 4 克 4-174m (13.6.8) 
Ce 一 末 ,dom (18.6.9、 
4 瑟 .4 二 与 下 。 有 相同 的 本 征 值 。 为 了 估计 几 开始 和 迭代 时 到 wo= 卫 即 下 . 一 于。 由 于 它 的 
按 模 最 大 本 征 值 思 =p( 丽 ;) 一 02， 并 是 为 正 实 单 根 , 因此 ， 如 以 余 量 为 基础 ,根据 寡 法 (第 十 
章 ) 可 以 定 出 
直人 一 0 
也 就 是 说 , 一 直 迭 代 到 上 列 比值 稳定 为 止 。 这 里 模 量 可 以 取 为 最 大 模 17| 一 maxlrt| 或 欧 氏 
模 17rj = (3r2)V2。 得 到 12 后 再 按 公式 (13.5.67) 计 算 wo*,， 以 后 就 改 用 这 个 参数 值 或 稍 放 
大 些 继续 进行 欠 代 。 也 可 以 在 开始 时 取 w>1 但 <o*, 这 时 玖 .的 按 模 最 大 本 征 值 % 也 是 
正 实数 单 根 , 故 按 守 法 也 有 
Ore (13.6.10) 
再 用 公式 (13.5.64) 计 算 ia2, 由 此 再 用 公式 (13.5.67) 计 算 w*。 注 意 开始 选 代 时 的 参数 w 一 
。 定 要 小 于 w*, 否则 盏 .的 按 模 最 大 本 征 值 是 复数 , 宕 法 不 一 定 收敛 。 
也 可 以 在 增 量 do) 的 基础 上 使 用 宕 法 定 Li2， 
(nti) 一 五 .dm)， | CE 咱 人 一 > (13.6.11) 
但 实践 表明 这 样 做 的 精度 稍 差 。 
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“在 较为 复杂 的 问题 , 前 述 优选 参数 的 理论 包括 公式 (13.5.67~68) 不 一 定 适用 , 这 时 可 
以 用 试 算 对 比 的 方法 来 定 出 较 优 的 因子 ( 见 第 八 章 )。 


13.6.8 关于 复杂 情况 的 处 理 


以 上 讲 的 二 阶 常 系数 方程 矩形 区 域 第 一 类 边 值 问题 。 当 边界 条 件 由 第 一 类 变 至 第 二 、 
三 类 , 区 域 由 和 抢 形 变 为 不 规则 , 微分 方程 由 常 系数 变 为 变 系数 , 二 阶 变 为 四 阶 时 , 情况 就 复杂 
化 , 处 理 上 要 采取 相应 措施 , 但 基本 原则 是 相仿 的 。 

当 边 界 条 件 为 第 二 类 , 例如 对 于 方程 (13.5. 妃 区 域 的 上 部 边界 条 件 改 为 


2 _ 
有 素 -9 (13.6.12) 


于 是 边 点 (5， 太 ) 可 以 取 , 例如 (13.3.5) 妈 


auww 一 豆 wa 一 可 Wi+1,N 一 2 -1 一 到 foa 十 ptryr 一 ix (13.6.13) 


而 动态 公式 (13.5.12) 要 局 部 地 改 成 
ui 7) 十 号 [5 RD 十 村 w 人 一 二 TD) 十 可 w+ 11) 


+uG. NT 一 2 N) > (13.6.14) 


因此 边界 点 差分 格式 的 多 样 化 增加 了 程序 的 复杂 性 。 
一 个 常见 的 特殊 情况 是 单纯 的 第 二 类 边 值 问题 如 (13.3. 巧 ~16), 当然 给 定 了 与 9 满足 


协调 条 件 (13.3.18) 以 保证 有 解 。 按照 $ 14.3 或 $13.4 离 散 化 后 得 到 五 点 善 分 方程 组 
《13.3.20) 即 


> 二 (13.6.15) 
= 


下 阵 4 是 对 称 退 化 半 正 定 ，4 有 本 征 值 0， 其 它 本 征 值 为 正 ， 在 离散 化 时 应 使 协调 条 件 
(13.3.18) 得 到 保持 即 应 满足 协调 条 件 

之 bi 一 0 (13.6.16) 
以 保证 (13.6.15) 有 解 。 如 果 (13.6.16) 不 被 严格 满足 ， 则 如 在 8$ 13.3 末 所 述 可 对 2 稍 加 
调整 后 使 (13.6.16) 成 立 。 这 样 的 差分 方程 组 有 解 , 但 不 唯一 , 不同 解 之 间 相 差 一 个 常数 。 一 
种 习惯 的 解法 是 固定 解 的 一 个 分 量 然后 用 松弛 法 。 较 好 的 办 法 则 是 直接 用 松弛 法 。 对 这 一 
情况 , 松弛 法 的 理论 和 实践 基本 上 可 以 照搬 , 只 有 个 别 之 点 稍 加 修正 。 事 实 上 , 可 以 证 明 : 松 
弛 法 的 收 束 阵 玖 的 本 征 值 "与 简单 迭代 的 收 东 阵 如 的 本 征 值 凡 之 间 仍 有 关系 (13.5.64)。 
不 同 之 点 只 在 于 允 的 最 大 模 本 征 值 为 w= 士 1, 对 应 的 7 有 一 个 为 二 另 一 个 为 (o 一 芒 *。 当 
协调 条 件 (13.6.16) 成 立时 ， 对 于 0<w<2 范围 内 的 超 松弛 法 对 于 任意 初始 向 量 都 是 收 全 
的 , 即 收敛 到 差分 方程 组 (13.6.15) 的 无 穷 多 个 解 中 的 一 个 , 而 松弛 因子 w 的 优选 值 则 是 ， 


灾 2 
-TV (13.6.17) 
形式 与 (13.5.67) 相似 , 只 是 把 那里 的 /=p(G) 代 以 G 的 按 模 次 大 本 征 值 wa。 在 迭代 过 程 
中 试 选 o* 的 方法 也 同 于 18.6.2 节 ， 即 任 取 @<o* (13.6.17), 进行 迭代 ， 无 论 余 量 或 增 量 
按 宪法 所 得 的 模 量 比 或 分 量 比 必 趋向 于 互 。 的 次 大 本 征 值 mm， 出 (13.5.64) 可 算出 G 的 次 
大 本 征 值 im 再 由 (18.6.17) 算 出 w*。 这 个 直接 的 最 优 超 松弛 法 要 比 固定 一 个 分 量 的 最 优 





556 


超 松 弛 法 收敛 快 得 多 。 有 关 的 情况 可 以 参考 [6] 或 第 八 章 。 

当 区 域 具有 不 规则 边界 时 , 内 存 的 安排 和 扫描 控制 会 大 大 复杂 化 。 在 有 些 情况 下 可 以 把 
这 种 边界 不 规则 的 格 网 套 在 一 个 规则 格 网 之 内 如 图 13.1t， 
并 把 节点 分 为 两 类 , 一 类 是 原 有 节点 , 是 计算 点 , 另 一 类 是 
新 添 的 虚 点 ,是 不 计算 点 。 迭代 扫描 时 按 外 套 规 则 格 网 进 
行 , 对 于 虚 点 是 “ 空 跑 ", 这 是 付出 一 定 的 存储 空间 和 计算 时 
间 的 代价 来 换取 程序 的 简化 。 

当 微分 方程 为 变 系数 时 , 差分 格式 也 变 复杂 , 例如 成 为 


图 13. 世 们 ol pa (13.6.18) 


在 二 阶 方 程 的 五 点 或 九 点 格式 ，p，g=0， 土 1 在 二 阶 微分 方程 以 及 四 阶 微分 方程 , 则 2 9 
的 范围 更 宽 。 这 时 迭代 的 动态 公式 自然 是 


uc 力士 [5 放 一 于 agevGi+P 计 人 (2 访 。G3.6.19) 
_ 人 ， 


这 里 需要 把 逐 点 的 系数 保存 , 使 得 存储 的 负担 大 大 加 重 , 例如 在 五 点 格式 ， 要 增加 五 片场 来 
保存 系数 。 也 可 以 只 列 出 gf? 的 计算 公式 ， 而 迁 代 时 逐 点 临时 计算 值 ， 利 用 计算 机 的 速度 
以 补偿 存储 量 的 不 足 。 

一 般 说 来 , 对 于 实际 的 计算 问题 ,三 个 因素 一 一 一 、 存 储量, 二 、 计 算 工 作 量 , 三 、 程 序 复 
杂 性 (相当 于 准备 工作 量 ) 必须 权衡 轻重 ， 统 一 起 来 考虑 。 其 中 任 一 因素 都 可 能 构成 客观 上 
解 题 的 限度 。 对 于 变 系数 以 及 几何 上 复杂 的 问题 , 第 三 个 因素 往往 占 主导 地 位 , 目前 有 限 元 
法 (第 十 四 章 ) 对 此 解决 得 比较 好 , 使 得 多 种 多 样 的 复杂 问题 在 算法 上 基本 统一 起 来 , 便于 标 
准 化 ,对 于 这 类 问题 以 采用 有 限 元 法 为 宜 。 
































8$ 13.7 变 参 数 简单 迭代 法 
18.7.1 简单 迭代 的 加 束 


对 于 模型 问题 (13.5.4~5) ,仿照 13.5.1 节 中 从 松弛 法 推广 到 超 松弛 法 的 途径 ,把 简单 
迭代 法 (13.5.7) 改 写成 


ww 十 工 (fs 的 开 


为 了 加 速 的 目的 , 引进 和 欠 代 参数 o， 得 到 


et 一 vt 十 下 人 十 站 ， 二 "内 ， Ha (13.7. 二 
简单 适 代 法 相当 于 w= 1。 和 
把 差分 方程 组 写成 代数 的 形式 
习 omw-z 4 一 十 ， (13.7.2) 
42 一 D 43.7. 双 


上 让 六 法 就 才 为 


-ramtwegeeger ae sowereerern 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 - 一 - 
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wo 二 (2 一 习 oog) 人 (8.7.4) 
即 
Un+D 一 入 oo 于 ooDD-1(5 一 4zttm) (13.7.5) 
亦 即 
Un 一 CU 十 0D- 巧 (13.7.6) 
CC 一 7 一 oD-14 
当 w=1 时 @. 就 是 简单 迭代 的 收 东 阵 C, 记 其 谱 半径 为 几 
Ci:= 7 一 侯 14=C，p(G) = 几 (13 .7.7) 
阵 C. 的 本 征 值 ? 与 阵 忆 -:4 的 本 征 值 之 间 有 线性 关系 
9 一 一 0 (13.7.8) 1 
在 妃 平 面 上 这 是 通过 点 (0，1) 和 (or 0) 的 直线 。 “| 
由 于 《在 区 间 


0< 工 一 人 一 各 in 和 入 如 ax 一 工 十 人 
内 变 , 因此 从 图 18.12( 其 中 画 出 了 相当 于 or 苇 & 
及 -1 的 两 条 直线 ) 可 以 看 出 : 当 取 -二 作 < 
< 时 本 征 值 9 的 最 大 模 即 谱 半 径 p(G.) <1l， 其 
中 当 取 
ort- 记 (ai 十 Emax -于 (L-wHIT 内 = 





13.12 


时 p(G.) 极 小 ,其 值 为 心 这 就 是 说 取 0<w< 时 迭代 都 收 伍 , 其 中 收敛 最 快 是 到 吃 一 1， 
就 是 普通 的 简单 迭代 。 
这 样 , 对 简单 迭代 法 引进 参数 w 后 未 能 得 到 改进 。 但 是 , 如 果 把 参数 改 为 可 变 的 ， 
和 一 区 二 人生 (人 Jr 十 后 十 丰 汪 WP 一 人)， 
ET (13.7.9) 


并 利用 所 谓 切 比 雪夫 多 项 式 的 性 质 后 , 则 可 有 本 质 改进 ,将 能 得 到 与 优选 超 松弛 法 相当 的 收 
敛 速度 , 并 有 应 用 范围 较 宽 的 优点 。 
变 参数 简单 只 代 法 (13.7.9) 可 以 表 为 





tiD= (一 ontiD-14)u 十 ontiDD- 功 (13.7.10) 
为 了 方便 , 命 
4-D-4=-TC，28= 厂 -1 (13.7.11) 
于 是 原来 的 方程 组 (13.7.3) 等 价 于 
Au- (13.7.12) 
也 就 是 
& 一 (一 on 人 aon 声 (13.7.13) 


而 和 迭代 格式 (18.7.10) 则 为 





UniD= (一 on Ge 二 on 坊 (13.7.14) 
(13.7.10) 与 (13.7.13) 相 减 , 得 到 误差 关系 式 
et1D-- (7 一 on 人 )em， 亿 一 0，1，.。 
由 此 递 推 , 得 到 
em 一 Ceo,G,= 开 (一 ox 人 ) (13.7.15) 
G， 可 以 看 成 是 适 代 了 田 次 时 的 收 束 阵 ， 显 然 ， 它 的 本 征 值 加 …, 加 与 硅 = 也 :4 的 本 征 
值 1， 人 如 之 间 有 对 应 关系 


mi 一 丰 (L-okDO， 5 (3.7.16) 
命 P 
了 (一 再 (一 o6) (13.7.17) 
这 是 变 元 的 和 次 多 项 式 , 其 零点 为 ui oz ，…，of 并 且 有 
P(0)=1 (13.7.18) 
CC 一 PP (4) (13.7.19) 


固定 一 个 次 数 m, 以 此 略为 周期 ,循环 重复 使 用 参数 
CO 0003 OO， OH1 二 OICOm+2 一 3 02 一 四 mm， CD2m+1 一 CT 

问题 在 于 定 出 参数 w，…，own 使 得 迭代 一 个 周期 (m 次 ) 后 误差 缩减 最 多 , 也 就 是 使 得 Go 的 
本 征 值 模 量 尽 可 能 地 小 。 

约定 将 硬 的 本 征 值 按 小 大 次 序 排列 

0 二 与 委 上 入 … 委 上 区 怠 
也 就 是 记 最 小 及 最 大 本 征 值 为 
in 一 上 Caoaxz 一 人 (13.7.20) 

妈 的 本 征 值 局 限于 区 间 名 <5< 纪 内 。 因 此 Gw 的 本 征 值 的 最 大 模 即 谱 半 径 ww 必 满 足 


mm 一 p(Gn) =max | 让 | 一 Inax | 让 Go < max 下 Go6)| 3.7.2) 
友人 有 VE 一 天 二 


人 
于 是 不 妨 稍 退 一 步 , 把 问题 转化 为 定 出 参数 wo，…，cwnm 使 得 
二 中 下 站 = 入 (13.7.22) 


fa<f<fn| 2 


注意 (13.7.17) 是 满足 条 件 P。(0) = 工 的 吧 次 多 项 式 Pw(6) 的 一 般 形式 ， 因 此 问题 就 成 为 
在 条 件 P。(0) = 工 之 下 定 出 双 次 多 项 式 Po (2) 使 得 








ax | 一 me) | = 极 小 (13.7.23) 
为 了 方便 , 作 线性 变换 把 区 间 [6:，8s] 变 成 [一 二 局 ; 为 此 取 
2 一 0 一 644， 一 Br-1(a 一 0) (13.7.24) 
此 处 
1 Se 
co 一 2 和 >1 8 一 志 二 >0 (13.7.25) 
于 是 


es<e<t 刀 一 T<z 和 一 
一 co< 上 一 co~ 一 co<2Z<<co 








直 
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E=6 和 ww2=1， 一 工 
6-0~z-a- 人 dt 生 >1 
并 且 上 的 和 次 多 项 式 Po (6) 变 为 z 的 四 次 多 项 式 Qn() 


Qn(d 一 6 约 王 Po( 纹 ，Pn(8-L(a 一 轨 )=Qn(o) (13.7.26) 
于 是 上 列 问题 (18.7.18)，(18.7.23) 等 价 于 在 条 件 
Qu(a) =1 (ao> 了 (13.7.27) 
下 定 径 次 多 项 式 Qn(z) 使 得 ， 
max |Qn(z)| 一 极 小 (13.7.28) 


这 是 一 个 经 典 的 极 小 化 问题 , 熟知 它 的 解 可 以 通过 所 谓 弃 次 切 比 雪夫 多 项 式 来 表达 。 为 
了 这 个 目的 先 将 有 关切 氏 多 项 式 的 一 些 基本 性 质 罗 列 如 下 。 
T.， 递 推 关 系 一 一 作为 双 次 切 氏 多 项 式 Zn( 亿 的 定义 。 
2o(z) 一 1， 1 (z) 一 Zi) 一 201 (2Z) 一 人 (2) 一 1 2 … (13.7.29) 
2， 对 称 或 反对 称 性 : 


(一 2) 到 (一 )”7w (2 (13.7.30) 

3. 在 区 间 |z| 入 1 上 的 表达 式 和 最 大 模 : 
人 ww(Z) 一 co80 0 一 arocos7， 0 和 0 入， 一 1 入 xz 和 (13.7.31) 
Iax | 了 mo) [一 1 一 TIL) 一 | 了 (一 苇 ] (13.7.32) 


4. 在 区 间 |z| 入 1 外 的 表达 式 
To(a) 一 coshmuc 一 于 [(z 十 W 订 -iD)"+ (z 一 V55D， zzl1 (13.7.33) 


Ga=arccoshz=In(z 十 \/ 2 一 全 
当 z>T 时 了 (2z) >1 并 单调 增 至 se ( 当 cco) 
5.， 零点 一 一 全 部 在 (一 1 蕊 之 内 
人 (Op xz) 一 0，0Zmx 一 60S(28 一 ) 和 /2 加 大 一 革 70 (13.7.34) 
6. 相对 极 值 点 一 一 全 部 在 (一 1 J) 之 内 
到 (ol 人) 一 0 一 (一 革 2 2 一 cos8r/ ma 一 1 人 一 (13.7.35) 
7. 极 值 性 质 : 对 于 任 给 的 wx>1, 在 所 有 满足 Qn(a) = 工 的 放 次 多 项 式 gw( 纪 之 中 , 是 多 





项 式 
Qn(z) 一 To(Z) 1) (13.7.36) 
人 处 得 
Inax iQn ()|== 极 小 
并 且 所 达到 的 极 小 模 量 就 是 


max |Qnto) | 一 max |Tom(2)/Tm(o)| 一 1/Tm(o) (13.7.37) 


正 是 这 个 极 值 性 质 提 供 了 极 小 化 问题 (13.7.27~~28) 的 解 为 (138.7.36) 。 通 过 线性 变换 
(13.7.24) 就 得 原 问题 (13.7.18) 、(13.7.23) 的 解 


PC -To(e 一 BE)]D(a)，a= 训 二 和 >1， 8- 


2 >0 (18.7.38) 


二 
6 一 6 


esp 证 ws 


Pear 和 one 
0 Ap oo merge 全 Sr 和 
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并 且 所 达到 的 极 小 模 量 为 
Iax |Pu。 八 )| =1/Tn(a) (13.7.39) 
与 此 同时 ，7。(z) 的 零点 (13.7.34) 变 为 Pn( 人 名 的 零点 
Pi (os) 一 0 几 一 Br-i[a 一 cos( 夭 一 1)m/2m0]， 天 一 二 0， 入 (13.7.40) 
它们 都 在 区 间 ( 寻 ，65) 之 内 。 考 虑 到 条 件 忆 w(0) 一 1 


Pon(E) 一 匡 Q 一 噬 易 (13.7.41) 
与 (18.7.17) 相 比较 , 便 可 以 得 到 迭代 参数 , 比如 说 
Cg 一 az1， 丰 一 上 pv，O (13.7.42) 
每 一 个 参数 os 对 应 于 Pow(E) 的 一 个 零点 。 显 然 也 可 以 将 零点 的 次 序 任意 排列 , 可 以 到 
ax 一 (aos) 一， 1 一 二 ， 1 (13.7.4) 


这 里 {oa，cs， …，om} 是 证 2， …，m} 的 一 个 任意 排列 。 顺 序 的 选择 涉及 计算 的 稳定 性 ， 
详 见 18.7.4 节 。 
由 于 (13.7.32) 
ax | 了 me) [= | PE 一 [Po)| 一 max| 了 mw(69) 1=p(Gm (13.7 人 4) 
因此 
om 一 D(Gn) 一 /下 (ac)<< 工 (13.7. 和 5) 
迭代 次 数 取 为 周期 四 的 整数 倍 时 方法 收敛 。 由 于 这 个 方法 是 与 切 氏 多 项 式 相 联系 的 , 因此 
也 叫做 切 氏 和 迭代 法 或 切 氏 加 速 法 。 
在 这 个 方法 中 , 优选 迭代 参数 wu …，ww 取决 于 两 个 参数 即 语 的 最 小 和 最 大 本 征 值 二 ， 
上 ,。 对 于 模型 问题 或 者 对 于 系数 阵 具 有 “性 质 4 的 情况 (13.5.4 节 ) 抢 阵 @ 的 本 征 值 正 负 
成 对 出 现 , 4= 7 一 G, 于 是 
外 一 En 一 1 一 凡生 一 上 az 一 1 十 凡凡 =pP(G) (13.7.46) 
因此 为 了 优选 ,只 用 到 一 个 参数 /, 与 超 松弛 法 相同 。 这 时 


名 一 和 风 6 一 上 
-za 全 
mo=p(Gn) -11T( 二 ) 
好 一 1 十 凡 c0s (2 一 二 mr 2 有 一 工人 


CN 一 (ao 一 ， 有 一 十， 0 


当 取 周 期 和 一 1 时 ,i(z) 一 ,Pu(6) 一 1 一 5 ma 一 1 ol 一 T。 这 就 是 普通 的 简单 迭代 法 。 


(13.7.47) 


1I3.7.2 平均 收敛 速度 
在 变 参数 法 中 , 阵 Go 的 谱 半 径 om 一 p(Gn) 可 以 迭代 字 次 累计 的 收 束 因 子 , 分 排 到 每 次 
适 代 则 相当 于 收 东 因子 (yn)& 因此 不 妨 规 定 所 谓 平均 收敛 速度 
一 一 了 m(on)5 一 工 (一 in rm) (13.7.48) 
来 估量 收敛 的 快慢 。 如 果 各 步 迁 代 取 同 一 常 参 数 ， 则 平均 收敛 速度 与 以 前 (13.5.2 节 ) 中 规 
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定 的 渐 近 收敛 速度 召 是 一 致 的 。 这 是 因为 , 如 果 每 次 选 代 的 谱 半 径 为 四 则 迭代 吧 次 的 谱 半 


径 为 加 一 ?Pr， 分 捧 到 每 次 则 Cm) 严 一 六 所 以 民 。 一 玉 。 
我 们 将 以 模型 问题 为 例 来 估算 切 氏 选 代 法 的 平均 收敛 速度 ， 驮 呈 全 丰 过 代入 泛 是 
弛 法 相 比 较 。 为 此 , 引用 一 些 有 关 的 参数 


放 半 -2 有 - 基 - 天 全- m/2Nm4Na/za V 万 =2N/mz (13.7.49、 


A 一 pP(G)， 情 一 一 腾 几 (13.7.50) 
1 一 p( 玖 ..)， 玉 * 一 一 7 (13.7.51) 
这 些 参数 只 有 一 个 是 独立 的 , 它们 可 以 互相 表达 , 例如 





1 一 WVI- 同 VD 一 4 4 
一 = 二 卢 --( 立 卫 1 一 一 -，R* 忆 一 (13.7.52 
了 十 \/I 一 1 (8 = VZ /也 1? 
上 
20” 2-L-1_ 2 PR 2 1 


根据 (13.7.47)， 机 7.33)， 对 切 氏 加 速 法 有 
mo ITn 二 )-~ 恒 [人 3+VW/ -1 )+ 二 -二 -1 
由 此 以 及 (13. 7.53)， 2 2m 的 两 种 表达 式 


二 2 
人 (13.7.54) 
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7m 一 否 严 (13.7.55) 


及 下 分 三 种 情况 来 估计 yw 和 羽 。 
(人 m< VD 即 思 ~ 工 的 情况 
利用 公式 (13.7.54) , 由 于 


下 2、/ 2 
工 一 -VI-(2 二 有 一 
Se (1 





全 十 荆 愉 力 
工 _ 2 织 二 下 一 2 久 信 ee 2 
G+wVI 辣 "0 Vi 闸 ) +- 万 ) + 人 (1 -万 ) 
4 -，2m(m 一 了 4 ，2m(m 一 了) 
RN D V3 2 





因此 
Rom -mn 有 (13.7.56) 


邯 平均 收敛 速度 约 为 简单 迭代 法 的 mm 倍 。 
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(9) my 罗 VD 即 mwoo 的 情况 
利用 公式 (13.7. 距 ) ,其 中 因子 -一 一 一 二 当 吧 很 大 时 趋 于 定 限 2， 于 是 


工 一 一 全 9 2 Ai 一 
人 
因此 人 
和 (13.7.57) 
平均 收敛 速度 约 为 优选 超 松 弛 法 之 半 。 


(3) mw WPD 即 和 与 VD 相同 量 级 的 情况 
利用 公式 (13.7. 哟 ) 。 命 加 一 1 VD ,81~1, 于 是 
员 4 kbv5 本 4 汪 本 
7 (1 7 st(1 -万 ) 忆 g-4 
-之 ]n mw 和 -- 亏 ln 9 过 [ln2 一 In(1L 十 e- 外 ) 填 
2 
V 7 


和 -次 [ln2- md+e-9]} 


玉 ， 之 CO， wu=-1 一 坟 [m2- 一 In (十 e- 多 )] (13.7.58) 





志 
cx 不依 顿 于 2B。 可 以 算出 具体 数字 得 


2 
mA TD 迟 0.66- 和 二- 
少 心志 


一 一 2 
MA2A/D， 忆 0.83- 二 
下 vVF 


2 


(13.7.59) 
M 玉 3、/ 0 人 





和 久生 /7 站， 忆 ,0. 98- 万 

由 此 可 见 , 切 氏 迭代 周期 取 轻 = co 时 , 达到 最 高 的 收敛 速度 BR- 地 妈 *, 相当 于 优选 超 

松弛 法 的 一 半 。 关 于 如 何 实现 思 = ec 的 问题 见 13.7.5 节 。 对 于 有 穷 的 周期 ，m 应 取得 足 

够 大 , 达到 \WD 的 量 级。 比如 , 取 季 所 3wWD ， 对 模型 问题 VD 扩 2N/m， 即 内 二 2N， 这 时 
达到 最 高 速度 的 90 多。 


18.7.3 有 关 参 数 的 试 选 方法 


在 切 氏 和 迭代 法 中 , 与 超 松 弛 法 一 样 ， 要 用 到 册 一 P(G ) 来 计算 优选 迭代 参数 。 当 风 值 取 
得 偏 大 或 偏 小 时 都 导致 收敛 速度 的 降低 。 为 了 达到 优选 效果 ,需要 对 进 行 子 估 , 可 以 在 先 
代 过 程 中 实验 地 定 出 几 方法 与 $ 13.6 相似 , 仅 细节 上 有 些 不 同 。 

一 个 简单 的 方法 是 在 开始 迭代 时 取 常 参数 oz= 了 也 就 是 作 简单 迭代 。 与 (13.6.8~9)， 


相仿 , 每 步 的 余 量 或 增 量 有 下 列 关 系 
Yi 一 4C47O tt3.7.60) 
au 一 CC) (13.7.61) 
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4CG4- 与 @G 有 相同 的 本 征 值 。 可 以 根据 余 量 (或 增 量 ) 利用 寡 法 来 定 @ 的 最 大 模 本 征 值 。 
比如 说 , 每 步 取 分 量 的 最 大 模 
一 Iaax | (13.7.62) 


作为 余 量 的 度量 。 由 于 @ 的 最 大 模 本 征 值 为 ww， 一 矿 两 个 , 而 @" 的 最 大 模 本 征 值 只 有 一 个 
双重 的 12。 因 此 wzs+z/mrx 不 收敛 而 w+a/rx 收敛 。 可 以 迁 代 到 后 一 比值 稳定 而 得 到 


人 pH2A IE 一 > 2 (13.7.63) 
对 于 增 量 也 一 样 。 这 是 一 种 “ 跳 步 ”的 寄 法 。 反 之 , 考虑 到 @ 的 对 称 性 , 可 以 取 增 量 的 内 积 
胡 一 (do do 一 六 (g)。 (13.7.64) 


作为 一 种 度量 。 这 时 就 无 需 跳 步 。 事 实 上 
四 = (di do)=(Gdo Gd) =(GrGdo don) = (GD，da) 
因此 
CTV/ 区 一 72 (13.7.65) 


取得 必 值 后 可 以 根据 V 五 = M 了 此 和 (13.7.59) 来 估计 应 取 的 周期 m， 然 后 根据 


(13.7.47), 定 出 参数 o，…，cwnm， 转 而 用 这 些 参数 进行 欠 代 。 
顺便 指出 ， 切 氏 和 迭代 的 收敛 范围 是 比较 宽 的 。 以 上 是 在 和 矩阵 司 = 了 -14 的 本 征 值 都 是 
正 实数 的 基础 上 导出 切 氏 迭代 法 的 。 设想 把 方法 中 用 到 的 参数 c，B 祝 为 形式 参数 ， 满 足 
a>1,， 68>0。 相 应 的 切 氏 和 迭代 一 个 周期 的 谱 半径 为 
7 一 AP(Cn) 一 max |Tm(x 一 克 ) 1/Tm(ol) (13.7.66) 


台 ， …, 所 表示 季 的 本 征 值 。 因 此 , 即使 盈 的 本 征 值 不 全 是 正 实数 , 或 虽 都 是 正 实数 而 其 最 
小 最 大 本 征 值 句 ,& 与 w，B 之 间 不 满足 关系 式 (14.7. 中 )， 只 要 上 式 右 端的 值 小 于 1， 选 
代 就 是 收敛 的 。 当然 只 当 氏 的 本 征 值 全 为 正 实数 并 且 满 足 (13.7.25) 时 方法 才 具 有 某 种 最 
优 性 。 


芭 .7.4 不 稳定 性 和 稳 化 方法 


一 个 严重 的 问题 在 于 当 周期 几 比 较 大 时 , 按 自然 顺序 (13.7.42) 取 参数 wy 一 ar os， 
ww 一 ai 时 计算 不 稳定 。 这 时 oil， ozl, …， o 寻 在 寺 轴 上 是 自 右 至 左 即 从 泵 的 最 大 本 征 值 
各 =1+ 六 一 端 起 逐步 左 移 至 最 小 本 征 值 各 1 一 4。 在 送 代 初期 ,例如 1 = 工时 


em = (To 四 司 )eo，mim 二 





相应 的 误差 曲线 为 


| 
-| 2 
I++ | 了 = 
这 表示 对 高 频 误差 (相当 于 妇 的 大 本 征 值 的 误差 分 量 ) 大 大 压缩 到 近 于 0, 而 对 低频 误差 ( 相 
当 碍 的 小 本 征 值 ) 则 有 少许 压缩 。 反 之 , 在 周期 终了 时 , 例如 丰 =mm 时 
eco) 一 (7 一 on 忆 ) em，awm 局 记 : 
相应 的 误差 曲线 是 


see mr -Hinoeraerpeaewigegaqesgageategeprigeppr hipoetraier com norotyw my mr 人 WIIIUoororrroy oo 





送 时 对 低频 误差 大 大 压缩 近 于 0 而 对 高 频 误 差 则 大 大 地 放大 。 

这 样 ,在 一 个 周期 结束 时 , 虽然 根据 (18.7.45) 理 论 上 误差 被 一 致 压缩 , 但 是 在 和 迭代 的 过 
程 中 每 步 都 有 舍 入 误差 , 基本 上 分 摊 到 各 个 本 征 分 量 上 ， 到 了 后 半 周 期 , 高 频 误 差 连续 地 作 
大 量 的 放大 , 造成 误差 的 恶性 积累 。 因 此 切 氏 迭代 法 按照 自然 顺序 (1.7.42) 实 质 上 是 不 可 
行 的 。 必 须 采 取 稳 化 的 措施 。 

稳定 化 的 一 种 方法 是 把 单 层 迭代 改造 双 层 迭代。 迄今 为 止 ,松弛 法 和 简单 多 代 法 都 是 
所 谓 单 层 的 , 即 计算 wxt 时 只 用 到 一 个 层次 vt 而 在 双 层 格式 中 则 要 用 到 vm 和 衫 两 
个 层次 。 在 双 层 形式 下 不 仅 可 以 实现 稳 化 , 还 可 实现 无 穷 大 周期 儿 一 co, 缺点 是 需要 存储 两 
片场 ， 详 见 18.7.5 节 。 这 里 先 介绍 另 一 种 比较 简单 的 稳 化 法 ， 只 是 将 切 氏 多 项 式 的 零点 
2 …，om 的 次 序 重新 排列 , 其 它 一 切 照 旧 , 保持 了 单 层 的 优点 。 

办 法 是 定 出 一 个 适当 的 排列 

{， 2， 站 7 一 {oa， Oo，…， On} 
也 就 是 
{oai， aa，…，amj 一 {ao ao ao 
使 得 依次 取 参 数 如 (4.43) 即 
1 一 (ao 一 oa 一 (oo om 一 (ooe) 

时 每 步 欠 代 都 保证 稳定 。 

显然 可 见 , 不 论 采 取 什 么 顺序 , 迭代 一 个 周期 后 的 误差 多 项 式 是 相同 的 


Pu 人 = 站 (wb= 站 Go 


对 于 迭代 的 每 一 次 8 一 二 …， 邓 Ew 可 以 分 解 为 两 个 因子 
Po 人 CE) 一 Qux(E)Rnz(E) 
0 的 -= 了- BorG- 且 G-o9 
QQ 表示 前 有 次 的 误差 多 项 式 ， 妨 oz 表示 后 叹 一 & 次 的 误差 多 项 式 。 
Qnz Biz 分 别 表示 前 寡 次 和 后 轻 一 下 次 的 误差 多 项 式 。 为 了 保证 全 过 程 的 稳定 性 ， 

应 该 要 求 

In8 驻 [xz() |， JIDQ8X |Rx(E)| 

1 < 余人 


对 于 8 一 1 2 …， 7 以 及 你 一 1 2 … 为 一 致 有 界 。 

这 种 保证 稳定 性 的 排列 mx 是 可 以 找到 的 。 当 周期 四 为 2 的 整 次 等 即 宅 一 么 (3>>0 整数 ) 
时 特别 简单 , 可 以 递 推 地 产生 [5] 。 

对 于 和 m= 风 的 排列 记 为 {c 人 ，…， co 名 }。 取 {c 和 他 一 { 人 全， 依次 把 fc 人 …， cg) 的 
第 4 项 cf 代 以 两 项 c 人 >, 空 二 1 一 人 2” 即 得 排列 {c 多 ，…，c 旬 }。 这 就 是 说 

af@ 一 1 
0 各 一 aP，0 轩 一 中 十 1 一 CD 一 二 223 8 一 2，… (13.7.67) 

注意 这 里 每 一 对 os- ca 对 应 于 切 氏 多 项 式 左 右 对 称 的 两 个 零点 的 标号 。 当 8 一 0~ 生 时 
排列 的 具体 形式 如 下 
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2 一 2 一 1， {} 
加 = 一生 一 2， 人 对 
人 一 22 一 4， 人 ,4 2，3} 
人 一 2 一 89， 1，8, 4 5 2 7，3,，6) 
1 一 24 一 16，{1，16，8，9,，4，13，5，12，2，15, 7，10, 3,，14,， 6,， 11} 


183.7.5 递 推 的 切 氏 迭代 法 


在 以 上 我 们 是 事先 规定 周期 m， 通 过 中 个 零点 来 构成 切 氏 多 项 式 和 相应 的 单 层 和 迭代。 
事实 上 切 氏 多 项 式 还 可 以 通过 “三 项 ” 递 推 公式 来 构成 , 从 面 得 到 双 层 的 即 联系 到 “三 项 ” 
0 We 的 迭代 格式 。 这 种 和 迭代 法 是 稳定 的 ， 并 且 无 须 预定 局 期， 相当 取 周 其 
吧 一 co， 因 此 达到 最 优 的 收敛 速度 召 。 为 优选 超 松弛 法 的 一 半 。 对 于 模型 问题 或 一 般 的 五 
点 差分 格式 则 还 可 以 进一步 改造 为 单 层 的 迭代 格式 , 收敛 速度 提高 到 与 优选 超 松 弛 法 相等 ， 
但 比 后 者 改善 了 初期 收敛 性 , 这 就 是 13.5.5 节 中 的 变 参 数 超 松弛 法 。 

我 们 从 误差 公式 (18.7. 巧 )，(13.7.19) 出 发 ， 





em 一 Pu(A)eo， 和 一 二 2 (13.7.69) 
Pu 人 -- 二 -To 人 a 一 ) (13.7.69) 

和 mm 一 了 (oa) (13 .了 . 7 了 70) 

-&+i 8-_ 2 13.7. 寻 

人 一 6 上 .6 一 《1 ) 


利用 Zr 的 “三 项 ” 递 推 式 
?0 (2Z) 一 下 人 (2Z) 一 0 全 1 (2) 一 2z7 (2Z) 一 人 1 《2z) 
可 以 导出 mm，Pn(E，P( AI) 的 “二 项" 递 推 式 


To 一 了 二， TLQ Ti 一 207n 一 Ton 1 (13.7.72) 
PuG) -1 Pi = 评 (ae 一 0，rtaPaa 人 ) 
一 2rn(a 一 BE 一 rm_IP 1() (13.7.73) 


Po( 人 )- 民 PCD) -二 (af 一 8 人 ,rntzPua( 人 ) 


区 (ar 一 84)P 4) 一 miP。i(G) (13.7.747: 
对 最 后 一 式 两 端 右 乘 以 向 量 e%)， 即 得 
ec 工 (az 一 64)eo) 、 ] 
1 (13.7.75) 


Tm+ieontTD 一 2rn(aT 一 64) en) 一 Tn_1eCT) 
命 经 为 代数 方程 组 的 真 解 
Ag 一 8，em 一 2 一 8 (3.7.76) 
殿 些 代入 (13.7.75) 并 利用 ro 的 递 推 式 (13.7.72) 可 得 


gearesesgeagqreaags 加.Ypyioeterte per aorpme ore 人 are 
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2 一 to 十 全 (8-- 4rxo) 


到 (人 +1) 一 二 [2cr 8) 十 (Tm41 区 2arn) 人 (mm 一 11) 十 28rn (8 Ne Aum) ] (43 7 77) 
弹 十 


7 一 工 ， 2， 本 本 日 


命 
于 是 上 式 可 以 统一 表 为 


GOi 一 工 ， am 一 207m/Tn+l， 已 一 十， 2 0 


n+ 一 2 十 oa [二 (O 一 4 人 oo) 上 um 一 wo- 亿 一 0， 工 


(13.7.78) 


， (13.7.79) 


这 里 初始 场 wo 可 以 任 取 并 约定 &- 一 0。 上 式 也 可 表 为 “ 增 量 " 的 形式 , 可 能 更 方便 些 


do 一 (omi 一 了 cm 二 aonl。 帮 (6 了 um) 


2lCntD) 一 2 人 0) 十 Con+2D)， 0 一 0， 1 二 
这 里 约定 初始 增 量 场 CC 一 & oO， wo 可 以 任 取 。 
人 参数 wm 可 以 直接 用 递 推 式 产生 


4u 
4a2 一 加 





1 一 二 ， 人 Com+1 一 
2 一 
这 是 因为 ,根据 (18.7.78)，(13.7.72)， 
ai 一 QTo/1 一 二 
03 一 207i/T3 一 202/ (2arl 一 妇 ) 一 202/ (202 一 二) 


，l 一 2 3，…。 


而 方程 组 
COm+1Tn+1i1 一 2x7rn 一 0 
CmzTmn 一 2a7n_1 一 0 
Tm+i 一 207m 十 Tm 1 一 0 
有 非 零 解 ynii，rm，t7n-1， 故 其 系数 行列 式 为 零 ， 即 
cm+ioOm 十 4x2 一 4a2on1 一 0 
这 就 是 (13.7.81) 。 
对 模型 问题 以 及 系数 阵 具 有 所 谓 " 性 质 4”( 包 括 一 般 的 五 点 善 分 格式 尹 


站 1 ca 一 8- 并 ， nu=p8(G)，G=-T- 衣 
于 是 (18.7.79)，(13.7.80) 分 别 简化 为 ， 


gt 一 2 轴 十 onsi[ 有 一 必 w 二 am 一 am ，mm 一 0 了 


即 


8e40D 一 Un-0 二 on iD 上 Gu 一 wo-D]， 科 一 0， 1 … 
| 泥 ，. | CQ) 一 (wmii 一 十 ) 好人) 十 amtl (8 一 4um) 


和 人 一下) 十 故人 mt)， 儿 一 0， 1 ee 





2 4 
ci 一 二 ， CO03 一 2 一 12? CntT 本 一 OO 0 一 2， 3， ee 


(18.7.80) 


(13.7.81) 


(13.7.82) 


(13.7.83) 
(13.7.84) 


(13.7.85) 


(13.7.86) 


迭代 式 (13.7.79) 或 183.7.80) 是 双 层 的 , 是 切 兵 和 欠 代 法 的 一 种 变形 ,它们 实现 了 切 氏 多 


项 式 的 误差 规律 
em 一 Pu( 下 em 
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一 p(Pn(A)) =1/T(a)，mm 一 1 2 … 


设 友 是 对 称 阵 (在 模型 问题 确 是 如 此 )， 则 P。( 碌 ) 也 对 称 阵 。 对 称 阵 的 欧 氏 模 量 等 于 其 谱 
半径 , 因此 


lem1<1P。 人 De (13.7.87) 
jP。( GD)1=p(P。 (个 )) = 和 =1Ta(a)，mm=1 2 … (13.7.88) 
根据 (13.7.55)，(13.7.52)， 
2 则 1 WEI 厅 
IPT 于， 0 了 和 


这 是 色 的 单调 递减 函数 , 当 只 一 co 时 趋 于 0。 因 此, 对 于 欧 氏 模 量 而 言 ， 误 差 是 递 降 的 ， 保 
证 了 方法 的 稳定 性 。 注意 这 里 吧 一 0, 贞 … 可 以 无 限 增长 而 无 需 预 定 周期 ， 实 际 上 实现 了 
无 穷 大 的 周期 ， 因 此 可 以 发 挥 切 氏 和 迭代 的 最 高 效率 。 作为 双 层 格式 ， 对 于 未 知 向 量 & 需要 
存储 两 片场 , 在 有 些 问 题 中 会 成 为 负担 , 这 是 缺点 。 

对 于 模型 问题 或 系数 阵 具 有 性质 4" (包括 一 般 的 五 点 差分 格式 ) ,在 奇偶 顺序 下 , 差分 
方程 组 


4 一 
的 系数 阵 4 表 为 特殊 的 形式 (13.5.55) 
D， 4 了 0 
4= 刀 - 13.7.89 
| 21 | 了 ) 
1 ， 了 2: 为 对 角 阵 ， 于 是 

4-D24-| 本 4=-D-4， 4 一 D-L4， (13.7.90) 

人 0 Cs 
cG-C-4-|5 Co 一 一 Q， C:= 一 4 (13.7.91) 


相应 地 把 向 量 &&， 8 有 一 万 - 巧 分解 为 奇 . 偶 两 自 


“| 5-| | 6-54-[ 站]-[ 友 加 (13.7.92) 


于 是 迭代 格式 (13.7.14) 可 以 表 为 
奇 点 ， 玖 一 人 十 ont( 负 一 Goaag 一 中 ") 
1 
为 了 乔 清 楚 算 法 的 特点 , 写 下 奇偶 点 以 及 奇 . 偶 次 的 迭代 公式 
奇 次 , 奇 上 点， 一 00D 十 oontl( 和 一 Gatgm 一 zf2n-D) 
奇 次 , 侦 点 ; 2 一 2 十 oanti( 思 一 Gatem 一 wm-D) 
偶 次 , 奇 点 :Sr+2 一 2 十 oanta( 包 一 GatgntD 一 om 
偶 次 , 个 点 zer+2 一 2m 十 oant3( 记 一 Count 一 wm) 
注意 在 奇 次 奇 点 或 偶 次 偶 点 工作 时 只 用 到 奇 次 奇 点 和 偶 次 偶 点 的 值 ， 因 此 奇 次 偶 点 和 偶 次 
奇 点 的 闪 代 可 以 略 去 不 算 而 不 影响 和 迭代 的 进程 , 在 奇 点 上 只 保留 奇 次 值 , 偶 点 上 只 保留 侦 次 
值 。 因 此 得 到 


(13.7.93) 








{ 奇 次 ， 奇 点 8 一 2 十 ost (入 一 Gat2m 一 22m-9D) 人 


偶 次 , 偶 点 ， 022m+2 一 00 十 oo ia (名 一 Goiaentb 0) 


节约 了 一 半 存 储量 , 又 节约 了 一 半 工 作 量 , 相当 于 收敛 加 快 一 倍 。 这 里 把 普通 意义 下 的 全 场 
一 次 送 代 看 作 半 场 两 次 迭代 , 因此 在 普通 意义 下 的 吧 次 迭代 相当 于 2m 次 切 比 雪夫 和 迭代 。 这 
个 方法 就 是 13.5.5 节 所 述 的 一 种 变 参数 超 松 弛 法 (18.5.78~79) ,其 浙 近 收敛 速度 同 于 这 
选 超 松弛 , 但 比 后 者 改善 了 初期 收敛 性 (13.5.6 节 )。 
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第 十 四 章 有 限 元 方法 


有 限 元 方法 是 椭圆 型 方程 问题 的 一 类 数值 解法 。 它 的 基础 分 两 个 方面 : 一 是 变 分 原 
理 , 二 是 前 分 插值 。 从 第 一 方面 看 , 它 是 传统 的 能 量 法 即 李 兹 -加 辽 金 方法 的 一 种 变形 。 从 
第 二 方面 看 则 它 是 差分 方法 即 格 网 法 的 一 种 变形 。 这 是 两 类 方法 相 结合 取长补短 而 进一步 
发 展 了 的 结果 , 它 具 有 很 广泛 的 适应 性 , 特别 适合 于 几何 物理 条 件 比 较 复杂 的 问题 , 而 且 便 
于 程序 的 标准 化 。8$ 14. 工 介绍 与 酉 圆 方程 相等 价 的 变 分 原理 。$ 14.2 介绍 前 分 插值 , 重点 是 
三 角 剖 分 和 相应 的 线性 捅 值 。8$14.3 以 典型 的 二 阶 椭圆 方程 问题 为 例 说 明 有 限 元 离散 化 的 
全 过 程 。8$14.4 介绍 有 限 元 法 的 一 些 应 用 。 至 于 方法 对 四 阶 椭圆 方程 的 推广 以 及 对 于 众多 
物理 、 技 术 领 域 的 应 用 则 可 参考 专门 的 著作 。 


$1I41 变 分 原理 
14.1.1 机 圆 方程 的 变 分 原理 


一 般 的 椭圆 型 方程 边 值 问题 都 有 适当 的 变 分 原理 与 之 等 价 。 作为 典型 的 例子 ， 取 平面 

域 2 上 的 二 阶 变 系 数 椭圆 型 方程 
D OU O Du 
2: (5 本 二 (14.1.3) 

这 里 8B=B(o, 由 >0, j = 芒 都 是 予 给 的 分 布 。 物理 上 众多 的 平衡 态 和 定常 态 问题 都 
归结 这 个 典型 的 方程 ,或 其 简化 了 的 或 推广 了 的 形式 , 例如 弹性 膜 的 平衡 , 弹性 柱 体 的 扭转 
定常 态 的 热传导 或 扩散 ,静电 、 磁 场 ,不 可 压缩 无 旋 流 , 定常 渗流 , 定常 亚 声速 流 等 等 。 

由 于 方程 (44.1. 了 对 于 导数 是 二 阶 的 ， 为 了 保证 唯一 定 解 在 边界 922 上 要 给 定 一 个 条 
， 件 。 边 界 条 件 通 常 有 三 种 类 型 ( 见 第 十 三 章 8 13.1); 

第 一 类 : 2 一 化 

第 二 类 ，p 38 一 4 

第 三 类 ，B. 取 十 员 ur 
这 里 刀 %, 9 为 给 定 在 边界 上 的 分 布 ，6 就 是 68(z, 9) 在 边界 上 的 值 ，B>0; > 为 外 法 向 ， 
9>>0。 在 边界 的 不 同 区 段 上 可 以 取 不 同类 型 的 边界 条 件 。 由 
于 第 二 类 边界 条 件 可 以 看 作 第 三 类 当 ”s0 时 的 特例 , 故 边界 
条 件 一 般 地 可 以 表 为 


了 0， 凤 一 尼 (14.1.2) 
用 B 列 十 仙 一 4 (14.1.3) 
7 及 六 为 29 上 互补 的 两 个 部 分 ， 


00= 了 7 上 +7 图 了 4.1L 
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它们 本 身 又 可 能 分 解 为 几 个 不 相连 结 的 区 段 。 图 44 工 表示 一 个 复 连 通 域 ， 边界 上 打 毛 的 区 
段 为 Zoo 
对 应 于 方程 (14.1.1) 和 边界 条 件 (14.1.3) 可 以 构成 所 谓 “ 能 量 积 分 ” 


7 多 -| 二 [8( 老 ) +6( 澡 奴 ) ]- 包 oem+| [到 me 一 w] 本 04 


任 取 一 个 函数 v 一 %(z,，9%) ， 有 一 个 积分 值 V (0) 与 之 相应 ,因此 7 (由 是 “函数 的 函数 ”可 以 
叫做 泛 本 。 这 里 vy 二 次 地 依赖 于 公 ( 的 导数 ), 因此 是 一 个 二 次 泛 范 。 
重要 的 事实 在 于 : 由 所 有 满足 边界 条 件 
了 0， 凤 一 化 

的 函数 组 成 的 函数 类 &S 中 使 得 v 达到 极 小 值 的 那个 函数 即 极 值 函 数 v= 一 v(o, 9) 必定 在 9 
内 满足 微分 方程 ( 考 江 .1 而 且 在 边界 上 除了 在 fo 上 满足 (14.1.2) 以 外 还 在 To 上 自动 满 
足 边界 条 件 (14.1.3); 反之 , 满足 (到 .1T.1~3) 的 函数 = 一 (2，9) 也 必定 是 函数 类 8 中 使 得 
。 达到 极 小 值 的 函数 。 这 就 是 说 变 分 问题 


Jo) -| 二 [e( 有 ) +8( 品 ) - 风 azs+| | 二 w2 一 gw] 四 =- 极 小 (14.1.8) 


Te。 1 一 (14.1.6) 
等 价 于 边 值 问题 
-( 芒 8 全 + 六 8 珊 )- (14.1.7) 
T6 8. 字 十 员 =9 (4.1.8) 
To wx (4.1.9) 
即 两 者 有 相同 的 解 。 


这 里 变 分 问题 的 函数 类 8 内 的 函数 v 当然 默认 有 起 码 的 光滑 性 ， 例 如 具有 一 阶 导 数 


型， 店 以 使 积分 分 (14.1. 邹 有 意义 , 不 去 细 说 。 关于 等 价 性 , 仅 列 其 论证 要 点 如 后 , 细节 可 


参考 [H]。 
设 对 某 函 数 v 一 v(2， 急 给 以 “ 变 分 " 即 增 量 3 一 0v(2， 9 函数 从 汉 变 为 % 十 5 则 相应 
地 7) 变 为 Vv( 十 8， 不 难 用 宕 次 展开 的 方法 算出 
于 


JG@+5u 一 7 +37+ 二 827 (14.1.10) 
2- 用 e 吉 嫩 + 2 侣 人 -Jaujazm+| bw-9]3uds (14.1.107 
5 人 [ee) +R(3) ]m 四 +| 于 9(ao?ms (G4.1.10") 


这 里 视 3u 为 无 穷 小 量 ，8J 线性 地 依赖 于 v 又 线性 地 依赖 于 8u， 因 此 为 gu 的 同 阶 无 穷 小 
量 ,叫做 泛 函 ,7 的 一 次 变 分 。827 不 依赖 于 《但 二 次 地 依赖 于 8u， 因 此 为 3u 的 高 阶 无 穷 小 
量 ,叫做 .7 的 二 次 变 分 。 

我 们 要 求 忆 及 v 十 5u 都 属于 函数 类 8， 即 都 满足 边界 条 件 (14.1.3)， 因 此 3u 满足 对 应 
于 (14.1.2) 的 齐 次 边界 条 件 








571 


7o，8v =0 (14.1.11) 

满足 这 个 边界 条 件 的 函数 类 记 为 Se 设 ， 是 8 内 某 个 特定 函数 ， 则 8 内 的 任意 函数 " 必 可 

表 为 u=vw 十 8 而 8uESo。 显然, 对 于 一 切 guElo 恒 有 82J>0。 可 以 证 明 , 在 集合 Te 非 

空 ( 即 确 有 第 一 类 边界 条 件 点 ) 或 者 % 兰 0( 即 确 有 第 三 类 边界 条 件 点 ) 的 情况 下 ， 当 SuEl8n 

而 相应 的 357 = 0 时 必 有 8u=0， 这 就 是 说 二 次 变 分 3857 是 正定 的 ( 见 14.1.2 节 )。 从 

014.1.10) 中 各 项 的 量 级 比较 , 可 以 证 明 , 当 二 次 变 分 37 为 正定 时 (或 半 正定 时 ) ( 酉 圆 型 问 

题 中 绝 大 多 数 是 这 样 的 )， 函 数 w 在 8 内 使 7 达到 极 小 的 充 要 条 件 是 一 次 变 分 357 恒 为 零 ， 
即 

6J =Svy (UL，80) 一 0， 对 一 切 ES (14.1.12) 

现在 来 说 明 (14.1.12) 与 (14.1.7~8) 等 价 。 运 用 高 斯 积分 公式 


Je 估 - 区 + 人 .各 ja 
Du 


0 volk ， 6 Du 
-外 巧 8 及 + 而 8 到 徊 如 + 人 8 琵 四 
和 边界 条 件 (14.. 芋 ) 可 得 
站 区 
2- 用 芒 8 琵 + 新 8 避 +1 和 t 友 8 束 +m-9jaud-0 

对 一 切 SuESu。 由 3 的 任意 性 可 以 推出 上 式 两 个 积分 号 下 的 [……] 恒 为 0， 这 就 是 (14.1.7 
~8) 。 反 之 当 (14.1.7~8) 成 立时 (14.1.12) 必 也 成 立 , 故 (14.1.12) 与 (14.1.78) 等 价 。 
因此 变 分 问题 (14.1.5~6) 与 边 值 问题 (14.1.7~9) 等 价 。 

泛 函 的 一 次 、 二 次 变 分 实质 上 是 普通 多 元 函数 的 一 次 、 二 次 变 分 的 推广 。 事 实 上 对 于 天 
数 五 (Cr …，) 的 变 元 加，…， 思 给 久 增 量 8z，…，8z 则 有 

下 (oO 十 zl， 2 2 十 zu) 一 万 (2， 2x) 十 3 十 误 82 太 (14.1.13) 


1 Tw soF 
可 8 “一 可 ,名 Dui001 5z0w 


BF，3 有 便 是 不 的 一 次 、 二 次 微分 。 在 微 积 分 中 熟知 有 极 值 原 理 ; 当 在 某 点 (zi，…，zn) 
的 二 次 微分 0287 作为 ct 人 6a， 的 二 次 型 为 正定 (相当 于 在 (zu+， ”3 Zn) 的 二 阶 导 数 


降 褒 拓 为 正定 邱 阵 ) 时 ,该 点 (ob …，m) 为 下 的 极 小 点 的 充 要 条 件 为 
0 太一 1 0 8zl on) 一 0， 对 一 切 Sci，…，5za (14.1.14) 





这 也 等 价 于 
.3 -0 . -98 -_ (14.1.15) 


因此 役 植 问题 万 (2，…，2) =Inin 等 价 于 解 方程 组 (14.1.15) 的 问题 。 以 上 87，827 分 别 
对 应 于 8 媚 ， 33 有 7，(14.1.12) 对 应 于 (14.1.14)、(14.1.78) 对 应 于 (14.1.15)， 而 变 分 问 
题 (14.1.5~6) 与 边 值 问题 (14.1.7~~ 旬 的 等 价 性 对 应 于 函数 卫 的 极 值 问题 与 方程 组 
(1 二 ) 的 等 价 性 。 


on aaaaenntwegeereea 


st 
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上 面 建立 边 值 问题 与 变 分 问题 的 等 价 性 时 用 了 高 斯 积分 公式 ， 它 仅 当 有 关 场 量 有 一 定 
的 光滑 性 才 是 合法 的 ， 例 如 当 系 数 B 为 连续 函数 时 就 是 这 样 。 当 介质 系数 6 有 间断 时 ， 命 
其 间 断 线 为 五 (图 考 江 中 的 虚线 )， 它 把 区 域 2 分 割 为 几 个 子 域 ， 为 简便 计 ， 设 分 为 两 块 
20=-20 TO 在 卫 上 规定 从 2 指向 2 的 方向 为 法 线 上 的 方向 , 于 是 


[mm 人 -am 人- 


缚 分 


在 子 域 2-，@7” 内 场 量 分 别 是 光滑 的 , 可 以 运用 高 斯 积分 公式 ,由 此 不 难 算出 
有 中 [天 8 到 + 太 1 至 + jsuada ol+| (8 如 ) 


过 (8 至 门 pas+| [8 冯 +m-9]u ds=0 


由 些 可 以 得 出 结论 : 在 介质 系数 68 有 间断 时 , 变 分 问题 (14.1.5~6) 等 价 于 边 值 问题 
Du C 


-5 - 们 6+ 训 0)-， 


5 (6 全 -6 参 )-。 


DO7 C7 





(4.1.16) 
4， 8 下 十 yrg 
人 Z 0 央 一 尼 


这 里 与 (14.1.7~~9) 比 较 ,多 出 一 个 在 间断 线 工 上 的 交界 条 件 
五 (8 至) (8 经 ) (4.1.17) 


综 上 所 述 , 微分 方程 (14.1.11) 连同 其 第 二 、 三 类 边界 条 件 , 以 及 介质 系数 有 间断 时 的 交 
界 条 件 都 可 以 从 适当 的 变 分 原理 导出 。 应 该 注意 的 是 ， 在 解 微 分 方程 时 , 第 二 、 三 类 边界 条 
件 以 及 交界 条 件 都 必须 作为 定 解 条 件 列 出 ; 而 在 解 相应 的 变 分 问题 时 , 这 些 条 件 被 极 值 画 数 
自动 满足 , 无 须 作为 定 解 条 件 列 出 , 因此 称 这 类 条 件 为 自然 边界 条 件 。 反之 ,第 一 类 边界 条 
件 一 一 如 果 有 的 话 一 一 在 变 分 问题 中 与 在 微分 方程 问题 中 一 样 ,必须 作为 定 解 条 件 列 出 , 这 
类 条 件 叫 做 强加 边界 条 件 。 强 加 边界 条 件 比 较 简单 , 在 这 里 只 涉及 v 本 身 , 而 自然 边界 条 件 


则 比较 复杂 , 涉及 到 忆 以 及 法 向 导数 至 ， 当 边 界 以 及 介质 间断 线 的 几何 形状 复杂 时 ， 处 理 


是 比较 困难 的 。 此 外 微分 方程 (14. 工 . 雪 ) 中 含有 二 阶 导数 , 变 分 原理 (14.1.5) 中 只 含有 一 阶 
导数 。 因 此 , 直接 从 变 分 原理 出 发 来 进行 离散 化 和 数值 解 是 有 利 的 。 有 限 元 法 就 是 这 样 , 由 
于 它 在 离散 化 时 采用 了 剂 分 捅 值 方法 ,上述 有 利 因素 可 以 得 到 充分 发 挥 。 

变 分 问题 与 边 值 问题 的 等 价 性 还 可 以 推广 到 更 复杂 的 情况 , 例如 


7TGO=-| | 司 [ 名 6 杂 下 + -/amam 








汪 | [去 me- ww]e= 极 小 (14.1.18) 


了 0: 化 一 北 


等 价 于 


-sr 一 一 ev veeeeeeresgeigaageggegegegeaggggpqageererryy rresipqggprgerresepappre RareirerereteirrmrnimrrirriNtieros am 一 一 一 一 一 一 
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必 (六 tw 到 ) (党 6 到) 8 (14.1.19) 
Z0: 立 ou 下 十 7 一 9 
【70o， 一 公 

这 里 将 ww 9 记 为 wm， za，(zi，23) 是 法 向 余弦 ，65 一 Bi(z,， 9y) 是 对 称 正 定 阵 ,各 向 异性 的 介 
质 系 数 就 是 作 些 形式， 了 为 系数 5 的 间断 线 。?y>0, 通常 反映 环境 的 反作用 ,例如 在 热 传 
导 问 题 中 相当 于 介质 与 环境 之 间 的 热 交 换 系 数 ， 在 弹性 力学 中 则 相当 于 基础 的 弹性 系数 等 
等 。 可 以 见 到 , 这 里 自然 边界 条 件 的 形状 更 复杂 , 因此 变 分 原理 的 有 利 因素 更 显著 。 

将 (14.1.18~19) 中 的 2 理解 为 三 维 空间 w，za，2s 中 的 立体 ， 工 Zoo， 7 了 解 为 二 维 
面 ， 求 和 下 标 改 为 名 J=1 2, 3， 则 问题 就 推广 到 三 维 的 情况 。 如 将 2 理解 为 一 维 区 间 ， 
Ze， 7Z 0 理解 为 边界 点 , 了 为 2 内 部 的 离散 点 , 和 9 一 1， 问 题 便 简 化 为 一 维 的 , 即 


7 的 -二 [8( 琵 ) +y]- 光 ae+ 列 一 加 - 委 仆 Cd o0 


《0: 化 一 化 








等 价 于 2 


站 (8 融 ) -(@ 融 ) -0 《4.1.20) 


有 s8 形 十 Wu 一 





(了 To，& 一 世 


这 里 。 在 右边 界 上 为 十 十 在 左边 界 上 为 一 1。 


14.1.2 ”关于 变 分 问题 的 正定 性 


对 于 变 分 问题 , 例如 (14.1.5~6) ,我 们 说 二 次 变 分 827 是 半 正 定 的 ,如 果 
SaJ(3u) >0， 对 于 一 切 SuESu (14.1.22) 
当 系 数 6>0, 9>0 时 , 根据 表达 式 (14.1.10 ) 显 然 可 见 (14.1.22) 成 立 , 即 半 正 定 。 如 果 除 
了 满足 (14.1.22) 以 外 还 进一步 满足 
SuE8So 327(3u) =0->9vu=0 (14.1.23) 
则 称 为 正定 的 。 如 果 这 一 补充 条 件 不 满足 , 也 就 是 说 存在 SuESo，6vw 去 0 而 能 使 
327J(3u) =0 
则 称 为 退化 半 正 定 的 。 
现在 来 证 明 ， 当 满足 下 列 两 条 件 之 一 时 ，827 为 正定 。 
(bb 7o#0( 非 空 ), 即 边 值 问题 确 有 第 一 类 边界 条 件 的 区 段 。 
《2) ?去 0， 即 在 Ze 上 含有 区 段 Zs#0( 非 空 ) 使 得 在 Ts 上 9>0， 这 就 是 说 边 值 问题 确 
有 第 三 类 边界 条 件 的 区 段 。 
事实 上 ， 由 于 表达 式 (14.1.10) 的 积分 号 下 都 是 正 号 的 平方 和 ， 因 此 当 0827 (6x) =0 时 


-revroar 
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必 有 
亏 hv= 坝 30v= 0 一 vv 三 c 一 常数 ,在 2 上。 
由 于 0vxE8So， 故 由 ( 知 在 To 上 8v=0， 因 此 在 2 上 3w=c=0。 如 果 人 不 被 满足 ， 则 由 
《2) 知 在 Ts 在 3%v 一 0, 因此 同样 有 Su= e -=0。 
当 条 件 ( 蕊 ，(2) 都 不 满足 时 实际 上 就 是 所 谓 第 二 类 边 值 问题 。 这 就 是 说 To=0 ( 空 ) 即 
0 一 6 并 且 7=0。 这 时 变 分 问题 (14.1.5~6) 退 化 为 无 条 件 变 分 问题 
证 后 -| 全 [e( 到 ) +8( 下 ) ]- /ja 四 下 ov 必 一 极 小 (14.1.24) 
函数 类 吃 与 8。 一致 ,边界 上 不 受 约束 , 而 二 次 变 分 简化 为 
工 xs ff 0D8 \? D8v 们 
去 8 7G9 -人 [人 2 +( 5) ]azm (4.1.35) 
等 价 的 边 值 问题 则 成 为 第 二 类 的 , 即 
O OU 0 OU 
人 
OU AN Gu 
7 (68 好) -(8 聊 ) =0 (14.1.26) 





0 
20: 6 光一 


从 上 面 在 条 件 思 ，(2) 下 正定 性 的 论证 中 可 以 看 到 ， 当 条 件 (，(2) 都 不 成 立 ， 即 对 于 
(14.1.24) 的 情况 ,二 次 变 分 是 退化 的 , 即 
837 (3v) =0 侈 0v 三 c 一 常数 
”在 正定 即 非 退化 的 情况 , 问题 (14.1.5~6) 即 (14.1.16) 有 唯 -- 解 ,而 在 退化 的 情况 ， 问 
题 (14.1.24 即 (14.1.26) 可 以 没有 解 , 有 解 时 也 不 唯一 。 这 是 一 个 很 大 的 区 别 。 在 退化 的 
情况 , 可 以 证 明 ( 参 看 第 十 三 章 813 .1)， 
荆 _ 齐 次 问题 , 即 f=0,， 9=0 的 情况 , 也 就 是 


Ju) -| 全 [8( 训 ) 汪 p( 下 ) ww dy 一 极 小 (4.1.27) 
成 
元 (8 杂 ) -(8 到 ) -0 Gd4.1.28) 
30， 8 末 -0 
有 无 穷 多 非 零 解 , 可 以 表 为 
2 三 5 一 常数 (14.1.29) 
2. 非 齐 次 问题 ( 取 .1.24) 或 (14.1.26) 有 解 的 充 要 条 件 是 
7acm+ rm-0 (14.1.30) 


通称 为 协调 条 件 。 当 协调 条 件 (14.1.29) 被 满足 时 , 非 齐 次 问题 (14.1.24) 或 (14.1.26) 的 通 
解 v 可 以 表 为 一 个 特 解 勾 和 相 齐 齐 次 问题 (14.1.27) 或 (14.1.28) 的 通 解 之 和 , 即 





和 Sa 4 -一 一 一 一 一 ~ -一 一 一 一 -一 一- 
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& 一 羡 十 6 (14.1.31) 
协调 条 件 (14.1.30) 在 物理 上 是 自然 的 。 例如 ,把 (14.1.26) 理解 为 不 受 约 东 的 薄膜 平 
衡 问题 , 六 9 为 外 载荷 ,条件 (14.1.30) 表示 外 载荷 达成 平衡 ， 显 然 只 有 当 外 载荷 本 身 达成 
平衡 时 ,不 受 约 束 的 薄膜 才 可 能 达成 平衡 。 齐 次 问题 的 非 零 解 (14.1.29) 相 当 于 刚性 位 移 为 
不 受 约束 不 受 载 荷 的 薄膜 的 平衡 位 移 。 
上 面 所 举 的 变 分 问题 中 , 二 次 泛 函 都 是 半 正定 , 包括 正定 或 退化 ,能 量 y 所 达到 的 极 人 
是 极 小 值 。 在 有 限 元 方法 中 大 多 数 实际 问题 都 属 此 类 。 但 是 也 有 一 些 实际 问题 中 人 们 要 求 
的 并 不 是 能 量 7 达到 极 小 值 而 只 是 所 谓 临界 值 ， 这 时 二 次 泛 函 为 不 定 即 8?7 可 以 有 正 值 也 


可 以 有 负 值 。 在 微 积分 中 ， 对 于 多 元 函数 PR(a， …， mi) 清 足 35- 一 0 …， -和 一 0 的 点 
(zi …， al) 的 点 叫做 临界 点 (或 吉 留 点 )， 相 应 的 瑟 值 叫做 临界 值 (或 逗留 值 )， 而 不 论 二 阶 


导数 阵 3 和 -是否 正定 ， 故 临界 值 可 以 是 极 小 值 ， 也 可 以 是 极 大 值 ， 也 可 能 都 不 是 。 类 似 


地 , 我 们 说 V (w) 在 函数 类 $S 中 达到 临界 (或 逗留 ) 是 指 其 一 次 变 分 恒 为 零 , 即 (14. 工 .12) 成 立 
而 不 论 二 次 变 分 8》v 是 否 正 定 或 半 正 定 。 在 我 们 所 讨论 的 典型 例 中 ， 变 分 问题 与 边 值 问题 
的 等 价 性 主要 是 通过 临界 性 建立 起 来 的 。 不 过 由 于 二 次 变 分 的 正定 性 ， 临 界 性 逐 成 为 极 小 
性 。 一 般 说 来 , 变 分 问题 可 以 根据 其 二 次 变 分 为 正定 或 不 定 ( 即 97 对 于 某 些 8& 取 正 值 ,对 
于 另 一 些 8x 取 负 值 ) 而 分 为 两 类 。 椭 圆 方程 中 的 势能 原理 多 属于 正定 型 的 。 椭 圆 方程 中 的 
余 能 原理 以 及 双 曲 方程 中 的 最 小 作用 原理 等 则 多 属于 不 定型 。 正 定性 对 于 变 分 原理 的 误差 
估计 和 收敛 性 论证 是 关键 的 ， 对 于 离散 化 后 代数 问题 的 解 算 也 是 有 利 的 。 但 在 不 定 的 情况 
下 也 并 不 妨碍 变 分 原理 的 实际 运用 ， 这 是 因为 变 分 原理 这 套 形式 工具 在 计算 实践 中 所 起 的 
作用 , 如 果 边 界 条 件 的 自动 实现 以 及 导数 的 降 阶 等 方面 主要 是 由 临界 性 带 来 的 , 与 正定 性 无 
关 。 


$ 14.2 ”几何 剖 分 与 分 片 播 值 


14.2.1 三 角 剖 分 


对 于 平面 区 域 作 章 分 时 , 基本 单元 可 取 为 三 角形 、 失 形 .四边形 、 曲 边 的 多 边 形 等 等 或 兼 
而 有 之 。 单 纯 的 三 角形 前 分 最 简单 常用 , 适应 性 较 强 , 因此 只 介绍 这 一 种 。 

设 有 平面 域 2, 如 果 2 的 边界 92 是 曲 的 , 则 总 可 以 裁 弯 取 直 , 用 适当 的 折线 来 逼近 , 这 
样 台 就 近似 地 代 以 一 个 多 边 形 域 , 仍 记 作 @。 

把 多 边 形 域 2 剂 分 为 一 系列 的 三 角形 , 更 确切 地 说 , 剖 分 为 

点 元 : 41， 42， 人 dv， 

线 元 ， 户 ，P2，…，Pxw 

面 元 ，C C2，…，Cnm 


No。 Mi，N。 为 点 . 线 . 面 元 的 个 数 。 面 元 是 三 角形 , 线 元 是 直线 段 。 每 个 面 元 以 三 个 线 元 为 


其 边 , 也 以 三 个 点 元 为 其 项 点， 每 个 线 元 以 两 个 点 元 为 其 端点 即 顶 点 。 如 果 区 域 2 的 内 部 
和 边界 上 的 介质 系数 如 8, ?9 以 及 户 9 有 间断 性 ， 则 间断 的 线 、 点 应 落 在 线 元 和 点 元 上 , 也 
就 是 说 剖 分 应 与 问题 本 有 的 分 割 相 协调 , 图 14.1 中 虚线 表示 内 部 的 间断 线 , 图 14.2 表示 对 
应 于 图 -1 的 一 个 剖 分 , 其 中 对 应 于 间断 线 的 线 元 仍 用 虚线 表示 。 
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如 上 把 点 元 、 线 元 、 面 元 都 上 了 号 并 给 出 

工 ， 点 元 坐标 (ze， go)，4 一 1 ， 2，…，Noi 

2. 线 元 两 顶点 的 编号 (az，mzat)， 一 TI， 2，…，Nai 

3. 面 元 三 顶点 的 编号 (pitkz，mak， ?at) ，1 一 1，2，…， 人 ai 
出 剖 分 就 完全 确定 。 

对 于 区 域 的 放 分 ， 除 了 如 上 所 述 必 须 与 问题 的 物理 条 件 
的 划分 相 协调 外 , 基本 上 可 以 是 任意 的 , 可 以 在 关键 或 关心 的 
部 位 加 密 , 在 另外 的 部 位 放 朴 。 这 种 灵活 性 是 有 限 元 法 的 一 个 
优点 。 但 是 也 要 注意 : (了 不 要 有 太 “ 扁 ”的 三 角形 , 即 和 避免 出 现 最 小 内 角 接近 于 0- 的 三 角 
形 ; (2) 前 分 疏 密 的 过 渡 不 要 太 陡 。 不然 的 话 , 会 引起 离散 后 代数 方 姐 组 系数 符 阵 的 病态 ， 
不 利于 解 算 ,并且 影 响 到 精确 度 和 收敛 性 。 

对 平面 域 2 作 三 角 剖 分 时 ,点 、 线 、 面 元 的 个 数 Wo，Wi，Ns 一 般 是 任意 的 , 但 它们 之 间 
有 一 定 的 比例 关系 。 首 先 , 有 尤 拉 公式 

No 一 Ni+Na=1 一 0 
也 为 域 Q 的 孔 数 , 单 连通 时 2= 0; 这 一 公式 不 限于 三 角 剖 分 ,对 其 它 衣 分 也 成 立 。 它 玫 示 ， 
不 论 怎样 剖 分 Wo 一 Wi 十 Ws 恒 不 变 , 是 区 域 2 的 一 个 拓扑 不 变量 。 此 外 , 每 个 三 角 元 以 三 
个 线 元 为 边 , 每 个 线 元 邻接 两 个 ( 当 它 在 内 部 时 ) 或 一 个 ( 当 它 在 边界 上 时 ) 面 元 , 因此 
3N=2N 一 人 
友 为 边界 线 元 的 个 数 。 在 计算 实践 上 ， 当 剖 分 较 细 时 ， 恒 有 Wi>Ni，No， Ni，Na>1 一 2 
因此 3 2N， Nis 3 N No NTNi=0 No=N Na-8 Na -Na=~ 寺 Na， 因 此 有 


2 2 2 
近似 的 比例 关系 





No:Na:NiRsT:2:3 
它 仅 对 三 角 剖 分 成 立 。 


]4.2.2 三 角形 上 的 线性 插值 


在 有 限 元 的 离散 化 中 , 特 解 函数 %(2, 9) 在 各 个 单元 上 用 适当 的 揪 值 函数 来 代替 ,最 简 
单 的 播 值 方法 就 是 三 角形 上 的 线性 捅 值 ,不仅 它 被 广泛 应 用 , 同时 也 是 其 它 三 角形 上 捅 值 方 
法 的 基础 。 

设 有 任意 三 角形 CO= (4i，42，4s) , 顶点 小 的 坐标 为 (2 9 ，5 一 二 2 3， 设 有 某 函 数 
&(z,， 幼 在 顶点 的 值 为 w=w(oo， 9y0，4 一 志 2 3， 要 求 作 
线 次 函数 即 一 次 多 项 式 

U(c, 急 王 az 十 0 十 6 


-43 


使 得 
了 (oai， 员 ) 一 0 十 9 人 十 C 一 人 
 ) 了 (ca3，ga) 一 gza 十 ga 十 C 一 ta 
(za，%a) 一 das 十 ba 十 c 一 ta 
为 了 方便 ， 在 这 里 以 及 以 后 各 节 恒 采用 下 列 统 一 的 记 
图 14.3 号 
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和 一 2 一 2 6 一 23 一 他) 6 一 全 一 入 
1 一 2 一 Ya3， ?2 一 0a 一 o， 73 一 人 7 一 203 
人 1 一 2203 一 030Wf2，03 一 0aV1 一 01Wg，03s 一 01V3 一 4201 








V1 作 工 
(14.2.1) 
万 = | za ob 工 | = 和 7 一 上 放 1 一 上 as 一 和 ra 一 上 ao 一 台 7a 一 ol 十 os 十 os 
Z3 ?as 工 
当 刀 >0 
Do= ||，s 一 Sign 一 | 0 


顺便 指出 , 当 4，4s，4s 作 逆 时 针 向 (如 图 14.3) 时 忆 >0， 作 顺 时 针 向 时 屋 <0。 三 角形 CO 
的 面积 (人 恒 正 ) 为 
ma=pwa 


由 前 列 的 三 个 播 值 方程 可 以 解 出 

















于 是 
QU, g -天 (ec 袜 ru-y 安 m + 它 ouu) 
为 了 方便 , 合 
No W) = (0 一 上 十 o)/D，i=1 2 3 (14.2.92) 
于 是 , 以 节点 值 mu，vwa, w 为 基础 的 线性 插值 函数 7 可 以 表 为 ， 
Dog) - 袜 Wu(Z，9) (14.2.3) 
函数 X% 一 X(z,， 幼 可 以 称 为 三 角形 上 线性 插值 的 基 函 数 , 它们 本 身 也 是 线性 函数 并 满足 


[二 当 4 
Ma(05， 扩 1) -ai-| 当 4 地 9 
顺便 指出 , 当 被 插 出 数 v(z,， 9) 自己 是 线性 函数 时 ， 它 的 三 顶点 线性 播 值 是 准确 的 ， 即 
&(V， 切 一 UV(w， 2)。 因此 ， 依次 取 v(z， 2 力 ) 一 IO， 4 时 即 得 恒等式 


I= 和 1 十 和 3 十 入 3 (14.2.4 六 
4 二 OA1 十 Oo 十 ZaXs (14 人 5) 
9 一 纺 和 Ai 十 ga 和 3 十 ya 和 as (14.2.6) 


基 函 数 x 是 线性 的 , 它们 的 偏 导数 是 常数 
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训 No 力 =WD 
p (14.2.7) 
可 和 (2Z，0) 一 一 纪 / 也 














01 A 3 OA 3 
了 了 
他 忆 Rs ONhi_ 总 
2 名“% 2 w6v 


在 有 限 元 法 计算 能 量 表达 式 时 要 用 到 X* 及 其 导数 的 乘积 的 积分 。 根 据 积分 公式 ( 见 
14.2.4 节 ) 


MSNBdzdy 一 一 一 2LPaLpaL 14.2.8 
站 2 《 ) 


C 


以 及 (14.2.7) 可 以 得 出 下 列 积分 形 
表 414. mwem 


CO 














ai ax 
和 CO 207 
Do(G 十 380)7124 
ai/6 INI 2DPo 
一 ei/6 一 50j12Do 6652Do 














上 





有 时 ,例如 对 轴 对 称 问题 ,需要 用 到 如 | …zazdy 形状 的 积分 ,全 
oo 一 于 (四 二 oo 十 击 ) 
于 是 根据 (14.2.8) 和 辣 上 的 方法 可 以 得 下 玫 
表 14.2 | ptzazmy 


C 




















ec eg 
六 
9 SS: 上 
1 2Z0Do/2 
和 (320 十 他) Do/234 (3x0 十 如 十 2z) DoGL 十 3z7)/120 
、 yo72 eni(3o0 十 她 ) /24 ITAX0/2Dn 
强 一 8012 一 8i(3xo 十 57) /34 一 6nyzo/2Do 5/2Do 





aaa ee 
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14.2.38 线 元 上 的 线性 插值 


取 三 角形 C= (4，42，4a) 的 一 个 任意 边 ， 例 如 线 元 (4，4a) 一 了 命 8 为 自 44 至 4。 
的 芝 长 变量 ，C 上 的 函数 wo, 轨 ， 及 其 插值 (cg) 以 及 基 函 数 xz, 在 吾 的 值 记 为 
:8)，U (8)， 和 (8); 由 于 )s 在 4s 的 对 边 即 (4:，43) 上 人 恒 为 0， 故 有 


Ts) - 袜 ii(s) (14.2.9) 


因此 , 在 刀 上 ,7 (9) 就 是 由 (9) 在 两 端的 值 , wa 所 产生 的 线性 插值 ， 与 第 三 个 顶点 值 央 
无 关 。 因 此 在 线 元 妃 上 , 独立 地 用 两 顶点 的 线性 插值 与 以 了 3 为 一 边 的 面 元 C 的 三 顶点 线性 
播 值 的 结果 是 一 致 的 。 


命 工 为 线 元 如 的 长 度 
显然 有 了 一 人 (一 Za) 十 ( 信 一 9) (14.2.10) 
he) -1- 半 ， ja(e) 一 立 Gd4.2.11) 
= 一/ -2 -1 即 5 一 (- 了 9 (Gd14.2.12) 


与 三 角 面 元 相 类 似 , 在 线 元 如 = (4:,，43) 上 有 下 列 公 式 
NO 0 的) 一 05， 人 7 一 二 2 
工 人 1 十 和 3 
2X=OIA1L 十 Za 和 3 、 
4 三 gA1i 十 WaXs 
















































了 入 30 mpal 了 _ , 
| 2 20d3 一 (1 (14.2.43) 
由 此 , 并 命 了 
Zo 一 可 (2 十 Za) 
则 得 下 列 积分 表 。 
表 44.3 | 而 通 表 14.4 人 卫 二 
二 = 
SS 1 和 .hi \ 1 和 
有 和 
1 二 工 00 
和 Ze | ZdG+516 | Gem+mZ/6 | (n+asa)Z/6 
襄 | (CD | Ca | CDo 强 | CDm | CDem+a/6| (Dosm 和 








总 结 上 述 , 对 于 @ 上 的 函数 (2, 切 ， 按 照 三 角 痢 分 分 别 在 每 个 面 元 作 线性 插值 ,它们 
在 相 邻 面 元 的 公共 边 及 公共 点 上 取 相 同 的 值 , 因此 拼 起 来 得 到 在 2 上 的 分 片 线性 播 值 函数 
Lo 切 ， 系 由 x(o 幼 在 各 顶点 4 …，4xw, 处 的 值 mW …， zw, 决定 ， (zz, 力 在 每 个 单元 
〈 面 、 线 .点 ) 上 就 是 有 关 顶 点 值 的 线性 插值 。 TU (2, 力 在 2 上 整体 上 是 连续 函数 但 一 阶 


wen wearsvs ar -apmmavemwv、 
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导数 有 间断 , 实际 上 是 分 片 常数 。 


在 三 角形 C= (4:，4s，4a) 上 作 播 值 和 微 积 分 运算 时 ， 线 性 函数 Mt，Xa，》s 占有 重要 地 
位 。 给 了 一 个 点 卫 的 直角 坐标 (z, )， 用 公式 (14.2.2) 可 以 算出 相应 的 (人 :，Xa，Xa)，)a， 
Xa，》s 中 只 有 两 个 是 独立 的 , 它们 满足 恒等式 (14.2.4) 

和 1 十 人 a 十 和 as 一 荆 

反之 给 了 满足 这 一 等 式 的 三 个 数 (Xu As ，》s) 则 用 (14.2.5~6) 可 以 算出 相应 的 (z, 力 。 因 
此 (Ma，X，X3) 和 (2, 幼 一 样 可 以 作为 坐标 ， 通 常 叫 做 重心 坐标 。 这 是 因为 ， 取 三 个 质量 xz， 
X?，》sa， 其 和 为 二 分 别 放 在 顶点 4i，4a，4s 上 , 则 这 个 质量 系统 的 重心 己 (w, 力 就 是 
__ NOT 十 和 30a 十 入 a08 

A1 十 和 3 十 和 人 s 


_ Ng1 十 和 abya 十 和 as 
和 1 十 和 3 十 和 s 


儿 一 人 101 十 和 aC3 十 和 323 


2 一 入 141 十 和 ay 十 和 aa 


这 就 是 公式 (14.2.5~6) 。 
()ay 和 Xa，Xs) 也 叫做 面积 坐标 。 事实 上 ， 设 点 书 = (2,， g 位 于 三 角形 4i4a4s 之 内 并 设 

4i434s 作 逆 时 针 向 ,于 是 了 4:4s，P4s4:1，P4:4s。 也 都 作 首 时 针 间 ( 见 图 14. 急 ， 并 有 面积 

公式 

21 人 急 

工 


So 一 和 人 41434; 本 


本 | 
ko| 乡 
己 








工 


& 二 和 A74s4， 3 和 去 (2 eg 十 o1) ER 和 NSo 


ho 








上 


As 本 人 P4:4， 于 


可 于 (pz 一 名 上 +o) 一 和 ao 








04 咱 玉 (nz 一 6 上 on) 一 和 ao 
0a 03 
因此 对 应 于 了 = (cz, 急 的 和 就 是 面积 比 8/So 4 一 二 2 3 
和 一 人 AP43:4a/A 人 di434a，)a 一 人 4s4/ 人 4i424a， AP44/A 人 414:4s 
了 


心 
FF 








(01) 


AN (9) 人 
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当 点 卫 = (o, 切 在 三 角形 C 上 变 时 , 相应 的 (Ma，》Xa，Xs) 的 变化 范围 是 
0 委 和 +， 入 ?，)3 魏 二， 和 十 和 3 十 和 3 一 工 
在 4 的 对 边 上 xs=00G=1 2,，3)， 44:，4a，4s 的 重心 坐标 则 是 (1，0，0); (0, 1，0); (0, 0， 
了 )。 
如 取 和 aa， 和 sa 为 独立 变量 ，Xas 一 一 和 一 Xa， 2 (14.2.2) 把 刀 平 面 上 的 三 角形 C= (4， 
42，4a) 变 为 ja)a 平面 上 的 三 角形 C，0 系 和 ai， 和) 和 1， 和 十 Nas 工 如 图 长 .5 这 个 变换 的 导数 
行列 式 就 是 0 


80u 和 -| ce 2 | - 工 
az，g1J Oha ”Da 让 
0 CU 


在 三 角形 上 求 积 分 时 , 变 到 重心 坐标 较 便 , 特别 当 被 积 函 数 本 身 C 用 重心 坐标 表示 时 ; 


| 人 )dzm= [Gu 二 和 让 CN Ga 


似 ” 一 纪 


二 了 0(w， 2 一 力 
ma 一 上 


疙 504. )) 











玉 本 
三 斋 | da | “0 
人 3 


表 14.5 三 角形 上 效 值 积分 公式 


| Po io as= 可 号 op hn 各)， 瑟 一 0 的 面积 











节 点 个 数 节 点 ， 坐 、 标 权 数 精度 次 数 
饮 (Ca，)a， Mg) P 多 
于 2 于 
1 舍 , 末 于 1 ' 
1 
8 于， 工 
1 1 
信 , 癌 9") 
人 27 
3 ”3 ”3 60 
(二 民 
了 1 8 8 
全 。 副 而 
1 1 
全 到 9) 
(1，0，0) 
《0， 于 5 0) 60 
7 和 0， 下 
和 业 
车 当 ， 动 0.225 
(om， Bl， B1) 5 
ai=-0.05961587 (8，o， 有 1) 0.13239415 
有 一 0.47014206 (8t，p81，od) 
aa 一 0.79742699 (oa，po，pPo) 
一 0.10128651 (Ba，aa，69) 0.12593918 
(Bo，8a，oo) 


er 
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据 此 , 并 利用 尤 拉 积分 
的 六 中。 !m1 
| 9 二 
就 可 以 导出 公式 (14.2.8) 。 
在 有 限 元 法 中 有 时 要 用 三 角形 上 的 数值 积分 ， 这 也 可 以 用 重心 坐标 来 表示 ， 其 一 般 形 
式 为 


| 天 Qiazt=- 宇 阅 pmPO 各 ， 和 ) 

Po/2 是 三 角形 C 的 面积 , (人 多， 和 ， 和 %%) 是 一 组 特定 的 节点 ，p) 是 相应 的 权 数 。 列 举 几 种 
常用 的 公式 如 表 14,5， 其 中 精度 次 数 % 是 指 公式 对 于 吨 次 多 项 式 为 准确 的 。 

在 线 元 如 = (4:, 43) 上 有 一 个 纺 长 坐标 s( 自 4 指向 4a) , 两 个 重心 坐标 (Ma, Xa) ,和 十 jc 
一 上 (网 1.2.3 节 )。 当 点 卫 = (9) 在 上 变 时 ,相应 的 (Xi，》a) 的 变化 范围 是 

0 委 和 和 as 二 和 十 和 3 一 工 
4 4a 的 重心 坐标 是 (1 0)，(0, 忆 。 取 入 为 独立 变量 Xa= 工 一 X:， 则 当 三 一 (9) 在 如上 变 
和 村 入 在 区 间 [0, 菇 上 变 ; 显然 有 积分 公式 
人 FoaG,naG)as=|， 下 (Ni， 1 一 0 | 灵 aa=I.ZOu， 1 一 Xe 

也 为 刀 的 长 度 。 据 此 以 及 尤 拉 积分 就 得 积分 公式 (14.2.13)。 

线 元 上 的 数值 积分 公式 也 可 以 用 重心 坐标 来 表示 , 其 一 般 形 式 为 


| .Pou 和 3)Qs 一 也 SpOD 厅 (人 ， )2) 
大 一 工 


(名 ， 和 名) 为 线 元 上 一 组 特定 的 节点 ，p) 为 相应 的 权 数 。 列 举 几 种 公式 如 表 14.6， 实 质 上 
就 是 普通 的 辛 浦 生 公 式 和 高 斯 型 公式 。 


表 14.6 线 元 上 的 数值 积分 公式 








| ,Fa has= 久 poP Op，))， 工 一 互 的 长 度 











节 点 个 数 节 点 坐 标 权 数 精度 次 数 
俯 Wd， 22) 人 及 
1 1 
全 一 1 8 
Co 1 四 
由 一 0.2113348654 , | 去 3 
1 一 ow 一 0.7886751346 人 
二 法 生 
( 舍 , 一 于 
(0，1) 1 
(FE 5 6 


1 1 
三 车 豆 ) 
om 一 0.1137016654 
1 一 om=0.8872983346 (1 





了 .2.5 三 角形 上 的 二 次 插值 


三 角形 上 的 三 点 线性 插值 是 最 简单 的 插值 方法 ,但 只 有 起 码 的 精度 。 可 以 构造 较 高 精 
度 的 播 值 , 首先 就 是 六 点 二 次 播 值 。 

在 三 角 面 元 C= (41，4。，4a) 上 上 到 六 个 点 作为 插值 节点 , 即 三 个 顶点 4i，43，4sa， 简 记 
为 二 2,，3， 以 及 它们 的 对 边 的 中 点 ， 简 记 为 由 瑟 6, 恒 约 定 工 与 和 企 2 与 甩 3 与 6 相对 ， 见 
图 14.6。 

函数 v(2, 幼 在 各 节点 (2， 9) 的 值 记 为 如 4 一 二 …， 6, 要 求 定 出 完整 的 二 次 多 项 
式 3 

U(z，g) 一 0 十 0o0 十 0at 十 0422 十 05001 十 Ge013 


注 足 
了 (ci 4 一 2 4 一 工 ， 和 6 5 4 
可 以 解 出 六 个 系数 ca，…，ae。 演 算 从 略 , 上 只 给 出 最 终 的 
结果 如 下 
UV(z, W -~ 冯 wii(Z，0) (14.2.14) 1 2 
这 里 w 可 以 通过 重心 坐标 Xi，Xxe，)s 表达 图 了 4.6 


人 幼 一 2X2 一 2 4 一 十 2 3 
9a(Z，9) 一 从 sja，95(2， 押 一 和 8Xy，Vge(2 幼 一 人)3 
| 都 是 二 次 多 项 式 。 如 果 注 意 到 在 十， 2， 3， 生 5， 6 各 节点 的 重心 坐标 (Ma， 入 3， )e) 为 (1 0， 


ozoooDG@ 志 东信 "和 却 使 吉 由 ms 


Our(0i 纺 ) 一 00， 妃 7 一 寺 | 6 
和 铂 此 公式 (14.2. 巧 ) 确实 就 是 所 要 求 的 二 次 揪 信 函数 。 
根据 复合 微 商 法 则 以 及 和 的 微 商 公式 (14.2.7) 避 得 避 及 的 一 阶 徽 商 ， 它 们 都 是 线 
性 的 。 


(14.2.15) 


aa IJ-yw su Duv8m 
0 


Do 二 这 
3 一 人 (4 忆 ， 4 一 | 2， 3 











2 一 和 (aa 十 ?aa) ， 3 一 和 (和 Xs 十 7aXa) ， 2 一 上 9 十 放 和 ea) Gd4.2.16) 
- -END，5 二 23 


费 时 一 4(E 和 s 二 ea)a)， 如 -~ 一 和 (ci 十 嫩 和 3) 
在 三 角形 C 的 任意 边 , 例如 线 元 3= (4:，4a) 上 , 由 于 在 此 边 上 Xe=0, 因此 
可 (8) 一 如 9i (8) 十 vaga(8) 十 Vega(8) 
点 6 就 是 4:4s 的 中 点 ,8 表示 自 4 至 43 的 弦 长 参数 (14.2.3 节 )。 因此 , 面 元 上 的 二 次 播 
值 在 每 个 边 上 的 值 就 是 通过 该 边 的 三 个 节点 (两 个 端点 ， 一 个 中 点 ) 的 二 次 搬 值 而 不 依赖 于 
位 于 此 边 以 外 的 其 它 节点 的 值 。 这 样 , 披 三 角 面 元 分 别 作 二 次 插值 后 ， 拼 起 来 得 到 在 Q 上 








一 46oNa 十 6aho)， 
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分 片 二 次 , 整体 为 连续 的 函数 ,一 阶 导数 为 分 片 一 次 , 但 一 般 有 间断 。 


Us) = 立 Wi(Z) (14.2.17》 





Y 一 2 和 4 一 和 一 工 ， 2 
人 (134.2.18) 
93 (3) 一 4N1As 
这 里 和 = 和 (9)， 见 14.2.3 节 。 相 应 的 导数 公式 为 
OU 。 Opi 
5 一 名 4 as 
如-(-D44N-D ji-1 2 (14.2.19) 
O 


-加 -40a 一 ia) 代 


将 分 片 二 次 播 值 用 于 有 限 元 法 时 , 需要 插值 基 函 数 w 及 其 导数 的 乘积 的 积分 。 可 以 根 
据 它 们 的 表达 式 以 及 积分 公式 (14.2.8) ，(14.2.13) 算 出 类 似 于 表 14.1~4 那 伴 的 表格 ,但 
比较 庞杂 故 不 列 。 事 实 上 , 在 程序 实现 时 , 宁可 采用 如 14.2.4 节 中 所 介绍 的 数值 积分 方法 ， 
反而 简便 , 并 且 有 更 大 的 通用 性 。 


$ 14.3 ” 变 分 问题 的 离散 化 
我 们 将 以 变 分 问题 (14.1.5~6) 为 例 说 明 能 量 积分 的 离散 化 。 为 了 说 明 一 般 的 原则 , 不 
妨 把 在 能 量 积分 中 增加 “点 项 "， 即 能 量 积 分 中 同时 含有 点 、 线 、 面 三 类 项 ， 这 样 问题 (14.1.5 
~~6) 稍 微 推广 为 如 下 的 形式 


工 Du \ Du \ 
7 并 1e( 侣 ) re 人 入门 -aa 
工 

+| [到 me 一 四 | qd8 十 名 [一 2 一 极 小 (14.3.1) 
DO，v -元 (14.3.2) 
这 里 @ 就 是 定 解 域 , 它 当 然 可 以 表 为 所 有 面 元 之 和 。0 0， 2oCO+380, 分 别 表示 需要 计 
算 能 量 的 线 及 点 的 总 和 。 (2 表示 施 以 强加 条 件 的 线 及 点 元 的 总 和 。 0 0，0o 可 以 不 仅 
仅 局 限 在 边界 2 上 , 而 且 可 以 展 至 2 的 内 部 。 已 知 系数 B, 轴 户 9, 分 别 定义 在 有 关 的 

部 位 上 。 问 题 (14.1.5~6) 就 是 2 = To O= 空 ,2o=7o 的 特殊 情况 。 
对 域 2 作 三 角 齐 分 ， 并 保证 这 个 剖 分 与 Q 原 有 的 分 割 及 系数 的 间断 性 相 协 调 ， 于 是 


7 (可 以 分 解 为 有 关 单 元 上 能 最 积分 之 和 
JGO- 久 


+p( 融 ) ] -所 az 


Sn 
Ar 
\S， 
人 
让 
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在 三 角 剖 分 (14.2.1 节 ) 的 基础 上 , 将 未 知 函 数 v(z, 分 代 以 由 它 在 顶点 4，…，4x, 的 
值 内 ，…，?wx, 产生 的 分 片 线性 插值 函数 (z,， 9) ,而 了 (wo) 代 以 了 (U)， 这 一 步 可 以 先 按 单元 
执行 (14.3. 工 节 ) 然 后 累加 起 来 (14.3.2 节 )。 


TI4.3.1 单元 分 析 


在 各 级 单元 上 , v 代 以 其 顶点 值 的 线性 播 值 。 由 于 放 分 与 2 由 系数 的 间断 性 相 协 调 ， 
故 在 每 个 单元 上 ,系数 B, 户 思 9 等 是 局 部 光滑 的 , 为 简便 计 , 不 妨 取 为 常数 。 
《一 ) 面 元 分 析 O= (4i，4， 权 汪 


3 I7 3 
Vw 了 一 w 3 -ww-5 5 -37 一 他 % 


or- 并 [e( 吕 ) re( 售 门 - 几 a 
由 于 


3 3 3 
坟 = 的 wu wM) 一 : as 
加 )- 吉 和 长 (加 六 训 m 知 呈 


wo=vyc(w， ta， vs) - 玛 Cg Pum- 字 Du 


因此 


(0) 一 CA 。 (CI 2 本 了 
af - 几 +7Nijazdo 


52=| | 区 


系数 B, y, 了 在 C 上 离散 成 为 常数 , 于 是 根据 表 14.1 得 到 
0 妨 = (8Bmimp 十 上 1) /2Do 一 0 和 
Mo 一 Do 
人 工 .18) , 面 元 积分 为 


ze-| 人 [es( 八 ) reo( 人 各) 入)+( 禹 训 ) 


十 po ( 十 放 ?]-/ 央 am 








po 一 Br 
则 用 类 似 的 方法 可 以 得 到 
cg ) 一 0 作 -用 es -3 如 十 Ba 多 十 2 5 


2 ON; 
十 Ga 0 + arm 


一 全 一 Bi 一 Bo7 十 26) /3Do 二 7Do( 二 35)/24 





2 同 前 。 
当 CO 一 (4 4 4 即 顶 点 标号 为 (or， 人 3， Ya) 时 ， 计算 Csj 妨 的 公式 中 用 到 的 坐标 
2 久 应 取 为 和 .ww 而 能 景 表达 式 中 凤 应 代为 wp 4 一 二 2 3, 因此 





当 86 
1 3 3 
wo 一 yo0o，ws， tw) 一 寺 光 dfgppoooi 一 衬 OO (14.3.3) 


应 该 指出 ， 对 于 介质 系数 如 B，… 采用 分 单元 的 离散 化 方法 事实 上 就 是 对 于 介质 间断 
人 性 的 一 种 自动 处 理 , 不 论 这 种 癌 断 性 在 几何 上 复杂 到 什么 程度 ， 只 要 前 分 是 协调 的 ， 即 把 介 
质 间 断 的 点 、 线 元 落 在 剖 分 的 点 、 线 元 上 , 就 自动 体现 了 交界 条 件 (14.1.17)。 

(二 ) 线 元 分 析 了 一 (4 43) 


演 2 
Vw IT 一 六 Wo 全 2 
工 


Ja ~yTa(D = 人 .全 0 


于 是 
Vs 一 Ja(， oo) -到 次 % Po 一 袜 bw 


4 及 -| INiXy0s 一 0 移 


5 人 os 
殖 


系数 办 9 在 了 3 上 取 常 数值 , 故 由 表 14.3 得 
ca 名 一 ?人 (1 十 8)7]6 
0 马 一 0/2 
在 有 些 问 题 , 例如 本 身 是 一 维 问题 如 (14.1.20) ,或 者 具有 复杂 结构 的 问题 中 , 能 量 中 的 
线 项 取 如 下 的 形式 


7 证 or 
这 时 


op-| 富有 +om-(-DAEEHTIEG+B/6= 


了 到 同 前 。 
当 马 = (4 ，4m) 即 顶点 标号 为 (mi，mz) 时 ， 计 算 时 用 到 的 坐标 co % 应 取 为 zw，gym， 
而 如 代为 ww = 二 2， 因 此 
人 - 王 冯 apunsin 一 六 Zu (4.3.4) 
(三 ) 点 元 分 析 4= (4a) 
在 点 元 4= (4) 上 离散 化 是 很 显然 的 。 事实 上 ， 在 顶点 4 处 %=z 如 , “的 线性 插值 也 
有 了 = 同时 , 能量 “积分 ”已 经 是 离散 形式 的 。 因 此 


VCU) 一 [一 pi 一 yx(Z) = Ja = 末 哈 wa 一 MO 
这 里 称 阵 的 ，0 拓 为 一 阶 的 , 均 退 化 为 一 个 数 


cd 多 =0 
22=p 
当 问 题 本 身 是 一 维 问题 , 或 者 在 复杂 结构 的 问题 中 , 能 量 中 的 点 项 作 如 下 形 文 


4 一 攻 JU 2 一 | 到 ct- 0 
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这 时 
oa 全 = 
4) 一 作 
当 4 4 即 该 点 元 的 标号 为 食 时 
.=7 (0 一 豆 oiduau 一 Mo (14.3.8) 


14.3.2 总 体 合 成 


能 量 积分 分 单元 离散 化 后 , 总体 的 能 量 就 成 为 
7 四 ~7T(CD -Too ou) 一 加 To+ 忆 Te+ 习 7 


于 No Ne 
一 人 思 Ce 一 名 De 


它 的 系数 矩阵 4= (cj) ,5 一 ie ad 人)，0402，…(14.8.1 节 ) 以 适当 的 方 
式 累 加 而 得 。 

为 此 , 在 解 题 开 始 应 具备 下 列 有 关 剂 分 的 几何 量 及 物理 量 的 信息 : 

1 点 元 的 标号 和 坐标 (zz gz) ，8 = 二 …，No。 

2. 2 中 的 面 元 的 三 顶点 标号 (pa，mas，was) 和 相应 的 系数 Bo， 访 8 一 二 …，Na。 

3. 92 中 的 面 元 的 两 顶点 标号 (maw as) 和 相应 的 系数 mr，965 8 一 二 …，Mi。 

4 和 4，2" 中 的 点 元 标号 ( 妈 ) 和 相应 系数 pu 8 一 二 …，Mo。 

呈 ，2o 中 的 点 元 标号 (和 ) 和 该 点 的 强加 值 iu 8= 二 …，  ( 见 14.3.3 节 )。 

此 外 , 应 根据 1.3.1 节 编 出 三 个 标准 化 的 面 、 线 点 单元 分 析 程 序 ， 它 们 能 从 单元 的 几 
何 及 物理 信息 产生 单元 系数 阵 。 

在 这 个 基础 上 , 总 体系 数 阵 的 合成 过 程 如 下 ; 

(1) 首先 对 待定 阵 4，8 的 全 部 元 素 置 0， 即 

0 一 ao，0 全 0， 人 1 一 1 No 

(2) 对 CEQ 逐个 作 面 元 分 析 , 也 就 是 根据 单元 顶点 序号 mw 和 坐标 zw yu(= 二 2 3) 
和 参数 6，y, j 算出 单元 系数 c 久 ，282 并 根据 (14.3.3) 把 它们 分 别 累 加 到 总 体 阵 4, 5 的 
适当 部 位 , 即 

0 护 十 oo 瑟 ao，00 十 0 一 Du 为 7 一 二 2 3 

注意 这 是 在 既 有 基础 上 的 累加 而 不 是 取代 ;不 同 的 单元 可 以 对 于 同一 位 置 的 系数 都 有 贡献 。 

(3) 对 BEBQ' 逐个 作 线 元 分 析 。 由 顶点 序 me 和 坐标 zw，gyn, 和 人 参数 马 轴 9 算出 线 元 
系数 阵 办 ，W2 再 按照 (14.3. 包 累加 

0 所 十 aom 一 Com 0 十 jn 一 D， 人 7 一 二 2 

(和 对 点 元 4EQ" 逐个 作 点 元 分 析 ， 根 据 顶 点 序号 1 及 证 2 算出 ci 0 总 再 按 

(14.38. 吕 累加 
5 多 十 ao，0 人 十 0 

全 部 单元 处 理 完 毕 后 就 得 到 总 体 矩 阵 4，B, 由 于 各 个 单元 矩阵 a 护 , a 镶 , c 风 是 对 称 

的 ,所 以 总 体 阵 4 也 是 对 称 的 ， 


4 一 Cj 人 7 一 耳 > Wo 


eyesmememememeeaeemeeeeeeuGRRIEIEIGRGEGEIGG 
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这 样 能 量 积分 即 二 次 泛 函 (0 就 完全 离散 化 成 为 多 元 二 次 函数 
0 -到 包 au 一 冯 buu (14.3.6) 


首先 考虑 没有 强加 条 件 的 情况 , 即 2o=0( 空 集 )。 这 时 原 问 题 (4.3.1~2) 成 为 无 条 件 
， 变 分 问题 
在 函数 类 & 内 定 使 得 (oo = 极 小 (4.3.7) 
这 里 如 是 所 有 不 受 强加 约束 的 ,具有 一 定 光 滑 性 使 得 积分 y(w) 有 意义 的 函数 类 ， 它 有 无 穷 
多 自由 度 。 离 散 化 后 , (14.3.7) 变 成 
在 函数 类 有 内 定 芭 使 得 (oO = 极 小 (14.3.8) 
这 里 仿 是 所 有 片 状 线性 捅 值 函 数 所 组 成 的 函数 类 , 是 8 的 一 个 子 类 , S'C8S, 8S' 只 有 有 限 多 
自由 度 ， 即 有 Wo 个 自由 参数 迪 ，wa，…，wr。 问题 (14.38.8) 就 是 多 元 二 次 函数 (14.3.6) 的 
无 条 件 极 小 问题 即 
定 人 参数 ，…，?wx, 使 得 了 (ca，…， ww 一 极 小 (14.3.9) 
根据 向 积分 中 的 极 值 原 再 (14.1.13~15)， 当 二 阶 导 数 孟 34- 正定 时 ， 极 小 问题 
(14.3.9) 等 价 于 解 方程 组 
-二 一 一 0， 4 一 …，No (14.38 10) 
由 于 (14.3.6), v 是 二 次 的 , 它 的 一 阶 导数 是 一 次 的 , 即 
到 aa 可 (ci3 十 aai)ta 十 于 (aaa 十 aa)jua 二 ， 一 = 儿 auu 一 和 
这 里 利用 了 对 称 性 wy=ax。 一 般 地 有 


有 oow 一 50， 了 
7 的 二 阶 导 数 则 都 是 常数 ,与 wu，…，w, 无 关 
SR 
GuiBlj 


因此 ， 当 系数 阵 和 = [aog] 为 对 称 正定 时 ， (um， …， wx) 使 二 次 函数 7 达到 极 小 的 充 要 条 件 是 
满足 线 代数 方程 组 
匀 own=t 4 一 二，No (14.3. 革 ) 
即 
4 一 0 (14.3.12) 
因此 变 分 问题 就 最 终 离散 化 为 解 线性 代数 方程 组 (14.3.11) 的 问题 ， 注 意 方程 组 的 系数 阵 
4, 6 就 是 能 量 函 数 (14.3.6) 中 的 二 次 及 一 次 部 分 的 系数 阵 。 
有 时 ,在 定 出 能 量 函 数 时 可 能 得 出 不 对 称 的 系数 阵 么 - [zxg] 。 由 于 二 次 型 的 系数 总 可 
以 对 称 化 而 型 值 不 变 


We No 工 
信 ) Ci 二 可 (Ci 十 Cit)200 
和 了 1 扩 人 1 


那 末 , 极 小 化 的 代数 方程 组 的 系数 阵 就 不 是 生 = [coj 而 是 它 的 对 称 化 
言 (4+47) 王 轩 (ou+aw | 





也 就 是 必需 经 过 对 称 化 才能 得 到 正确 的 代数 方程 组 的 系数 阵 。 如 果 在 单元 分 析 的 一 级 上 单 
元 系数 阵 一 一 小 抢 阵 一 一 是 对 称 的 〈14.3. 工 节 中 就 是 这 样 ) 或 进行 了 对 称 化 , 则 就 能 保证 
总 体系 数 阵 一 一 大 气 阵 一 一 的 对 称 性 。 
由 于 v 是 二 次 的 , 它 的 二 阶 以 上 的 偏 导数 均 为 零 , 故 有 
了 (4 十 Bu 2 WwW 十 Guy ) 一 (ia， ”3 2Wn) 十 7 (Ci Ni Gu …) 
Ja 十 St 二 Su) 一 Jo tv 十 37J (0 avs 3 Su 
+ 总 87(8u pu ) (4.3.13) 
这 07，9v 就 是 函数 v 在 点 (wa …，uwo 的 一 次 及 二 次 微分 


人 妆 认 - 2J su- 乌 ( 妾 sw 一 au (4.3.14) 


2 直人 ED 
了 (0 3 uv,) 忆 天 和 


从 (4.3.13) 中 各 项 的 量 级 对 比 也 可 以 看 出 , 即使 二 阶 导 数 阵 下 向 一 仅仅 是 半 正 定 , 也 
就 是 说 








Gu0ui 一 Ci8Gzi0ui (14.3.15) 


Ne 
到 加 wan8w>0 对 一 切 S8w, 4-1 …， No 


时 , 极 小 问题 ( 芭 .3.9) 也 等 价 于 解 方程 组 ( 茎 .3.10) 即 (3.1b)。 
泛 函 7y(O (4.3. 蕊 的 二 次 变 分 是 (参考 (414.1.10)) 


到 5 人 e( 生 | + dz 友 +| 到 (us 04.3.16) 


如 果 命 hv 为 由 bu，…，8uxv. 产 生 的 分 片 线性 捅 值 函 数 ,3vES , 则 由 14.3.1 节 ,14.3.2 节 
的 离散 化 方法 不 难看 出 ， 作 为 函数 V (wu，…， ) 的 二 次 微分 (14.3.15) 与 作为 泛 画 yw) 的 
二 次 变 分 是 一 致 的 , 即 

豆 52J(8w) = 也 3827J (3 Bu ) = 到 ,oupu8u (4.3.17) 


设 6>0, 9>0 并 且 % 埋 0。 在 此 情况 下 在 芭 .1.2 节 中 已 证 明了 二 次 变 分 (14.3.16) 对 
于 函数 类 8= 8o 的 正定 性 ,因此 在 其 子 类 尽 C8 上 当然 还 是 正定 的 , 因此 二 次 型 (14.3.17) 
正定 , 即 和 矩阵 4= [co 正定 , 从 而 保证 线 代数 方程 (14.3.11) 有 唯一 解 。 

设 6>0, "=0， 这 就是 所 谓 第 一 类 边 值 向 。 用 到. 工 .2 中 的 方法 可 知 二 次 变 分 对 于 8 为 
退化 半 正 定 , 而 且 

5827 (8v) = 0c>8v= 三 c 一 常数 (14.3.18) 

由 于 3w=cE8So, 即 相当 于 用 8 一 … 一 ww, 一“ 插 出 的 分 片 线性 函数 , 所 以 二 次 型 (14.3.17) 
也 是 退化 半 正 定 而 且 


Ne 
于 澡 wpubu-0esu-…-5ur-。 (14.3.19) 


因此 矩阵 4 是 退化 半 正 定 , 行列 式 |4| =0。 
对 此 退化 的 情况 , 按照 14 .1 





4 一 1 (14.3.20) 
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和 而 任意 非 零 解 可 以 表 为 这 个 解 的 常数 倍 即 “==c。 由 于 这 些 非 零 解 都 含 在 子 函 数 类 和 中 , 因 
此 离散 后 对 应 于 (14.3.9) 的 齐 次 问题 有 同样 的 非 零 解 即 

0 (4.3.21) 
而 任意 的 非 零 解 可 表 为 它 的 常数 倍 ， 即 迪 =…=wr=c。 注意 离散 的 齐 次 问题 (14.3.9) 就 
是 齐 次 线 代 数 方程 


钮 omw-0， 4 一 | 9 No (14.3.22) 
2， 非 齐 次 问题 4.3.8) 有 解 的 充 要 条 件 即 所 谓 协 调 条 件 是 
razw+| ras+ 吕 p-0 (14.3.23) 


各 


这 在 物理 上 相当 于 外 载荷 的 平衡 条 件 , 是 (14,1.30) 的 推广 。 当 有 解 时 ,任意 两 个 解 必 相差 
一 个 常数 即 相差 一 个 齐 次 问题 的 解 。 在 离散 化 得 到 退化 、 对 称 的 线 代数 方程 组 (14.3.11)， 
根据 线 代 数 的 初等 理论 ，(14.3.11) 有 解 的 充 要 条 件 是 右 项 向 量 = (2 …，bxw 与 齐 次 方 
程 组 (14.3.22) 的 基本 解 向 量 一 一 现在 就 是 (14.3.24) 一 一 正 交 , 即 


妾 5=0 (14.3.24) 
站 二 工 


这 就 是 代数 方程 组 (14.3.11) 的 协调 条 件 。 根据 14.3.1 节 ，14.3.2 节 的 分 析 方 法 可 知 % 
是 由 系数 户 9, 2 经 离散 化 而 得 来 的 。 问题 在 于 ， 当 原 给 的 系数 户 q, 2 满足 协调 条 件 
(14.8.23) 时 , 经 过 离散 化 后 是 否 自动 保证 (14.3.24) 成 立 ? 答案 是 肯定 的 。 如 果 在 单元 分 
析 中 涉及 万 w, 2 的 积分 是 准确 的 , 即 没有 作 任 何 近 似 , 则 可 以 证 明 

之 = | racm+| yds+ 罗 p 


全 


事实 上 只 须 取 %= 工 即 w 三 三 于 是 根据 (14.3.1，( 玛 .3.6)，(14.3.19) 即 得 
了 J (一 -| raza-|。 9ds 一 名 2 一 7 (on …，Wx) 一 一 之 iu 
因此 原 问题 的 协调 条 件 (14.3.23) 自动 保证 了 离散 问题 (14.3. 了 1) 的 协调 条 件 (14.3.24), 从 
而 保证 离散 问题 有 解 , 而 任意 两 个 解 向 量 的 差 是 一 个 常 向 量 。 在 实践 中 , 往往 对 户 9 ? 作 
近似 的 处 理 , 例如 取 为 分 片 常数 ,于 是 离散 化 后 有 可 能 不 严格 满足 (14.3.24), 例 如 
包 k=sx0 
对 此 可 将 到 稍 修改 , 即 
5 一 太一 bo 4 一 1 。…，Nn 

这 样 新 的 右 端 满足 协调 条 件 (14.3.24), 保证 退化 方程 组 有 解 ( 见 第 十 三 章 $13.3 之 末 段 )。 

上 面 的 例子 说 明了 ， 原 变 分 问题 的 正定 性 或 退化 半 正定 性 以 及 解 的 唯一 性 或 多 重 性 结 
构 , 经 有 限 元 离散 化 后 , 一 般 能 得 到 忠实 地 保持 , 这 是 有 限 元 法 的 一 个 优点 。 

当 原 问题 为 正定 或 半 正定 时 ， 离 散 方程 组 的 解 点 就 是 能 量 函数 7(u, …， uv) 的 极 小 
点 。 当 原始 变 分 问题 为 不 定时 , 通常 上 所 要 求 的 只 是 能 量 J 达到 临界 , 在 离散 化 后 , 系数 阵 
4 也 是 不 定 的 , 但 所 要 求 的 只 是 能 量 本 数 J (ur，…， wo) 达 到 临界 , 即 SC 一 0, 这 时 待 解 的 


方程 组 仍然 是 (4.3.1I1) ,不 过 它 解 点 不 一 定 是 Y 的 极 小 点 而 已 。 
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芭 .8.3 强加 条 件 和 缝隙 的 处 理 


在 有 强加 条 件 的 情况 下 , 还 需要 对 上 面 得 到 的 能 量 系数 阵 4, 8 作 适 当 的 处 理 后 才能 得 
到 最 终 定 解 的 代数 方程 组 。 

施 以 强加 条 件 (14.3.2) 的 集合 Qo 是 一 些 线 元 及 点 元 的 组 合 。 在 每 个 线 元 上 元 () 可 以 
离散 化 为 其 两 个 顶点 ( 设 为 4a，4s) 的 值 王 , 三 的 线性 插值 。 这 和 在 Q 上 采取 的 分 片 线 性 
插值 法 是 协调 的 。 因 此 只 须 对 2。 内 所 有 顶点 , 命 其 序号 为 惫 ，…， jur 规定 条 件 

1 一 2 有 一 ，。…， (14.3.2) 
于 是 变 分 问题 (14.3.1~2) 就 离散 化 为 二 次 函数 Ju，…，wx) 在 条 件 (14.3.25) 下 的 极 值 
问题 。 注意 ,7 中 一 部 分 变量 取 已 知 值 ,因此 可 以 视 ,7 为 其 余 变量 的 函数 ， 面 原来 的 条 件 极 
值 问题 就 成 为 对 于 其 余 变 量 的 无 条 件 极 值 问题 , 即 满足 线 方程 
允 =0 二 (14.3.26) 
事实 上 只 须 从 方程 组 (14.3.10) 中 删 去 i 因 ，…，jxr 的 MK 个 方程 , 而 在 余下 的 方程 中 代 进 
已 知 值 14.8.25) 相 应 项 移 到 右 端 ， 故 得 到 No 一 个 方程 (系数 仍然 是 对 称 的 ) 和 相同 个 数 
的 未 知 数 。 

另 一 个 等 价 的 办 法 对 原 有 矩 阵 4 5 作 下 列 形式 的 修改 
2 当 4 一 六 ， ” 邦 w 
8 妆 oai。， 当主 和 …， 妥 

0， 当 ? 尖 沪 了 或 了 一 和 ，j 
au 修改 为 的 2 
这 样 仍 为 We 个 方程 (系数 也 对 称 ) 和 Ne 个 未 知 数 , 在 程序 实现 中 可 以 避免 由 于 删 去 方程 和 


未 知 数 而 引起 的 重新 编号 的 麻烦 。 
有 时 强加 条 件 经 离散 化 后 不 象 (14.3.25) 那 样 简单 而 是 取 如 下 更 一 般 的 形式 


衬 wmw=-w 5 (14.3.27) 
要 求 在 这 个 约束 条件 定 函数 V (，…，?xw) 的 极 值 。 对 此 可 以 采用 所 谓 拉 格 朗 日 乘 子 法 。 
引进 新 的 变量 和 2 和 ar， 作 二 次 函数 
Go， "No 入 1， E 和 ar) 一 (1， 2 w+ 玄 x( 涪 ou 一 四 ) 
邓 = 工 王 工 


它 有 Wo+ 个 变量 。 可 以 证 明 , v 的 条 件 极 值 问题 等 价 于 G 的 无 条 件 极 值 问题 。 后 者 的 
极 值 条 件 是 


2 修改 为 | 


G 到 
0， 证 Na 
3G 
7 0， 4 一 工 ， ， 好 


这 就 是 
全 oa 十 IO 一 Di， “一 工 ， 2 Wo 
网 放 (14.3.28) 

全 o%0 一 q 4 一 二 

一 了 
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也 可 表 为 矩阵 形式 


二 区 (14.3.29) 
这 个 方法 在 形式 上 比较 简单 , 新 的 系数 矩阵 保持 了 对 称 性 。 但 是 , 方程 组 的 阶 数 从 No 扩大 
ao 到 No+ ,正定 性 则 不 一 定 能 保持 。 
缝隙 的 处 理 

如 图 芭 .7 所 示 有 时 定 解 区 域 9 内 有 链 踊 ， 缝 阶 在 物理 上 总 

是 有 宽度 的 , 但 当 宽度 相对 地 小 时 ， 可 以 祝 为 无 宽度 的 曲线 卫 有 

正 负 两 岸 +， 太 。 设 想 在 问题 中 规定 锋 阶 的 两 岸 都 是 自由 边 , 这 

0 时 泛 函 (14.8.1) 的 形式 不 变 , 但 w(z, 急 在 两 岸 互相 独立 ， 可 以 取 
不 同 的 值 。 当 能 量 达 到 极 小 时 , 在 锋 除 两岸 自动 满足 自由 边界 条 件 


(8 用) -% (8 嫁 ) -0 
对 于 这 种 情况 , 在 作 前 分 时 应 使 缝 工 落 在 线 元 上 , 缝 上 的 每 个 点 元 和 线 元 都 一 分 为 二 , 变 为 
双重 点 .双重 线 , 各 有 自己 的 编号 , 分 别 赋 有 均值 , 分 属于 正 负 两 岸 , 相同 的 仅仅 是 它们 的 位 
置 坐标 。 与 缝隙 相 邻接 的 面 元 自然 是 分 属 两 岸 ,应 该 视 为 分 离 的 面 元 ,不 再 具有 公共 边 。 在 
解 题 时 ,事实 上 只 需 在 初始 阶段 , 即 进行 剖 分 和 准备 相应 信息 时 照 上 述 原则 办 理 , 在 以 后 的 
有 阶段 就 无 须 再 作 特殊 处 理 。 


14.3.4 代数 计算 和 结果 解释 


有 限 元 法 离散 化 后 得 到 线 代数 组 4 五 的 系数 阵 4 总 是 正定 的 。 当 原始 变 分 问题 具 
有 正定 性 时 ， 在 有 限 元 法 中 一 般 也 保证 系数 阵 4 的 正定 性 ， 除 了 由 于 强加 条 件 的 处 理 有 时 
会 有 些 麻烦 。 这 种 对 称 正 定性 的 特点 保持 , 是 有 限 元 法 的 一 个 优点 。 由 于 对 称 正定 阵 的 计 
算 方法 发 展 得 比较 完善 , 因此 这 种 特性 保持 对 于 方程 的 解 算 也 是 有 利 的 s 

有 限 元 法 所 得 的 系数 阵 的 另 一 特点 是 稀 酸 性 ， 即 绝 大 多 数 的 元 素 为 零 ， 也 就 是 说 组 
中 每 个 方程 中 只 有 少数 几 个 特定 部 位 的 系数 不 为 0， 即 矩阵 基本 上 是 带 状 的 。 事实 上 ， 从 
14.8.1~8.2 节 中 可 以 看 出 ， 每 当 点 元 4 与 4 不 相 邻 ， 即 不 同属 于 某 个 线 元 或 面 元 时 ， 在 
合成 后 的 能 量 函 数 中 就 不 出 现 wz 的 项 , 即 相应 的 矩阵 元 素 q 必 为 零 。 这 种 稀 朴 性 对 于 实 
际 解 算 提供 了 有 利 条 件 ， 在 程序 上 可 采取 压缩 零 的 技巧 使 得 仅仅 伪 中 的 非 零 元 素 才 被 存 
储 , 可 以 节约 存储 量 和 运算 量 。 

针对 着 系数 阵 4 的 对 称 正定 性 和 稀 朴 性 ， 在 实际 解 算 时 可 以 用 超 松弛 法 、 分 块 超 松弛 
法 或 其 它 类 似 的 迭代 法 。 也 可 以 采用 如 分 块 消 元 法 或 其 它 适 合 称 朴 块 状 结构 的 直接 法 。 还 
可 以 采用 选 代 法 和 直接 法 相 结合 的 共 轰 斜 量 法 ， 这 也 是 适合 与 对 称 正定 和 稀 朴 特点 的 。 具 
体 算法 可 以 参考 第 九 章 。 | 

代数 计算 结束 后 就 得 到 解 在 离散 点 4i，…，4w, 的 值 ww， …， us。 在 实践 上 常常 需要 


知道 导数 .28，B .2 的 分 布 以 及 在 其 它 点 的 信 。 因此 需要 再 作 一 办 单元 上 的 结果 分 析 ， 


即 按照 原来 的 插值 原则 补 揪 算 出 所 需要 的 量 。 例 如 对 于 导数 , 在 每 个 面 元 C= (4 4 4a) 
上 按照 (14.2. 亿 取 为 
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有 了 一 BC 十 7atas 十 9ata) /及 


吾 - 一 BE 十 5aua 十 Eaus)/D 


并 作为 在 单元 中 点 的 值 。 当 需要 知道 在 节点 处 的 导数 值 时 则 可 以 取 相 邻 面 元 中 点 值 的 适当 
的 平均 值 。 特 别 是 利用 计算 机 来 显示 或 制作 等 值 线 图 或 向 量 场 图 或 其 它 曲线 是 非常 有 利于 
结果 分 析 的 。 


14.3.5 方法 的 特点 


有 限 元 法 的 特点 以 及 与 其 它 方法 的 对 比 可 以 综述 如 下 ， 

( 世 有 限 元 法 是 以 变 分 原理 和 前 分 揪 人 为 基础 的 。 它 把 在 无 穷 多 自由 度 的 函数 类 & 中 
的 极 值 问题 代为 8 的 一 个 有 限 多 自由 度 的 子 类 8 中 的 极 值 问题 , 在 这 点 上 有 限 元 法 是 传统 
的 能 量 法 ( 即 李 效 -加 和 辽 金 法 ) 的 一 种 变形 。 在 传统 的 能 量 法 中 ， 子 类 8 是 由 解析 函数 组 成 
的 , 缺乏 灵活 性 , 而 有 限 元 法 则 是 在 前 分 即 格 网 播 值 的 基础 上 , 来 形成 子 类 占 ,在 这 点 上 , 它 
是 差分 法 的 一 种 变形 ， 吸 取 并 发 扬 了 后 者 的 灵活 性 。 因 此 有 限 元 法 是 能 量 法 与 差分 法 相 结 
合 而 发 展 了 的 方法 。 

《2) 在 有 限 元 法 中 , 最 终 求解 的 多 次 二 次 函数 的 极 值 方程 , 系数 阵 总 是 对 称 的 , 而 且 当 
原始 问题 为 正定 时 , 离 限 化 后 一 般 也 保持 正定 性 。 这 一 特点 是 能 量 法 中 共同 的 , 而 在 差分 法 
中 则 不 一 定 总 能 做 到 。 有 限 元 系数 阵 又 是 稀疏 的 , 这 一 特点 是 差分 法 中 共同 的 , 但 传统 的 能 
量 法 中 则 不 然 。 对 称 正 定 与 稀 朴 特性 对 于 数值 解 算是 有 利 的 。 

(3) 有 限 元 法 的 各 个 环节 , 如 单元 分 析 、 总 体 合成 .代数 解 算 、 结 果 解 释 等 等 在 程序 实现 
上 都 是 便于 标准 化 的 。 至 少 对 于 同一 类 型 的 问题 , 不 论 几 何 形 状 或 物理 参数 分 布 如 何 , 不 论 
采用 什么 播 值 方法 , 都 可 以 用 同一 套 标准 程序 来 对 付 。 对 于 解 题 者 说 来 ,只 须 准 备 有 关 剖 分 
的 几何 ` 物 理 参 数 的 最 低 限 度 的 信息 即 可 , 这 样 可 以 大 大 缩短 解 题 周期 。 

人 在 有 限 元 法 中 , 不 论 问题 是 简单 或 复杂 , 基本 上 是 同等 对 待 的 。 因此 ， 对 于 规则 区 
域 和 常 系数 的 问题 而 言 , 有 限 元 法 的 效率 会 比 一 般 差 分 法 低 , 但是， 随 着 问题 在 几何 上 物理 
上 的 复杂 性 的 增高 而 优点 愈 显 。 有 限 元 法 主要 是 面 对 这 类 问题 的 。 

《5) 有 限 元 法 利用 了 变 分 原理 和 剖 分 搬 值 比较 成 功 地 解决 了 自然 边界 条 件 的 处 理 问 
题 。 但 是 , 强加 条 件 处 理 上 的 矛盾 则 相对 地 上 升 , 还 有 待 于 改进 。 

《6) 本 章 没有 讨论 有 限 元 法 的 收敛 性 问题 , 即 当前 分 愈 来 愈 细 时 , 离散 解 是 否 愈 来 愈 趋 
近 于 真 解 的 问题 。 有 限 元 法 的 基础 理论 实际 上 是 相当 简单 的 ,在 相当 广泛 的 范围 内 ,可 以 确保 
在 能 量 积 分 意义 下 的 收敛 性 , 从 而 保证 方法 的 可 靠 性 。 这 也 是 有 限 元 法 的 一 个 特点 , 见 []。 


$ 144 有 限 元 法 的 一 些 应 用 
有 限 元 法 对 于 椭圆 型 问题 是 普遍 适用 的 。 在 8$ 芭 ,3 中 通过 平面 二 阶 椭圆 方程 边 值 问题 
的 典型 例子 介绍 了 基本 方法 。 本 节 再 介绍 在 几何 上 ,解析 上 、 物 理 上 有 些 特点 的 问题 ,如 轴 
对 称 、 本 征 值 和 平面 弹性 问题 ， 仍 用 三 角形 线性 捅 值 。 最 后 介绍 提高 精度 的 三 角形 二 次 揪 
值 。 关 于 其 它 的 前 分 和 揪 值 方法 , 三 维 问题 , 涉及 四 阶 风 圆 方程 的 板 、 壳 问题 , 以 及 食 有 时 间 
的 动态 问题 等 等 则 可 以 参考 专门 的 著作 如 [3] 。 
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隆 .4.1 轴 对 称 问题 


平面 椭圆 方程 的 变 分 原理 (14.1.18) 自然 地 推广 到 空间 ( 见 S14. 思 , 变 分 问题 
3 3 9 
ro-[ 肛 [的 re 人 7 re( 八 站- 几 waa 
+ 二 2 一 gjac= 极 小 
下 从 一 从 
等 价 于 边 值 问题 


7 /as as aa 
-五 一 ( 若 8 末 + 而 8 囊 + 贡 8 到 )- 


到 (8 到) 一 (8 吕 ) 
工 4 38 十 ru 一 9 
了 0， 从 一 化 
当 问 题 具有 轴 对 称 性 ， 即 区 域 互 及 其 内 外 界面 开 甩 ， 志 ,都 是 回转 体 或 回转 面 ， 所 有 
的 系数 6, 罗 户 9 都 具有 回转 不 变性 时 ， 则 解 也 必 具 有 回转 不 变 狂 即 轴 对 称 性 。 这 时 以 采 


取 柱 坐标 ”2% 9 为 便 ， 而 且 一 切 量 与 无关。 可 以 取 一 个 gw= 0 的 参考 平面 (, 9， 其 上 有 
二 维 域 2 以 及 界线 90，To 7, 工 等 等 , 它们 绕 轴 旋 转 而 生成 9，39,， 7 克 , 工 。 由 于 


人 


咱 十 几 | | mgeap=2| 人 -ar 


1 
因此 三 维 变 分 问题 可 以 表 为 二 维 的 形式 
7JGO -sz|| 导 8 [条 ) +( 型 ) ] 号 各 不 靖 


驴 


十 2 | 轧 TU 一 oujras 一 极 小 (4 
了 0，Uw 一 人 
它 等 价 于 边 值 问题 | 
0， 一 全 元 r8 彩 + 天 8 灵 )-/ 
天 (8 灵 ) -8( 到 ) (14.4.2) 


1 .2 Se 
了 0 C Dy 十 7 Gd 
了 0: 公 一 化 


当 8B=1， /=0 就 得 到 
二 辫 0 G4.4.3) 
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3 8 1 3 
0 
这 就 是 轴 对 称 下 的 拉 普 拉 斯 方程 。 
域 @ 总 是 位 于 参考 平面 即 %z 平面 的 右 半 Y 关 0， 它 的 边线 9@9 可 能 不 与 : 轴 接 触 (如 图 


替 .3) 但 也 能 有 一 部 分 刀 在 对 称 轴 上 , 另 一 部 分 工 不 在 对 称 轴 上 (如 图 考 ,9)， 
DO 一 7 十 六 


=0 (14.4.4) 


一 
必 





图 14.8 图 14.9 


应 该 记 住 ， 问 题 本 来 的 定 解 域 是 由 @ 生成 的 回转 体 9， 它 的 边界 面 89 仅仅 是 由 王 旋转 生 
成 的 , 与 7。 无 关 。7Z* 在 对 称 轴 上 ， 实 际 上 并 不 构成 问题 的 边界 。 因此 在 7。 上 无 边界 条 件 
可 言 ,边界 条 件 仅 作用 于 志 ， 后 者 照例 又 可 分 为 强加 的 Te 和 自然 的 Te 两 个 部 分 : 


从 (4.4.3) 14.4. 和 看 ,由 于 系数 含有 因子 二 ,方程 在 Te 上 即 * 一 0 处 有 奇异 性 。 这 


在 形式 化 的 差分 方法 中 会 碰 到 困难 。 但 是 ， 这 只 是 坐标 系 的 奇异 性 ，T 在 回转 体毛 的 内 
部 ， 作 为 三 维 问题 本 身 在 那里 并 没有 奇异 性 。 当 以 变 分 原理 (或 守恒 原理 ) 为 基础 来 离散 化 
时 , 上 述 困 难 自 然 地 不 出 现 。 这 种 对 于 不 同 坐 标 系统 的 适应 性 也 是 有 限 元 法 的 一 个 优点 。 
对 于 平面 问题 的 有 限 元 方法 只 须 稍 作 修改 便 可 用 来 解 轴 对 称 问题 ， 为 了 便于 套用 既 有 
结果 , 把 变量 ", 2 改 记 为 >,，%, 并 且 象 芭 .3.1 节 中 一 样 ,把 问题 (14.4. 卫 稍稍 推广 为 


J (Cg) -je (Le +RB ( 即 ) ] 电 ji|2reau 吉 


+| 思 2 一 guj2mzds 十 轩 [( 一 zu)2ro] 一 极 小 
Co 几 一 化 
在 7z 平面 内 采用 三 角 齐 分 和 线性 播 值 ， 同 于 $ 44.2， 不 同 之 点 只 是 现在 要 计算 基 函 数 
及 其 导数 的 乘积 以 z 为 权 的 积分 , 因此 要 用 8$14.2 的 表 14.2,， 14.4。 应 该 记 住 , 这 里 的 三 角 
面 元 所 代表 的 实际 上 是 三 维 空间 里 具有 三 人 相应 的 单元 分 析 如 下 
T， 面 元 O= (41，42，4s) 
工 工 0 C C 
7 合营 ) 4 人 入门 -Pear 这 co 这 pw 
ga 护 一 2zoo08Bm0 十 BED)12Do 二 2 (3co 十 十 207Do(T 二 380)7120 
bo 一 2m(3zo 十 cD)FDo/24， mo 一 去 (zi 十 am 十 oa) 


(14.4. 国 
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2. 线 元 了 = (4:，42) 
了 王 m2 一 y] 2rz0s~ 加 aupw 一 衬 2u 
尹 一 一 2 On 
1 多 =2(2m 十 加 9I/6，mo= 寺 (zi 十 井 ) 


3. 点 元 4= (1) 
J4=[( 一 pu)2zos 一 于 ok 2 一 0 
ac 多 =0 
2) 一 20x000， Z0 一 01 
此 处 就 是 点 4 的 > 坐标 。 


总 体 合成 方法 与 14.3.2 节 同 。 

注意 在 参考 平面 (r, 人 中 的 面 . 线 点 通 过 旋转 一 般 地 生成 三 维 空 间 中 的 回转 体 、 面 . 线 
即 上 升 一 维 。 但 也 有 例外 , 如 原 问题 中 还 含有 集中 于 * 轴 上 的 线 源 或 点 源 项 , 即 在 能 量 积分 
(4. 和 本 中 再 增加 线 项 | (一 mas 及 点 项 3( 一 9u) , 当 转化 到 参考 平面 中 去 时 , 这 些 项 保持 


不 变 ， 应 该 加 到 能 量 积分 (144.4.8 中 去 。 注意 它们 不 食 有 因子 2rr， 这 是 因为 在 三 上 的 
点 和 线 经 旋转 后 保持 不 变 ， 并 不 上 升 一 维 。 对 于 (14.4.5) 中 增添 的 这 些 项 的 处 理 全 同 于 
14.3.1 节 。 


对 于 轴 对 称 问题 还 有 简化 的 处 理 方案 即 单元 系数 ci，% 照 用 814.3 的 公式 ， 但 普遍 
乘 以 因子 2rzo，2zo 为 每 个 单元 的 顶点 妈 ( 即 "9) 的 算术 平均 值 。 
去 .4.2 本 征 值 问题 
连续 介质 振动 系统 的 自 振 频 率 和 振 型 问题 归结 于 棍 圆 方程 的 本 征 值 问 题 。 它 和 边 值 问 
题 相仿 , 也 有 等 价 的 变 分 原理 , 对 此 有 限 元 法 是 同样 适用 的 。 
以 弹性 膜 为 例 , 取 v(z， 急 为 平衡 态 时 弹性 位 移 ，R 为 膜 内 张力 (给 定 的 系数 )，y 为 载荷 
分 布 , 则 膜 的 平衡 方程 就 表 为 (14.1.16) 中 的 第 一 式 。(14.1.16) 中 的 第 二 、 三 两 式 则 表达 了 
边界 上 以 及 内 部 交界 上 的 平衡 条 件 ,，9 表示 边界 上 的 线 状 载荷 分 布 , 7 玫 示 边界 弹性 支承 的 
弹性 系数 。 在 动态 时 , 命 V=w(z，%, 沪 表 示 弹 性 位 移 ， 
4 op 2 -( 启 8 列 + 而 83 列 ) 
比 平 街 方程 多 了 一 个 惯性 力 项 -与 交 ， p=p(z, 切 为 单位 面积 的 质量 ， 相 应 的 边界 条 件 份 
担 , 即 
BuwN-_ 17， amwN+ 
开 《8 列 ) -(8 絮 
用 8 和 +rurg 
了 0， 线 一 幼 


在 作 自 由 振动 时 , 所 有 的 载荷 及 强加 条 件 都 为 0, 因此 方程 和 边 值 条 件 都 成 为 齐 次 的 , 即 
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D220 


DO 80 0 0w 
2 p- 焉 -( 二 8 琵 + 敬 8 下 )。 


二 《8 束 ) ~-(8 吉 ) 
7 8 和 +ruo-0 
太 ， 2 一 0 
在 形成 驻 波 的 时 候 , 解 w(z，9% 可 以 表 为 
20(Z， 0 巷 一 ee 人 (Z， 功 
o 为 自 振 频率 , v(c,， 9 为 相应 的 振 型 , 以 此 代入 上 式 即 得 关于 四 及 忆 的 方程 ( 命 人 一 o9。 


| 
开 《8 融 ) (8 束 ) (14.4.6) 





有 8 到 +Wur0 
【7 oo， 一 0 
这 样 一 组 卉 次 方程 显然 有 解 v=0, 但 是 这 种 零 解 在 物理 上 是 不 感 兴趣 的 。 关 键 在 于 仅 当 参 
数 入 取 某 些 特定 值 (叫做 本 征 值 ) 时 ， 这 组 方程 才 有 非 零 解 一 “叫做 本 征 函 数 。 所 谓 本 征 值 
问题 就 是 要 求 定 出 本 征 值 和 相应 的 本 征 函 数 。 在 这 里 本 征 值 给 出 膜 的 自 振 频 率 o= \X， 
相应 的 本 征 函数 给 出 振 型。 
合 


全 


ro- 从 


这 是 两 个 二 次 齐 次 泛 函 。 可 以 证 明 ， 本 征 值 问题 (14.4.6) 等 价 于 下 列 次 泛 函 的 变 分 问 
题 ] 


万 动 二 -| 信 [e( (到 ) +R( 了 到) ]oea+| 二 ms (14.4.7) 
1 


puadzdy (14.4.8) 





_ 必 ( 几 _ 志 
(Se 亏 4 放 一 临界 什 和 (14.4.9) 
To v=0 (14.4.10) 


这 就 是 说 ， 在 一 一 切 满 下 边界 条 件 (4 4.10) 并 且 不 恒 为 0 的 函数 类 中 使 y 达到 临界 的 函数 
4 就 是 本 征 函 数 , 相应 的 值 v ( 几 即 临界 值 就 是 本 征 值 。 

按照 有 限 元 法 , 在 三 角 剖 分 下 ,通过 单元 分 析 和 总 体 合成 ,二 次 泛 函 几 豆 可 以 分 别离 
散 化 成 为 两 个 二 次 齐 次 函数 


Ne 

了 的 ~Da or) 一 王 六 on G4.4. 苇 
丈 

再 (四 一 五 (oo ) -到 久 cuiai (4.4.12) 


如 果 采 用 三 角 前 分 和 线性 插值 则 有 单元 分 析 公式 (14.3.1 节 )。 
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工 . 面 元 CO=- ( 4， .43， 43) 


pg- 全 Te (器 ) ra( 各 站 ww 和 时 spa 
Bo =- 本 padag~ 豆 | cogoupb 


2 0 6 DA 
cy- 人 全 品 16 车 虽 jew- mreelanr 


c 侈 -| | pkusazty=pDod+ao124 
吧 


2， 线 元 已 = (4:，4:) 
Da 一 -| 污 了 5 了 agolab 
2 4 和 


5 (u) 一 0 一 玛 久 cg 


o=| Tri]jds 一 pDo(1 十 85) /24 一 0 徊 

C 信 =0 
仿照 14.3.2 节 的 原则 进行 累加 就 得 到 两 个 二 次 型 (14.4.1~12) 然 后 按照 14.3.3 节 , 设 强 
加 的 零 边 界 条 件 (14.4.10) 作 用 于 节点 4 4，…，4， 即 

2 一 0， 4 一 1 2，…，Mh (14.4.13) 

从 ao of 两 阵 各 自 删 去 第 和 ，…，7xr 行 和 相应 的 列 , 同时 将 变数 凡 ， …，?zww, 删 去 相应 的 分 
量 ， 设 对 余下 的 各 元 素 按 原 顺序 重新 编号 ， 就 得 到 两 个 新 的 二 次 型 (为 了 方便 仍 沿 用 原来 的 
记号 ) 


和 

也 (xz，…，uw) 一 22 Cg 一 GX (14.4.14) 
太 

忆 (ua 的 W) 人 CU， CU 一 0 (14 ,和 。 15) 


这 里 六 一 No 一 Mi 阵 44= [co] 通 常 为 正定 或 半 正 定 ，C= [oo] 为 正定 。 于 是 变 分 问题 (14.4.9 
~10) 就 离散 化 成 为 多 元 商 函 数 的 临界 值 问题 


Ta 二 六 aa 一 临界 值 一 (14.4.16) 
所 谓 (Gu，,…。 wxw) 关 0 使 也 达到 临界 是 指 (Gu …，u) 满足 临界 方程 
认 TGu， 2 wx) 一 0， 4 一 填 ， “”””， 和 《4.4.17) 


相应 的 v 值 叫做 临界 值 , 记 为 和 。 由 于 
0 


2 Di \ 五 / 现 \、 2 Del 
- 夫 二 7 全 = 趟 区 全 到 


并 且 (，…，wr) 关 0, 故 (14.4.17) 相 应 于 


9 “geq Terry Ver 一 一 





D 瑟 0 
人 
由 于 
0 万 必 0 硬 区 
7 (ai，… or) 一 让 oa 机 - (Ca WU) 一 名 cm 


故 (14.4.17) 可 以 囊 为 


ownx 关 om 4 一 1 …， 太 (14.4.18) 
王 工 一 
用 和 抢 阵 记号 则 为 

42 一 和 CU (14.4.19) 


这 组 齐 次 方程 仅 当 入 取 一 些 特定 值 ( 叫 做 本 征 值 ) 时 才 有 非 零 解 一 一 叫做 本 征 向 量 。 这 样 ， 
微分 方程 本 征 值 问题 (14.4.6) 最 终 离散 化 为 代数 本 征 值 问题 (14.4.19) 。 对 于 后 者 有 标准 
的 数值 解法 , 见 第 十 章 。 

14.4.3 ”平面 弹性 问题 


平面 弹性 问题 在 物理 上 有 两 类 , 即 平面 应 变 问题 和 平面 应 力 问 题 , 两 者 有 统一 的 数学 形 
式 。 
设 在 w Y 方向 的 平面 位 移 分 布 为 V(z, 力 ， 2(2, 急 ， 由 此 派生 应 变 张 量 sss，smw，sys 
sw 和 应 力 张 量 az，aew，cvz，awmo 
8zz 一 5， susn= 豆 ( 澡 二 玫 )， so 一 5 (H4.4.20) 
应 变 和 应 力 本 即 虎 充 定律 


aez 一 08cz 十 (a 一 29) 8 一 和 人 司 二 (x-28) 到 





二 的 问 1a 旬 (4.4.21) 


0y 
Du ，00 

0mw 一 0 一 26e。 一 

L Y 4 B Y R( 品 二 殉 ) 


o 有 为 介质 系数 , 可 以 依赖 于 wy， 甚 至 可 以 有 间断 。 在 平面 应 变 问题 中 
力 代 一切 


及 

5 2(T 十 切 Ge 

五 为 介质 的 杨 民 伍 乓 3 2 为 波 瓦 松 比 。 在 平面 应 力 问 题 亦 即 薄 板 的 纵向 ( 板 内 ) 变 形 问题 中 
了 7 

“ “区 = 2 十 >) 国人 人) 


1 一 (z，9) 为 板 的 厚度 。 在 两 种 情况 下 应 力 张 量 的 物理 解释 是 有 所 不 同 的 , 在 此 不 去 深究 。 
在 平面 内 任 了 到 长 单元 ds8(\ 如 图 14,10 所 示 )， 规 定 其 法 向 余 苞 为 xs， ww， 切 向 余 苞 为 
Te 一 一 为 ， 巧 一 5， 于 是 位 于 人 正法 向 一 侧 通过 噬 作用 于 负 法 向 一 侧 的 弹性 力 ( 以 单位 长 度 
计 ) 在 w Y 方 向 的 投影 为 
2s0uz 十 20amy， 2a0yz 十 20Cyy (14.4.24) 
在 法 向 及 切 向 的 投影 则 为 


aas 十 20oyyoy 十 Go， GazpaTz 十 Gay(2sTy 十 DTs) 十 Ooy2oyTy (4.4.25》 


” WapqqeiiilrAFiprrpe 丁 | 
ago 
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《 TYy) (Ye Yy) 


ds 





图 和 .10 图 14.11 


在 弹性 体 所 占 的 区 域 2 内 任 取 一 个 子 域 刀 (图 14. 革 )， 设 在 2, 9 方向 的 平面 载荷 分 布 
为 je 思 ， 于 是 有 


尖 (psare 十 yaoy) ds -|| Jadzody 
汪 《pacve 十 maw)ds 一 中 jdzogy (14.4.26) 


这 就 是 积分 形式 的 平衡 方程 , > 风 表示 9D 上 的 外 法 向 余弦 。 利 用 高 斯 积分 公式 就 可 以 导 
此 微分 形式 的 平衡 方程 


-( 2 于 ozr) 一 
0: (ou exr)-/ (4.4.27) 
Oo 





这 里 应 力 分 基 oo cn cv on 用 个， 珊 ， 下 ， 列 的 表达 式 (14.4.21) 代入 ， 即 得 到 两 


个 未 知 函 数 ww， 的 二 阶 椭圆 型 方程 组 。 为 了 定 解 , 应 在 边界 29 给 定 两 个 边界 条 件 。 一 般 
地 可 以 把 32 分 解 为 三 个 互补 的 部 分 
00= 了 To 十 7 十 7 


在 To 上 ,位 移 全 固定 , 取 已 知 的 分 布 


V 一 ML， 一 人 1 (14.4.28) 
在 Ta 上 ,位移 半 固 定 。 常 见 的 条 件 是 固定 法 向 位 移 
如 王 PAU 十 2 一 如 《14.4.29) 
这 时 还 要 补充 一 个 切 向 应 力 的 边界 条 件 , 其 一 般 形 式 有 如 
aesyere 十 ooy (pety 十 2oyTe) 十 Ooypytmy 一 一 人 (To 十 Yo) 十 gr (14.4.30) 


恒 约 定 ze，w 为 外 法 向 余 弱 ,Te 一 一 2 本 一 2 为 切 向 余弦 , (可 构成 一 个 局 部 的 右手 坐标 
系 。 右 端 一 9(rsw 二 mo) 一 一 uir 表示 切 向 的 弹性 反 力 ， 弹 性 系数 09>>0，9* 为 线 状 切 向 载 
荷 。 
在 Ta 上 ,位 移 全 自由 。 这 时 需要 补充 两 个 应 力 边 界 条 件 , 其 一 般 形 式 有 如 
ye0zz 十 2y0m 一 一 (az 十 ?av0) 十 9z 
ys0yz 十 2y0og 一 一 (ya 十 ?oo0) 十 gy 
弹性 系数 yo， ye，7me um 形成 一 个 对 称 半 正定 矩阵 ,给 z 及 y 方向 的 弹性 反 力 ，ge 9 为 
两 个 方向 的 线 状 载荷 。 
当 介 质 系 数  B 有 间断 时 ,在 其 间断 线 工 上 通常 假定 两 侧 的 位 移 连 续 
久 一 人， 0 一 多 (14.4.327 


(14.4.31) 





这 时 尚 应 满足 两 个 交界 条 件 即 应 力 平 衡 方程 


《7zCazz 十 zyGzy) (zzgzz 后 zy0oy) 


(14.4.33) 
(psovz 十 pyoyy) 一 (2aayo 十 py0oo) 

有 时 在 2 人 有 一 种 是 接触 的 缝 院 六 ,在 其 两 侧 法 向 位 移 连 续 

(zz 十 DO) 一 一 (pa 十 po0) (14.4.34) 
而 切 向 自由 , 可 有 滑 移 。 这 时 应 满足 一 个 交界 条 件 , 即 法 向 应 力 平衡 
(aaz22 十 202y2azy 十 aoo29) -一 (Gesz2 十 2Gaypepy 十 aoy22) 寺 (14.4.35) 
还 可 以 有 脱离 接触 的 锋 足 万 ， 即 两 侧 位 移 完全 自由 。 这 时 应 分 别 满足 

(paazs 十 mazy) 一 0， (pa0zs 十 Dr0oo) 一 0 (14.4.36) 


(pzovz 十 2y0y) 一 0， 《yeoyz 十 Dao 一 0 
邑 无 应 力 状 态 。 

以 上 设 缝隙 r，7a 都 相当 窗 , 几 何 上 可 以 视 为 相 重合 。 

可 以 证 明 , 以 上 的 平衡 方程 连同 其 全 部 边界 条 件 等 价 于 下 列 变 分 问题 即 最 小 势能 原理 ， 


7@ 加- 用 舍 Eee+em)248(35 一 sme 一 (w+Ho) az 


+| 二 mr (Tul2 十 27roTWLO 十 T202) 一 0r(ToU 十 Te) | de 


+| 全 Guae+2powoTmao 一 (9 光 十 9yo) | wm- 家 小 0 


0， 也 一 2 思 一 必 
了 3: 2224 十 2 一 2 
(及 。 (paU 十 go) 一 (2 十 Do0) 

注意 所 有 关于 应 力 的 边界 条 件 和 交界 条 件 都 是 自然 边界 条 件 , 在 变 分 问题 中 可 以 不 列 , 因此 
情况 大 大 简化 。 此 外 , 在 介质 间断 线 忆 上 约定 位 移 取 单 值 , 因此 位 移 连续 条 件 (14.4.30) 保 
证 满足 ， 故 不 作为 强加 条 件 列 出 。 反之 , 在 缝 除 三 ，Za 约定 位 移 取 双 值 ,在 坊 上 有 一 个 约 
束 (14.4.31), 作为 强加 条 件 列 出 , 在 Za 上 则 无 约束 。 此 外 , 在 Zi 上 的 积分 可 以 统一 为 Ta 
上 的 形式 ， 例如 rz 一 9rT2，01oy 一 rTaTgy， ooy 一 97 de 一 0rTz，0y 一 drYyo 


对 称 性 处 理 


当 问 题 具 有 一 定 的 对 称 性 时 , 可 以 把 定 解 区 域 简 缩 。 应 该 指出 这 里 有 两 个 变量 wb w 是 
同一 个 位 移 向 量 的 两 个 分 量 。 所 谓 位 移 对 称 性 是 指 位 移 向 量 的 对 称 
性 。 例 如 说 位 移 左 右 对 称 ( 对 称 于 直线 z 一 0) 是 指 位 移 向 量 对 于 镜 射 变 
换 ?一 一 Z，% 一 9 为 不 变 , 即 分 量 v 反对 称 而 分 量 v 对 称 ( 图 14.12) 

wx( 一 局 及 一 一 wz, 几 

5( 一 洲 凡 一 oo 功 
见 图 。 显 然 可 见 , 只 有 当 定 解 区 域 , 介质 系数 以 及 9 方向 的 裁 荷 和 位 移 
边界 条 件 为 左右 对 称 以 及 xz 方向 的 载荷 和 位 移 边界 条 件 为 左右 反对 称 
时 才能 保证 位 移 向 量 场 的 左右 对 称 性 。 这 时 定 解 区 间 可 以 简 缩 一 半 。 。 图 于 
注意 对 称 轴 zw 一 0 本 来 不 是 边界 而 在 简 缩 后 成 为 边界 。 在 其 上 由 ww ”的 正 反对 称 性 得 到 
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2 Do 
4 一 0，YV 一 0， 元 =0 


其 中 第 一 个 v 一 0 是 强加 条 件 , 在 简 缩 后 需要 增补 为 强加 增补 , 第 二 个 下 一 0 是 自然 边界 条 

件 , 不 必 增 补 。 一 般 说 来 , 在 作对 称 人 性 篇 缩 时 ， 在 对 称 轴 上 应 增补 一 个 法 向 位 移 为 零 的 强加 

条 件 。 
离散 化 


仍旧 采用 三 角 剖 分 , w(z, 力 ，o(z, 几 在 各 单元 上 分 别 采用 线性 插值 。 为 了 方便 , 将 各 
点 元 41， 42， 2 4x， 的 位 移 


1，01，VWa2，02，”…， ?No ON 


统一 记 为 
01T，02，W8，WU 和 “202aNo1，2027 
即 
4 一 2028-1， 0 一 2031 (14.4.38) 
缝隙 的 处 理 同 于 14.3.3 节 所 述 , 即 允 上 的 点 元 和 线 元 都 一 分 为 二 , 分 别 给 予 编 号 和 位 移 : 仅 
其 几何 坐标 相同 。 


夺 . 面 元 分 析 C= (41，4s，43) 
Je -| 人 全 [a(ss 十 sm)2 十 48(e2 一 sos8o)] 一 (ov 十 7o) | dzrwy 


人 吕 


把 积分 号 下 的 二 次 项 麦 为 对 称 形式 
2 2 0 ，D0 ou ,oo Du Do 
Du \2 Du 2 2 Do Du 0 
-以 到) +B( 动 ) 0 
DO 0 0 0 Do \: Gu \3 
+ 下 动 +C-2 吉 二 +8( 下 ) to 起 ) 
用 线性 撒 值 
VwW 困 Zu 死 ， 荔 卫 必 克 
包 乙 00t 2 之 以 2 到 2 


0; 有 ， 思 ， 轧 均 取 常数 值 。 于 是 
5 3 3 
克 ov 人 [cg 十 agoy 十 goo0 十 agovoj] 一 误 LPPw 十 7 人 0 
3 4 一 


0 外 一 0 十 2 人 08 一 c0011 十 时 雹 
0 多 一 do1 十 co 人 0 多 一 0701 十 of 
0 多 一 疡 Do/6， 2 名 一 户 Do[6 
C=a/2Du =B/2Dou c= -(a-26)/2Du d= 一 ?= 一 B/2D。 
荐 0- (hs。du。 4 如)， 顶 点 标号 为 由 的 位 移 w u 已 统一 记 为 ww i. wa. id 2 3， 
因此 合成 拱 加 公式 是 





C 人 十 gan an-T=>Gon on 
Cg 久 十 gon-Dan>qan 13am 
Cg 全 十 can 3n) 一 1 一 >Qani 2ny 一 1 
G 久 十 Gan 一 Ganoam 
2 多 十 Da bar 
2 人 2 十 0 > 
全 7 一 {，2，3 
2 线 元 分 析 = (41，43) 
可 以 统一 考虑 为 Z。 上 的 形式 即 
“ | ,后 (aas 十 20ovU0O 十 iv02) 一 (ax 十 go0) | 
用 线性 插 信 
VAN WU ， 0w 症 ON 
xz，71sVy， 71，Gz，07 均 取 常 数值 ， 于 是 


1 < 3 9 
va 一 了 之 [cg 十 aoloy 十 agop6 十 0 护 ooj] 一 疡 [2 二 02] 
2 一 


a 钞 一 ?er 人 To)/6， co 久 一 7 二 2516 

入 一 7 了 (L 二 0/6， 入 一 TooELT05)716 

562 一 goZ/2， 0 名 一 097DA2 
著 了 = (4 4u)， 即 顶点 标号 为 mw， wa 时 ， 合 成 累加 公式 与 面 元 情况 相同 ,不 予 熬 述 ， 

但 避 7= 二 2。 
3， 点 元 分 析 4= (41) 
有 些 问题 的 能 量 积分 可 能 含有 点 项 如 
JJ 4 一 [ 读 (uoa2+2uam 十 Howo5 一 (Zou +B)] 民 


Hue， pew， Jum 为 点 弹性 支承 系数 ，po， By 为 点 载荷 。 这 已 经 是 离散 的 形式 。 命 点 4= 倩 的 
位 移 为 Wo， 
人 4 一 去 ( 生 wm 二 am 十 o 全 oa 十 鸣 oon) 一 CPP 十 82on) 
0 名 一 Hos， 4 年 一 < 全 一 pe， 4 御 =p 
” 开 =p。， 歼 = 

着 4- (4 即 顶 点 标号 为 mm 则 合成 累加 方式 也 同 面 、 线 元 相同 ,但 色 jl。 

关于 强加 条 件 的 处 理 ,这 里 要 比 14.3.3 节 复杂 。 

对 于 妃 上 的 点 元 , 设 其 标号 为 用 则 (14.4.28) 表 为 


28-1 一 2 2025 一 人 (14.4.39) 
对 于 九 上 的 点 元 , 设 其 标号 为 刀 则 (14.4.29) 表 为 
Da 021 -1 十 2g,802 一 Lo (4.4.40) 
在 六 上 的 每 点 有 “ 正 ”“ 负 ”两 个 点 元 , 设 其 编号 为 已 六 则 (14.4.34) 表 为 
Da 10a1-1 十 Po 22026 一 po,T091 一 Pi02 一 (0 (14.4.41) 


(4.4.39~ 锌 ) 一 起 构成 了 强加 条 件 方程 组 , 如 葵 ,3.3 节 中 所 述 的 一 般 形 式 (14.3.14) 


ggrsggeeseaeps 可 rrmewrerr ren -ore eye ore 
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因此 , 可 以 用 逐个 分 析 强 加 条 件 点 的 方法 来 逐步 形成 有 关 的 条 件 系数 阵 C,，d, 阵 C 当然 也 
是 稀 瑟 的 。 按 照 拉 格 朗 日 乘 子 法 , 最 终 定 解 的 系数 阵 (14.3. 了 5) 是 


1 4 | 5 
IP 和 有 
考虑 一 种 重要 的 特殊 情况 , 即 在 边界 上 不 受 任何 强加 的 条 件 。 这 时 (14.4.37) 成 为 无 条 
件 变 分 问题 
7 人 四 =| 司 [ees+em)2+ 委 ( 鸣 -scea] 一 (Cai+Fjm 友 
下 (ou 十 goyds 一 极 小 (4.4.42) 


这 是 退化 半 正 定 的 情况 。 对 应 于 (14.4.23) 的 齐 次 问题 一 即 命 记 = 户 =0, 0e==%=0 
Ta 可 一 人 | 圭 [a(ese 二 sm? 二 46( 晚 一 sam)]az 思 一 极 小 (4.4.43) 
马 





有 三 个 非 零 基本 解 ， 
2 12=0 1 一 9 本 
ee L2 三 二 | 人 
任意 非 零 解 可 以 甫 为 这 三 个 基本 解 的 线性 组 合 ， 
&% 一 和 十 CY 
| (14.4. 便 ) 
这 表示 不 受 约束 不 受 载荷 的 弹性 体 的 平衡 解 可 以 是 也 只 能 是 刚性 平移 加 旋转 。 
在 非 齐 次 的 情况 , 问题 (14.4.42) 有 解 的 充 要 条 件 即 协调 条 件 是 
|Pazoo+| dzds=0 . (14.4.346) 
1 dz 有 +| ， %as=0 (14.4.47) 
乡 
中 (y 亡 一 2 azdy 十 加 (yo 一 20v)qs=0 (14.4.48) 


这 表示 只 有 当 外 载荷 的 合力 和 合力 和 矩 为 零 时 , 不 受 约束 的 弹性 体 才能 达成 平衡 。 当 此 起 调 
条 件 被 满足 时 , 任意 两 个 解 可 以 相差 一 个 刚性 运动 即 (14.4.45) 。 

以 上 变 分 问题 (44.4. 季 ) 或 ( 芭 .4. 和 8) 自然 是 在 一 切 具 有 一 定 光 滑 性 使 积分 ( 考 .4.42) 
有 意义 的 位 移 函 数 类 8 中 定 解 的 。 在 离散 化 后 则 是 在 8 的 子 类 ( 即 一 切片 状 线 性 的 位 移 函 
数 类 ) 中 定 解 , 问题 (14.4 .和 2) 或 ( 手 .4.43) 分 别 变 为 


在 8 中 定 (ww 相 使 得 了 (ww 四 = 极 小 (14.4.49) 
在 8 中 定 (ww 世 使 得 yo Z 一 极 小 4G4.4.50) 


它们 又 分 别 等 价 于 非 齐 次 或 齐 次 的 线 代 数 方程 组 


入 入 

习 ， afpo 十 Sa 一 0 
信 计 2 全 7 一 

六 了 于 


二 (14.4.6] 
疡 af 十 afp 一 52 
= 所 





Rn Re C 
名 哆 w% 二 襄 gf20rj 一 0 


(14.4.52) 


衬 c8w+ 阅 cu-0 

注意 齐 次 变 分 问题 (14.4.43) 在 8 内 的 通 解 (14.4.45) 是 线性 的 ， 办 此 也 许 于 其 子 类 
8'"， 因 此 离散 化 后 的 齐 次 问题 (14.4.50) 即 (14.4.52) 的 通 解 间 样 是 (14.4.45)， 同 时 也 说 明 
了 离散 问题 (44.4.49) 和 (14.4. 委 ) 一 样 也 是 退化 半 正 定 ， 而 且 具 有 相同 的 “退化 度 ”3 一 一 
相当 于 三 个 基本 解 (44.4.44) 。 按 照 线 代数 的 理论 , 非 齐 次 问题 4.4.49) 即 (14.4.51) 有 角 
的 充 要 条 件 为 右 项 向 量 (89，B2)) 与 齐 次 问题 的 基本 解 向 量 (即将 (14.4.44) 离 散 化 ) 相 正 
交 , 因此 得 三 个 协调 条 件 


之 12-0 (14.4.53) 
冯 5P-0 (4.4.8) 
《= 工 
衬 GpP 一 2BBD) =0 (14.4.55) 
类 似 于 (14.3.25), 可 以 证 明 ,如 果 单元 分 析 中 涉及 亡 , , 9 9 的 计算 是 准确 进行 的 话 , 则 有 
立 52 一 | Jazdy 二 | 。 dzds (14.4.56) 
衬 52=|| ]dzm 十 | 。 他 bs ( 择 .4.5) 


妈 


习 《020 全 一 20 人 2) 一 并 (太一 Zudzooy 十 网 (was 一 2gy)as (14.4.58) 


妈 


因此 原始 的 协调 条 件 (14.4.46~ 48) 自动 保证 离散 的 协调 条 件 (14.4.58~55) ， 从 而 保证 离 
获 方程 组 (14.4. 邢 ) 有 解 而 任意 两 个 解 相差 一 个 刚性 运动 (14.4.45) 。 这 里 再 一 次 显示 了 有 
限 元 法 在 “特性 保持 "方面 的 优点 。 

在 实践 上 , 由 于 对 记 ， 入，g。 9 作 了 近似 处 理 而 条 件 (14.4.53~55) 可 能 不 严格 成 立 ， 


衬 (p2Pp 一 2) 一 83 
这 时 可 对 252，52 加 以 调整 即 

8 一 ao 一 op 

5 人 2 一 厂 十 oo 所 ， 4 一 二 No 
这 里 常数 g，05。% 是 方程 组 


Ne 
QiMNo 二 安 g 一 8 


Ne 
bo 一 辣 一 83 
《一 
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的 解 ,而 新 的 到 满足 (14.4 .53~55)。 有 关 退 化 平面 弹性 问题 的 代数 解法 可 以 参考 [外 。 


14.4.4 二 次 插值 的 应 用 


三 角 元 的 二 次 硬 值 法 (14.2.5 节 ) 与 线性 插值 法 一 样 ， 对 于 二 阶 椭圆 型 问题 包括 边 值 问 
题 和 本 征 值 问 题 是 普遍 适用 的 。 下 而 仅 以 814.3 的 问题 (144.3.1) ( 稍 加 推广 ) 为 例 来 说 明 


7@-| 丛 [e( 人 各) ae( 售 ) oo]-mjew ， 


+| [到 oo 一 四 友 十 名 [一 Zu] 一 极 小 
Do 一 公 
进行 离散 化 时 ,首先 注意 插值 节点 除了 全 部 点 元 外 还 包括 全 部 线 元 的 中 点 。 需要 对 全 
部 插值 节点 进行 编号 , 也 就 是 要 对 全 部 点 元 和 全 部 线 元 进行 统一 的 编号 , 相应 未 知 数 就 是 
WU， UN， 太一 No+Ni 
参照 葵 .3.1 和 14.2.5 节 可 得 单元 分 析 和 合成 公式 如 下 : 
革 . 面 元 CO 一 (4 4，4a) 


< 6 0 < a 
二 pi pl 
人 全 2z0t 更 ~ 1 Dr ， Dy 全 2 人 y 


7 -| 司 [8 4 人 + | -和 ju 帮 ~ 亏 福 史 wa 一 -8ow 


C 


8 O 8 Ooi 
(C) 一 CO 人 十 CO 00 一 (CO) 
CQ -由 8 7 -3 十 3 -3y 二 37002; | 友 一 噬 


5 中 fm 


关于 基 函 数 的 积分 问题 见 后 。 
知 O 的 三 顶点 的 统一 编号 为 和 ，ma，7a 而 相应 的 对 边 中 点 的 统 - -编号 为 ma 95，96 时 ， 
则 在 合成 时 应 按 下 式 累 加 
Cg 十 ora 人 Go 


No 二 D=>2， 忆 7 6 


2. 线 元 了 = (4 .45) 
9 2 0m 
凡 疡 “yo 了 六 癌 狼 - 交 - 
Jp(u) 一 | [于 7 全 ua~ 六 CPP Pop 一 妆 2 
芭 也 《 可 ;入 0 一 各 
op 人 Tipjds 一 0 多) 


02 一 | 90i08 


若 寻 的 两 项 点 统一 编号 为 mma， 而 其 中 点 的 统一 编号 为 wm 时 ， 则 合成 时 的 累加 公式 
为 
0 反 十 on 一 >ann 
0 后 十 bo 人 人 0 为 7 一 二 2 3 





3. 点 元 4 一 (4a) 
& 一 外 
.4 一 | 史 HL zu] -也 ai 一 好 人 
Ci 人 一 几 
Di 一 人 
若 点 元 4 的 统一 编号 为 m， 则 含 成 时 的 累加 公式 为 
0 全 十 quo 
DG 十 0 一 > 

在 以 上 单元 系数 的 积分 表达 式 事实 上 是 一 般 的 , 在 不 同 的 播 值 方法 中 , 只 是 基 函数 选取 
的 不 同 。 关 于 积分 的 计算 , 正如 在 44.2.5 节 来 段 所 指出 ,可 以 采取 数值 积分 的 方法 , 它 有 通 
用 的 优点 ,便于 把 不 同 的 插值 方法 统一 在 -- 个 程序 里 。 这 里 基 函 数 及 其 导数 都 有 重心 坐标 
的 表达 式 (14.2. 梧 ~16)，( 芭 .2.18~ 芭 9)， 因 此 可 用 芭 .2.4 节 表 14.5~6 所 列 的 适当 精度 
的 数值 积分 公式 。 即 使 对 于 线性 播 值 也 可 以 采用 数值 积分 , 而 不 用 44.3.1 节 中 所 列 的 单元 
系数 的 明显 公式 。 

对 于 三 角 前 分 线性 播 值 , 每 个 面 元 有 三 个 对 应 于 顶点 的 未 知 数 , 总 体 方程 的 未 知 数 总 数 
为 Wo 即 点 元 个 数 。 在 二 次 描 值 , 每 个 面 元 上 未 知 数 从 三 个 增 至 六 个 , 但 这 并 不 意味 着 总 体 
未 知 数 比 线性 情况 增 至 二 倍 ， 事 实 上 ,这 时 未 知 数 总 数 为 Wo 十 Wi。 根据 近似 比例 No: 和 sx: 
WisT1:2:3( 见 芭 .2.1 节 ) 可 知 Wo+WisWo+3NWo=4Wo 增 至 四 倍 。 因此 , 用 线 元 中 点 参 
数 插值 一 般 是 比较 “ 费 ” 的 , 但 这 只 是 相对 于 同一 前 分 而 言 。 事 实 上 , 播 值 精度 的 提高 意味 着 
剂 分 有 放 粗 的 可 能 。 实 践 表 明 , 在 达到 同一 合理 精度 要 求 的 情况 ,用 粗 剖 分 二 次 搬 值 比 用 细 
削 分 一 次 播 值 的 未 知 数 总 数 往往 要 省 得 多 ， 从 而 有 可 能 大 大 压缩 解 题 的 规模 。 这 一 点 对 于 
本 征 值 问题 尤其 重要 。 这 是 因为 ， 当 任 阵 阶 数 较 高 而 又 要 求 定 出 多 个 本 征 值 和 本 征 向 量 
时, 计算 方法 上 还 有 较 大 困难 。 
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附录 “算法 语言 BOY 简介 


BOY 是 汉语 拼音 Bianyi Chengxu Yuyan( 编 译 程序 语言 ) 的 缩写 。 BOY 语言 在 很 多 
方面 都 与 ALGOL 语言 相似 ， 但 是 删 去 了 ALGOL 中 的 一 些 不 太 常 用 的 成 分 (如 递归 ， 固 有 
量 等 ) ,不 再 把 量 区 分 为 整数 型 和 实数 型 ; 此 外 , 增加 了 一 些 成 分 , 满足 了 符号 加 工 和 数位 运 
算 的 需要 ， 并 使 数组 与 数组 之 间 的 传送 比较 方便 。 这 里 将 通俗 而 扼要 地 介绍 算法 语言 
BOYG, 其 目的 是 帮助 读者 看 懂 本 书 前 面 一 些 章节 中 所 附 的 程序 。 本 附录 是 以 参考 资料 [HH 
为 依据 编写 的 。 


81 概 述 
本 节 是 算法 语言 BOY 的 一 个 册 影 , 从 中 可 以 看 到 用 BOY 描述 计算 问题 的 概 狐 。 下 面 
用 一 些 简单 的 例子 来 加 以 说 明 ; 





例 二 依次 计算 
O 一 的 
一 了 
民 = 筷 - 产 - 十 2， 6025 
站 一 W 玉 十 久 


一 一 上 5sinz 十 In 人 十 |z|) 
在 BOY 中 , 肌 可 用 如 下 四 个 计算 语句 ” 表示 : 
A 十 B->0; 
(又 -~-Y)/(CXeY) 二 2.6025->Z; 
8SQRT(X 人 2 个 2 一 Ri 
_1.5xSSTN(X) ASLNCGLTSABS(CX)) -BF 
可 以 看 出 , 计算 结果 一 律 写 在 右面 , 并 用 赋值 导 “ 一 ”代替 等 号 , 乘 号 改 用 “* ,和 次 放 在 “ 个” 
之 后 , 此 外 ,初等 函数 前 面 加 上 了 专用 符号 “》 , 其 变量 一 律 放 在 圆 括号 内 。 各 个 语句 之 间 都 
用 分 号 相隔 。 
例 2， 计 算 函 数值 
-| 到 ( 当 筷 一 0) 
11+Xa ( 溉 0) 
要 说 明 的 是 ， 马 是 一 系列 复杂 运算 的 结果 ， 编 制程 序 时 无 法 预料 其 正 负 ， 应 作 两 手 准 
备 。BOY 中 的 “条 件 语 名 ”可 以 完成 这 一 任务 : 
车 又 一 0 则 工 一 入 个 2->Y 否 1 二 又 个 2 一 > 了 
这 里 的 汉字 著 . 则 、 否 是 BOY 特别 约定 的 , 也 是 一 个 基本 符号 。 为 突出 这 一 点 , 印刷 时 -- 律 
用 黑体 , 书写 时 在 该 字 下 划一 横 线 , 汉字 符号 约 有 30 个 。 


日 “实际 上 是 介绍 BOY- 乙 ， 因 为 本 书 的 全 部 计算 程序 都 采用 BOY- 乙 编制 。 
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例 83， 计算 


了 
五 一 妊 
工 


7=- 下 


五 一 4 
乡 ~ 二 字 站 
要 说 明 的 是 : 五 和 4 都 是 前 面 计算 的 结果 ,有 可 能 出 现 五 一 4=0 的 情况 , 这 时 不 必 鼻 
全 :了 了,， 仅 需 算 Z。 在 BOY 中 , 可 用 ” 转 语 句 来 实现 
若 卫 --A=0 则 转 BB 否 ( 卫 一 A) 一 0; 
OO 十 B->X， OO 一 B=>Y; 
BB， 了 /5.205 一 和 
上 面 的 _BB;,“ 称 为 “标号 “ 转 BB” 称 为 “ 转 语句 ”,， 其 意义 是 终 断 正常 的 计算 顺序 ， 直 接 转 
去 执行 标号 BB 后 面 的 语句 。 在 上 例 中 则 跳 过 十 B 一 和 和 0 一 DB 一 Y 两 个 计算 语句 。 
例 和 4 设 有 4, 呈 两 组 数 ,各 由 50 个 数组 成 。 
4 一 ( 4， 42， 机 45o)， = (Di， 了 >， 机 Bao) 
要 求 计算 
(人 Ci=4i 十 2B， (一 2，…，50) 
(2) &S= 41B: 二 4apB 十 … 十 45oBao 
这 时 可 用 ”循环 语句 "实现 。 对 于 人 轨 有 
对 于 I 开 到 50 步 长 了 执行 AI 四 十 2*B[I 全 CD 
应 该 注意 的 是 ， 下 标 工 永远 写 在 方 括号 内 ，A CUI] 称 为 "下 标 变量 ”。 上 例句 指出 工 是 “循环 
参数 ， 它 从 工 开始 , 每 次 增加 工 ( 步 长 ), 直到 50 止 ; 并 且 对 于 每 一 个 工 值 ， 执行 后 面 的 那个 
语句 (A 轩 十 2*B[ 了 一 OU) 都 被 执行 一 次 。 类 似 地 , 对 于 (2) 的 计算 , 可 写作 
0 一 >S; 
对 于 I= 到 50 步 长 执 行人 [站 *BUD TS=>S 
这 里 的 8 开始 取 值 0,， 其 后 对 每 个 直 把 乘积 AD 四 *BD] 累 加 到 SS 上, 最 后 就 是 80 个 乘积 之 
和 。 ， 
容易 明白 , 倒 4 中 的 4,B,C 都 代表 由 50 个 数组 成 的 一 个 数组 (BOY 中 称 为 场 ) 但 是 全 
工 中 的 4， 了 3,，C 却 代表 单个 变量 (BOY 中 不 再 区 分 它们 是 实数 还 是 整数 ， 一 律 称 为 简 变 ) 。 
我 们 知道 ,在 计算 机 作 计 算 处 理 时 , 单个 变量 和 一 个 数组 有 很 大 的 差别 。 因 此 哪些 量 是 单个 
变量 , 哪些 量 是 数组 , 应 在 程序 中 分 别 " 说 明 。 下 面 ,我 们 用 BOY 对 例 生 作 较 详细 的 描述 ; 
始 简 变 个 
场 AB,O[L1:50]; 
输 十 A，Bi 
对 于 I=1 到 50 步 长 了 执行 
AT 十 2*B[ 了 一 OU]; 
0 一 SS; 
对 于 I=-1 到 50 步 长 执行 
A[ 世 *B[D 十 S=>S; 
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印 S, C， 停 555 
终 
上 面 是 一 个 完整 的 BOY 程序 , 它 以 始 开头 , 终结 尾 , 并 将 “说 明 ” 放 在 前 头 。 例 中 有 两 个 
说 明 ， 即 “ 简 变 S” 和 “ 场 A, B, 0[1:50]”， 它们 指出 本 程序 中 的 S 是 单个 变量 ， 而 A，B, C 
则 是 各 有 50 个 数 的 数组 。 在 BOY 中 , 循环 参数 是 不 需要 说 明 的 。 “ 输 十 A，B” 称 为 “输入 
语句 , 它 把 十 进 制 数据 4，B (根据 说明, 它们 各 有 50 个 数 ) 输 入 计算 机 , 等 待 进一步 的 运算 
处 理 。“ 印 8，C” 称 为 “印刷 语句 ” 它 把 结果 8 和 C( 共 区 个 数 ) 以 十 进 制 形式 打印 出 来 , 因 
此 印 也 可 以 写 为 印 十。 停 后 的 编号 称 为 停机 编号 , 不 同 的 编号 可 以 区 分 不 同位 置 设置 的 停 
机 。 停 机 编号 也 可 以 略 而 不 写 。 


8$2 BOT 中 的 几 种 主要 成 分 


在 进一步 介绍 之 前 ， 首 先 指 出 ， 在 程序 中 用 以 代表 不 同 运算 对 象 的 名 字 ( 如 A, B, 也， 
BB, 工 等 ), 其 最 一 般 形式 是 以 字母 为 开头 的 字母 、 数 字 的 组 合 , 如 
Beijing，xaa，W4se，c0s，Va 
都 是 名 字 。BOY 中 约定 用 0 代替 字母 0, 其 目的 是 不 与 数 0 相 混淆 ; 此 外 , 还 约定 字母 不 论 
大 写 、 小 写 , 也 不 论 写 在 上 半 行 或 下 半 行 ,都 看 作 是 同一 个 符号 , 例如 a 与 A 相同 , Mx 与 mx 
相同 ，xis 或 xt 与 X12 相同 。 


2.1 条 件 语句 


条 件 语 句 的 一 般 形式 是 
若 了 HL~B2 则 8 和 否 8S2 
其 中 到 ~ 开 称 为 "条件 3 “~ ” 则 是 <， 和 ,= 这 三 个 关系 符 中 的 任何 一 个 9 和 和 中 都 
是 一 个 任意 的 语句 。 当 条 件 满足 时 ,执行 所 (不 执行 嘴 ) ,反之 执行 中 (不 执行 妃 )。 
下 面 是 几 点 补充 说 明 ， 
山 条 件 中 的 型 ， 玛 可 以 是 表达 式 。 例 如 
2xN-1<M 或 0.001<8SABS(B[K] /4) 
《22 纪 或 和 2 中 的 任何 一 个 可 以 是 “ 空 语句 ”( 即 不 写 任 何 符号 ) 。 例 如 , 把 驻 变 为 尽 的 
绝对 值 , 可 写作 
若 双 <0 则 一 X 一 双 否 (这 里 的 否 不 能 省 去 ) 
若 0 入 驻 则 否 一 又 -又 
《8) 条 件 语 名 中 的 和 4 和 B 品 还 可 以 是 条 件 语 句 。 例如 , 要 印 出 A，B，O 三 个 数 中 最 大 
的 一 个 , 则 可 写作 : 
若 A<B 则 若 B<O 则 0 一 MAX 否 B>MAX 
否 若 A<O 则 0 一 MAX 否 A 一 MAX; 
印 MA 
上 面 的 第 一 个 句子 可 理解 为 具有 如 下 结构 ， 
若 A<B 则 8 否 82 
其 中 妃 是 ， 若 B<G 则 O=>MAX 否 B 一 MAXX 
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入 是 ， 车 A<O 则 C-MAX 否 A->MAXX 
在 计算 过 程 中 , 将 根据 条 件 只 执行 8 或 982。 如 果 执 行 亿 ， 亦 将 根据 条 件 只 执行 传送 语句 
0 一 MAX 或 B 一 MAX; 如 果 执 行 82， 则 只 执行 0 人 MAX 或 A 一 MAX, 因此, 不 论 执行 了 
. 娜 一 个 传送 语句 , 都 认为 整个 条 件 语句 已 被 执行 完毕 , 往 下 都 应 执行 其 后 的 印刷 语句 。 

在 实际 计算 中 , 条 件 语 名 可 以 层 层 套 和 至 ,组 成 很 复杂 的 逻辑 判断 。 

( 血 按 定 义 , 条 件 语 句 中 则 和 否 后 面 的 8 和 中 都 是 一 个 语句 。 但 是 ,在 某 些 条 件 下 ， 
可 能 需要 闻 时 执行 多 个 语句 , 这 时 需 引入 复合 语句 和 分 程序 的 概念 。 


2.2 复合 语 名 和 分 程序 
复合 语句 的 一 般 形 式 是 : 
始 8S1;i 82; …; SN 终 
其 中 SIG=1 2 …， 是 各 种 语句 。 
分 程序 的 一 般 形 式 是 ; 
始 D1 D2; …， DMI; 81; 82; …;， SN 终 
其 中 DI(I= 1 2 ，…，M) 是 各 种 说 明 ,8 (J= 二 2，…，N) 是 各 种 语句 。 根 据 定 义 ， 分 程序 
与 针 末 尾 所 说 的 一 个 (完整 ) 程序 的 形式 完全 相同 。 因此 , 一 个 分 程序 可 以 就 是 一 个 程序 
(在 BOY 中 , 一 个 复合 语句 也 可 以 是 一 个 程序 )。 需 要 强调 的 是 : 一 个 复合 语句 或 一 个 分 程 
序 也 可 以 看 作 是 一 个 语句 。 因 些 条 件 语句 中 的 则 与 否 后 面 的 那 一 个 语句 可 以 是 一 个 复合 语 
句 或 分 程序 。 E 
例 芋 有 三 个 量 D0, D1，D2, 若 Do 为 负 , 则 需 改 变 D1 和 D2 的 符号 。 这 时 可 用 BOY 
语句 写作 
若 DO<0 则 始 -- Dli-D1l;i 一 D2-=>D2 终 否 
例 中 是 用 一 个 复合 语句 作为 则 后 的 语句 。 
例 2 有 三 个 量 TA, TB，TO, 若 TA 为 负 , 则 需 交 换 TB 与 TO 之 值 。 这 时 可 写作 
若 0 委 TA 则 否 
始 简 变 D; 
TB->D;， TO->TB;， D-TO 
终 
例 中 是 用 一 个 分 程序 作为 否 后 的 语句 。 
一 个 复合 语句 或 分 程序 可 以 看 作 是 一 个 语句 的 概念 极为 重要 ， 它 们 是 构成 更 为 复杂 的 
语法 现象 的 基础 。 其 后 , 我们 将 不 止 一 次 地 使 用 这 个 委 念 。 
最 后 ,我 们 指出 , 在 一 个 分 程序 开头 的 说 明 , 只 在 本 分 程序 内 有 效 , 因此 可 以 随意 选用 名 
字 , 而 不 管 它 是 否 与 分 程序 外 的 名 字 相 同 。 显 然 , 该 分 程序 与 外 面 有 联系 的 量 不 应 在 这 个 分 
程序 内 说 明 。 
例 : 
始 简 变 D,，TA，TB，TO; 
输 十 TA, TB, TC; (2xTB 二 TO /了 TA 一 Di 
若 TA 一 0 则 
始 ” 简 变 D; 
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TB->D; TO=>TB; D->TO 


终 


上 上面 的 程序 是 一 个 分 程序 形式 ， 其 中 条 件 语 中 的 则 与 否 之 间 也 是 一 个 分 程序 。 外 分 程序 中 
把 D 和 TA 等 量 说 明 为 简 变 , 但 内 分 程序 中 又 把 卫 重 新作 了 说 明 。 根 据 分 程序 内 的 说 明 只 
在 本 分 程序 内 有 效 的 原则 ， 内 分 程序 中 的 语句 了 TB->D 仪 把 TB 值 赋予 内 分 程序 说 明 的 D， 
而 与 外 分 程序 说 明 的 了 D 毫 不 相干 。 因 此 外 分 程序 中 印 出 的 卫 还 是 (2*TBT 二 IOATA 的 值 。 
如 果 外 分 程序 中 对 卫 没有 说 明 ,， 则 条 件 语句 后 的 印刷 语句 内 不 能 出 现 D。 换 句 话说 : 在 外 
分 程序 中 的 印刷 语句 不 能 直接 印 出 在 内 分 程序 中 说 明 的 量 。 在 内 分 程序 中 没有 被 重新 说 明 
的 量 ( 例 中 是 TB，TO) 依然 按 外 分 程序 的 说 明 起 作用 。 


2.3 场 的 说 明和 使 用 


在 哇 例 4 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 场 A[1:50] 表示 由 50 个 数组 成 的 一 组 数 ， 下 标 变量 

A[ 菇 ,AII+ 妇 分 别 表示 这 组 数 中 的 第 工 个 和 第 I2 个 数 。 下 面 再 作 进一步 的 介绍 。 

设 平面 上 有 六 个 点 : Pi (ET 了 了)，Pa( 和 了) Pr(Rx 了 x)。 如 果 把 这 广 个 点 
的 坐标 排列 成 忆 1， 7 ， 和 了。，…， 是 w 了 xy， 并 定义 场 XYRLL: 和 N，1:2]， 则 ' 下 标 变量 
YR[K, 也 表示 第 下 个 点 的 第 工 个 坐标 ,例如 和 YR[Ll 人 表示 了 1 入 YR[2, 妇 表 示 瑟 2 
如 果 把 这 个 点 的 坐标 排列 成 瑟 1， 瑟 ，…， 和 w 了 1 了 2，…， 了 xr， 并 定义 场 XYVEL:2， 
1 人] 则 下 标 变量 又 YV [L, 到 ] 表 示 第 五 个 点 的 第 工 个 坐标 ， 例 如 YYVL 2 表示 王 2， 
XYV[2, 习 表 示 了 :。 

场 内 的 元 素 参 加 运算 , 通 沼 都 是 通过 下 标 变量 进行 的 。 下 标的 个 数 应 与 场 说 明 中 的 维 
数 一 致 , 并 且 下 标的 取 值 要 在 相应 的 界 对 范围 内 。 例如 有 场 上 [0:5，--1: 3:7],， 则 下 标 
变量 可 写作 人 [I, J, 玉 ]， 其 中 0 委 I 和 5，-1 委 J 和 N，3 入 和 六 7。 

下 面 三 种 特殊 情况 充 许 仅 写 场 的 名 字 ; 

人) 输入 与 印刷 语句 ( 见 侍 末 尾 的 程序 ) 

(2) 雪 达 式 送 场 ， 一 般 形式 是 

了 ->A (了 为 表达 式 , 和 为 场 ) 

其 意义 是 把 表达 式 卫 的 值 送 给 场 A 的 每 一 个 分 量 。 例 如 有 场 了 [:2，0:2]， 则 0 一 了 表示 
把 0 送 给 YY 的 6 个 分 量 中 的 每 一 个 。 

《38) 场 送 场 ， 一般 形式 是 
A->B (A, B 都 是 场 ) 
其 意义 是 把 场 A 的 全 部 分 量 依次 送 到 场 了 的 相应 分 量 中 。 一 般 要 求 A, 旨 两 个 场 的 维 数 、 
大 小 相同 ,否则 按 下 述 原 则 处 理 : 若 A 的 分 量 个 数 比 卫 少 , 则 把 A 的 全 部 分 量 依次 送 到 
的 前 部 ; 若 A 的 分 量 比 吕 的 分 量 多 , 则 把 A 的 前 部 分 量 依次 送 了 B, 直到 B 被 送 满 为 止 。 


2.4 循环 语句 
循环 语句 中 最 当 见 的 形式 是 
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对 于 I=A 到 也 步 长 O 执行 8 
其 中 工 是 循环 参数 , 是 一 个 名 字 ; A 是 循环 的 初 值 ,B 是 循环 的 终 值 , CO 是 每 循环 一 次 时 工 应 
增加 的 量 。 A，B, 9 都 可 以 是 任意 的 表达 式 ;8$ 称 为 循环 体 ， 它 是 一 个 任意 语句 (包括 复合 
请 句 、 分 程序 和 循环 语句 )。 执行 上 述 循 环 语句 与 执行 下 述 分 程序 等 价 ， 
始 简 变 IJ，N， 了 Hi; 
A 一 Ti 了 B 一 Ni 0 一 Hi 
L1， 车 0 一 (一 N)x*SSIGN(H) 则 转 1L2 否 ; 
gS I++H-H 转 ILH 
L2， 
终 
因为 循环 参数 工 已 在 等 价 的 分 程序 内 被 说 明了 , 因此 不 必 ( 也 不 允许 ) 另 加 说 明 。 但 根据 分 
程序 内 说 明 的 量 仅 在 本 分 程序 内 有 效 的 原则 , 循环 参数 仅 在 该 循环 语句 内 起 作用 , 离开 该 循 
环 就 失去 意义 , 这 要 特别 加 以 注意 。 
由 于 循环 体 可 以 是 一 个 任意 的 语句 , 因此 可 以 出 现 很 复杂 的 循环 嵌 套 形式 。 
例 ， 计 算 
Ci- 阅 4B G=1 2. .…，j1) 


要 指出 的 是 ， 类 似 的 计算 共有 10 组 , 它们 分 别 与 参数 下 = 一 10，--20,，…， 一 100 对 应 。 而 
且 每 组 的 45 与 玉 都 不 同 , 甚至 允 ，W 也 不 同 。 
下 面 是 实现 这 个 计算 的 一 个 完整 程序 。 其 中 假设 与 各 组 4w，B; 相应 的 开 , 六 也 作为 
原始 数据 一 同 输入 , 因此 每 组 的 数据 共有 歼 . 广 十 六 十 2 个 , 排列 次 序 如 下 : 
有 4 Bi 开 W 4 Bi 有 Nd 万 
第 -组 (= 一 1 第 二 组 伏 一 -20) 第 十 组 (有 二 一 100) 
始 对 于 及 =--10 到 -100 步 长 一 410 执行 
始 简 变 M，N; 
输 十 M, 
始 场 AL:M, 1:N]，BELIN]，CLL:MI]i 
输 十 A，Bi 
0=>0i; 
对 于 I= 工 到 M 步 长 工 执行 
对 于 J-1 到 本 步 长 1 执行 
AFL 刀 *B[ 太 二 GCC[DD; 
印 到, C 
终 


终 ; 
停 33 
终 
下 面 是 对 这 个 程序 的 一 些 解说 : 
(了 这 个 程序 的 开头 没有 说 明 ， 只 有 两 个 语句 (循环 语句 和 停 语 句 )。 这 是 复合 语句 构 
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成 一 个 完整 程序 的 例子 。 
《2)》 第 一 个 循环 语句 的 循环 体 是 个 分 程序 。 它 由 一 个 说 明 ( 简 变 M，N) 和 两 个 语句 组 
技 , 其 中 第 一 个 语句 是 " 输 十 M,，N”, 第 二 个 语句 又 是 一 个 分 程序 (直至 印 芭 ，Q 结束 ), 这 里 
使 用 分 程序 形式 是 必要 的 ， 因 为 场 A，B, 0 的 说 明 依赖 于 M，N， 因 此 必须 放 在 输入 M,， 
之 后 。 如 果 场 说 明之 前 的 “ 始 “不 写 , 将 导致 语句 后 直接 出 现 说 明 , 违反 了 关于 说 明 必 须 集 中 
放 在 一 个 分 程序 的 前 头 的 规定 ( 见 本 附录 2.2) 。 
《3) 在 内 分 程序 中 , 有 一 个 语句 “0=0”, 它 玫 示 场 0 的 杂 个 分 量 的 值 都 变 为 零 。 此 外 
还 有 一 个 循环 语句 : 
对 于 J= 到 六 步 长 1 执行 
AL 由 *B[ 丰 二 CD 一 OCT 
在 语法 分 析 时 ， 这 个 语句 被 看 作 是 另 一 个 循环 语句 (对 于 I=- 工 到 M 步 长 革 执 行 …) 的 循环 
体 。 亦 即 
对 于 [= 二 到 M 步 长 荆 执 行 
对 于 J= 革 到 X 步 长 执行 
AU 中 *BfgJ] +GUH 一 0 
组 成 了 两 重 循环 ,并 且 它 们 又 被 嵌 套 在 最 外 面 的 循环 (对 于 开 = -10 到 --100 步 长 -10 执 
行 …) 之 中 。 因 此 这 个 程序 含有 三 重 循环 。 
由 于 循环 语句 在 执行 时 , 总 是 先 检 查 循环 参数 的 当前 值 是 否 已 超出 终止 值 , 当 超 出 时 该 
循环 语句 就 算 执行 完毕 , 因此 , 下 述 语句 在 P>J110 时 , 实际 上 不 作 什么 计算 工作 : 
对 于 工 王 了 到 10 步 长 1.25 执行 8 
辐 理 , 下 述 两 个 语句 也 是 等 价 的 : 
对 于 于 =0 到 25 步 长 3 执行 Si 
对 于 也 =0 到 24 步 长 3 执行 中 
循环 语句 有 更 一 般 的 形式 : 
对 于 I= 工 执行 $ 
其 中 工 仍 为 循环 参数 ,8 仍 为 一 个 任意 语句 组 成 的 循环 体 , 但 是 一 个 “循环 元 表 ”， 它 由 一 
个 或 多 个 (其 间 用 逗号 分 隔 ) “循环 元 ”组 成 。 循 环 元 共有 三 种 形式 
(上 b 卫 ( 也 为 表达 式 ) 
(2) A 到 也 步 长 QUA,， BO 为 表达 式 ) 
《3) 卫 当 型 ~ 到 (了 RE，E2 为 表达 式 ,，~ 是 <, 入 ,= 这 三 个 关系 符 中 的 任何 一 
对 于 (2) ,最 常见 的 是 只 有 一 个 循环 元 , 这 种 循环 语句 已 在 前 面 介 绍 过 了 。 
和 窟 据 (, 可 以 写 出 如 下 形式 的 语句 : 
对 于 了 也 =1， 3，10, 50 执行 0=>A[LPHI 
这 时 将 0 送 入 AH A[3],，A[l0]，A[50] 这 四 个 下 标 变量 中 。 
带 条 件 的 循环 形式 (3), 其 意义 可 用 等 价 的 语句 来 表示 :执行 循 环 语句 
对 于 I= 刁 当 到 ~ 卫 执行 8 
与 执行 下 述 分 程序 等 价 : 
始 简 变 晤 


个 ) 
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LL，R->1Li 
关 RE2 则 始 8 转 IL 终 否 
终 
要 指出 的 是 ,在 循环 元 表 中 , 上 述 三 种 循环 元 可 以 混合 出 现 。 例 如 ， 
对 于 JO-=1 到 5 步 长 1 10 到 30 步 长 5 50, 100, 200 执行 印 V[JO] 
这 时 将 印 出 V[I 英 ，V[2，…，V[ 克 ，V[tol，VUH5]，…，V[301]，V[50]，Vft00]， 
V[200] 。 ， 


2.5 开关 


为 使 程序 有 更 大 的 灵活 性， 引进 “开关 的 概念 。 例 如 有 一 运算 , 它 依赖 于 M, 责 两 个 参 
数 , 而 这 样 的 参数 共有 3 组 ( 璧 如 二 ， 盎 4 6 和 3, 7)， 至 于 在 一 次 计算 中 应 该 使 用 哪 组 参 
数 , 则 由 前 面 计算 所 得 的 允 值 来 决定 (譬如 立 = 革 则 用 第 荆 组 ; 立 =2 则 用 第 2 组 , 王 =3 出 
用 第 3 组 )。 这 时 可 用 开关 来 实现 ， 
始 简 变 
开关 SABO[AA, BB，0O]; 
一 > 驻 ; 
转 SABO[X]i 
AA，1->Mi 2->Ni 转 ABO; 
BB，4- 一 M; 6=>Ni 转 ABO; 
OO，3 一 Mi; 7 一 Ni 
ABO，.… 


上 述 程序 中 的 “开关 8ABCLAA，BB，QCO] 称 为 开关 说 明 ， 其 中 SABO 是 这 个 开关 的 名 字 ， 
方 括号 内 的 AA，BB，OC 都 是 标号 名 字 。 " 转 SABO[ 和 ]” 称 为 开关 语句 , 它 由 蕊 的 值 决 定 
转向 , 落 室 一 下 则 转向 开关 说 明 中 的 第 正 个 标号 。 例 如 琶 一 2,， 则 转向 标号 BB。 


2.6 过 程 


不 少 的 计算 程序 往往 需要 在 不 同 的 地 方 完成 相同 (或 类 似 ) 的 计算 ， 这 时 可 把 相同 部 分 
的 程序 首先 编 出 , 并 给 它 一 个 名 字 , 其 后 需要 这 部 分 计算 时 , 只 需 写 出 这 个 名 字 , 这 就 是 过 程 
的 概念 。 先 编 出 的 公共 部 分 称 为 "过程 说 明 ”, 其 后 写 此 过 程 名 字 ( 即 调用 此 过 程 ) 称 为 “过 程 
语句 "。 例 如 , 程序 中 需要 多 处 计算 复数 除法 ， 
弥 十 4a=- ( 避 1 十 4 到 32) (7 了 十 这 3) 
这 时 可 用 过 程 实现 ， 
始 简 变 XI1，X2，Y1，Y2，Z1，2Z2; 
过 程 DIV; 
始 Y1 人 2 二 Y2 人 2=>22; (X1*Y1 十 X2xY2)1/Z2=>2ZT; 
( 双 2xYT 一 XITxY2) /02 一 2Z2 


。 
mm 
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DIV; …;， DIV; … 
上 例 中 的 


过 程 DIV; 始 Yd 2 十 … 一 2Z2 终 
便 是 过 程 说 明 , 它 指出 DIV 是 过 程 名 字 , 其 内 容 由 紧 接 其 后 的 那个 语句 ( 称 为 “过 程 体 汪 给 
出 。 过 程 体 可 以 是 复合 语句 或 分 程序 , 也 可 以 是 一 个 普通 语句 。 过 程 说 明之 后 出 现 的 过 程 
名 字 DIV 便 是 过 程 语句 , 执行 它 等 价 于 执行 过 程 体 
始 YL 个 2 十 … 一 22 终 
过 程 说 明 也 是 说 明 中 的 一 种 , 因此 它 应 当 与 其 它 说 明 ( 如 简 变 说 明 、 场 说 明 、 开 关 说 明 等 ) 一 
起 放 在 分 程序 的 开头 。 正 式 的 计算 工作 是 从 说 明 部 分 之 后 的 第 一 个 语句 开始 的 。 上 例 就 是 
从 标号 AA 开始 。AA 前 的 那个 复合 语句 是 属于 过 程 说 明 的， 如 果 其 后 设 有 过 程 语句 DIV 
调用 , 它 将 不 会 被 执行 。 
如 果 要 对 不 同 的 复数 作 除法 , 譬如 
Oi 二 is 一 (4 二 da)/ (DB 二 Dao) 
GN -HG 一 (而 十 i 开 /CE 上) 
PP 上 Ps= (Ci 二 40) (G1 十 ia) 
则 上 述 形式 的 过 程 是 不 够 方便 的 。 为 此 引入 有 参数 过 程 的 概念 。 这 时 可 写 出 如 下 程序 
始 过 程 DIVI(X1, X2，Y1，Y2, 呈 ，Z2)i 
值 X1 X2，Y1, Y2; 简 变 4，Z2; 
始 Y1 人 2 二 Y2 人 2->Z2; 
(XeYT 十 又 2xYT2) 12Z2 一 > 
(X2xY1-XlxsY2)1Z2->Z2 
终 ; 
简 变 A1，A2，B1，B2，C1,， 02，E1，FE2，F1，F2，G1, G2，P1, P2， 
DIVI(A1，A32，B1，B2，C1，02); 
DIVICGERL，E2，F1，F2，G1,，G2); 
DIVI(O1，G2，G1，G2，P1，P2); 


过 程 DIVI(CX1，X2，Y1 ，Y2，Z1，Z2); 

值 X1, X2，Y1，Y2; 简 变 24，Z2; 

始 Y1 人 2 十 …=>Z2 终 
是 有 参数 的 过 程 说 明 。 过程 名 字 DIVIL 之 后 用 一 对 圆 括号 指出 该 过 程 所 依赖 的 人 参数 (和 X1， 
X2，Y1， Y2，2Z1，Z2) , 紧 接 其 后 的 “ 值 X1，X2，Y1，Y22 和 “ 简 变 Z1，Z2” 都 称 为 参数 的 
“种 类 部 分 ”， 用 于 指出 这 些 参 数 属 何 种 类 (“ 值 "的 意义 将 在 稍 后 给 出 ， 这 里 不 妨 理解 为 与 简 
变 一 样 ) ,种 类 部 分 之 后 的 那个 复合 语句 仍然 称 为 过 程 体 。 该 过 程 体 之 后 出 现 三 个 形式 相近 


和 


竹 - or 1 起 
Ne- 


2 
人 


生 


617 
的 语句 , 其 中 第 一 句 是 
DIVI(AL ，A2，B1，B2，OC1,， 02) 
它 表 示 调 用 过 程 DIVI， 并 且 要 用 这 里 的 参数 A1，A2，B1，B2，0O1, 02 依次 替换 过 程 说 明 
中 的 参数 X1 X2，YJ1,，Y2, Z4，2Z2,， 其 结果 相当 于 执行 如 下 的 复合 语句 : 
始 B1 人 个 2 十 B2 个 2 一 C2; 
(Al*B1 十 A2x*B2)7/C2 一 Cl; 
(A2x*B1 一 Al*B2)/O2=>O2 
终 
即 实现 了 复数 除法 
OiTiOs= (4141(CBTiDB:) 
类 似 地 , 其 后 的 两 个 过 程 语句, 也 分 别 完成 了 复数 除法 , 得 到 结果 Ga 上 +4Ca 和 忆 十 4Pa。 
上 例 可 以 清楚 地 看 出 , 过 程 说 明 中 的 参数 又 1, X2，Y1，Y2，241，22 只 是 形式 的 ,它们 
SR 既 可 以 是 其 后 的 Al1，A2,，B1，B2，01， G2,， 也 可 以 是 E1，E2，F1, F2， Gd G2 等 ,因此 称 
为 “形式 参数 ”, 而 过 程 语句 中 的 参数 称 为 “实在 参数 "。 
有 参数 的 过 程 说 明 比 较 重 要 ， 特 别 是 因为 它 把 本 过 程 所 依赖 的 全 部 参数 明显 地 展现 出 
来 , 因此 编制 各 种 算法 程序 几乎 都 使 用 过 程 说 明 形 式 。 
下 面 是 对 有 参数 过 程 的 一 些 补 充 说 明 。 
(tb) 过 程 说 明 中 的 形式 参数 , 其 种 类 包括 值 、 简 变 、 场 .开关 和 过 程 。 形 式 参数 仪 在 该 过 
程 说 明 中 有 效 。 过 程 语句 中 的 实在 参数 , 其 种 类 应 与 形式 参数 一 致 。 
(2) 形式 参数 为 值 时 ， 实 在 参数 可 以 是 表达 式 (包括 一 个 简 变 、 下 标 变量 或 常数 )。 在 
BOY 中 ,调用 过 程 时 , 遇 有 值 参 数 , 先 自动 算出 该 表达 式 的 值 , 并 送 入 过 程 内 部 定义 的 一 个 
简 变 中 , 其 后 , 过 程 体内 的 有 关 运 算 仅 与 这 个 内 部 定义 的 简 变 打交道 。 值 参数 不 得 出 现 竺 赋 
值 号 全 的 右面 。 
\) 形式 参数 为 场 时 , 种 类 部 分 不 必 指 出 其 维 数 与 大 小 。 例 如 
始 过 程 SUMCA, N, S); 场 A; 值 允 简 变 8 
始 0 一 8$; 
对 于 I= 工 到 N 步 长 1 执行 
S 二 AT[ 了 =>8 
级 ， 


=S 


简 变 D; 

场 XY[1:100]， 
输 十 久 Yi; 

SUM(XY,， 100，D)， 
印 D 


终 


六 


尽管 形式 参数 的 各 美邦 分 让 场 & 的 维 数 与 大 小 不 如 场 说 明 那 样 _ 目 了 然 ,但 此 过 程 对 场 
的 要 求 是 明确 的 ( 即 场 A 是 一 维 的 , 且 至 少 有 六 个 分 量 ) 。 有 关 这 类 信息 一般 都 在 该 过 程 
的 使 用 介绍 中 一 一 指出 。 司 

(和 开关 可 以 作为 过 程 参数 。 这 主要 是 用 于 过 程 有 非 正 带 出 口 的 情况 。 例 如 
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过 程 GV(OH，M，RFATIT); 
场 CHi; 值 Mi 开关 了 AIIL3 


转 了 AIL[1];.……. 
本 转 了 AITL[2]; ……。 


光 过 程 在 编写 时 已 预料 计算 过 程 中 可 能 有 两 种 不 正常 情况 出 现 (如 返 代 不 收敛 或 矩阵 OB 
的 主 元 素 为 零 等 ), 但 本 过 程 不 便 作 进一步 的 处 理 , 需 终 止 计算 , 交 回 调用 它 的 程序 处 理 。 因 
此 调用 该 过 程 时 , 应 该 有 一 个 开关 说 明 。 璧 如 
开关 8SW [F1，H2] 

它 与 形式 参数 FAIL 对 应 , 并且 标 号 了 4 和 2 标 出 的 语句 ， 应 能 分 别处 理 上 述 两 种 非 正常 
情况 。 

由 于 BOY- 乙 不 允许 直 接 使 用 标号 作 过 程 参数 ， 因 此 本 书 中 的 一 些 程序 常 出 现 只 有 一 “ 
个 标号 的 开关 作为 过 程 参数 。 

《5) 一 个 过 程 可 以 作为 另 一 个 过 程 的 参数 , 从 而 使 过 程 具 有 更 大 的 灵活 性 。 

例 ， 用 矩形 法 计算 如 下 两 个 定 积分 的 值 ， 


S-|. er-zdz  ( 步 长 0 


Si | cz/3.2m ( 步 长 0.09) 
齿 形 法 的 一 般 公 式 是 
8S-| 7)dz- 立 7e+ 刚 


其 中 为 积分 区 间 (o, 幼 的 细 分 个 数 , 思 一 “一 和 是 步 长 。 上 述 计 算 可 用 如 下 程序 实现 ， 
始 过 程 INT(A,，B, 了 8S， N); 
值 A，B，Ni; 过 程 本 简 变 拿 
注 { 本 过 程 用 矩形 法 计算 定 积分 8 一 | ” Beyaz, 其 中 Y 是 区 间 (4， 可 的 细 分 个 数 , 过 程 了 (om 切 用 于 计算 被 和 
函数 , 由 使 用 者 提供 , z 是 积分 变量 ,函数 值 放 在 4 中 
始 简 变 也 YY 
0 一 SS 〈(B 一 A)/N 全 Hi 
对 于 I-1 到 步 长 工 执行 
始 了 (A 二 IxeH Y); SS 二 Y=>8 终 ; 
HxS->S 
终 ; ” 注 { 过 程 INT 的 说 明 完 毕 } 
过 程 F0(X,Y); 值 X; 简 变 立 
8EXP( 一 又 ) 一 Yi 注 { 杯 过程 仅 一 个 语句 } 
过 程 TI(X,，Y); 值 Xi; 简 变 T 
又 * 又 /3.25 一 Yi 注 { 本 过 程 仅 一 个 语句 } 
简 变 8，81; 注 { 全 部 说 明 完 } 
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INT(0, 10，F0, S,， 100); 

INT(1 2，HL 8S1，50); 

印 S, 81 
终 
例 中 过 程 INT 以 过 程 了 为 形式 参数 ， 但 种 类 部 分 中 对 过 程 下 没有 进 一 步 的 说 明 ( 也 没有 指 
出 是 否 带 参数 , 但 在 注 中 已 给 使 用 者 作 了 明确 的 交待 )。 不 过 作为 实在 参数 的 过 程 EO0 和 了 1 
是 有 完整 的 说 明 的 ,并 且 它 们 已 按 注 中 提出 的 要 求 编制 。 

顺便 指出 , 例 中 的 名 字 8， 既 是 形式 参数 ， 也 是 实在 人 参数, 这 是 巧合 ,不 能 因此 省 去 了 实 
在 参数 8 的 说 明 , 因为 形式 参数 与 实在 参数 完全 不 同 ， 而 且 形 式 参 数 仅 在 过 程 体 中 有 定义 。 
根据 本 附录 2.2 最 后 例子 指出 的 量 的 有 效 范 围 和 同名 量 处 理 的 原则 ， 执 行 这 里 的 第 二 个 过 
程 语句 

INE(L, 2，F1，81, 50) 


时 ,尽管 它 调用 的 过 程 体 中 有 形 十 参数 8, 但 决 不 影响 第 一 个 过 程 语句 中 已 计算 出 来 的 实在 


参数 人 的 值 。 因此 打印 出 来 的 8 还 是 | 。e-* az 的 值 。 
(6) BOY- 乙 中 已 有 若干 常用 算法 (如 解 线 代 教 方程 组 等 ) 的 标准 过 程 说 明 ， 使 用 者 不 


必 再 作 说 明 就 可 以 调用 。 这 种 过 程 的 名 字 之 前 都 有 一 个 专门 的 符号 $8 , 详 见 参考 资料 [。 
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[1] 109- 乙 机 算法 语言 编译 小 组 ,k109- 乙 机 算法 语言 及 其 编译 程序 使 用 说 明 ?, 科 学 出 版 社 ， 1973。 
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